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Die elektrischen Dipole in flussigen Dielektricis. 
Von J. Herweg und W. Pétzsch in Halle a. d.8. 
Mit zwei Abbildungen. (Eingegangen am 23. Oktober 1921.) 


Im vorigen Jahrgang dieser Zeitschrift hat der eine von uns?) 


3 in einer Arbeit, die unter gleichem Titel erschien, auf Grund der 
Debyeschen Dipoltheorie berechnet, wie sich die Dielektrizitats- 


konstante einer Fliissigkeit, welche Dipole enthalt, unter der Wirkung 


eines elektrischen Feldes verkleinern inuB. Die abgeleitete Beziehung 


 lautete: 


4a Nm (&2 


At = T5 isTs Oy ) 


 Hierin bedentete: 


wa 


-7 a rm. se 


Aé die Abnahme der Dielektrizititskonstante, d.h. die Differenz 
der Werte der Dielektrizitatskonstante bei dem Felde 0 bzw. 
zu vernachlissigendem © und sehr groBem 6, 

N die Zahl der Dipole = der Zahl der Molekiile pro ccm, da 
ja Debye annimmt, da8 jedes Molekiil mit einem Dipol 
behaftet ist. 

m die GroBe des Moments eines Dipols. 

k die Boltzmann-Plancksche Konstante. 

T die absolute Temperatur. 

& die Feldstarke. 
= oe 7 worin ¢€ die Dielektrizitétskonstante der Flissig- 
keit bei der Temperatur T. 

Die Gleichung fiir 47¢ war in der friheren Arbeit einer ersten 
experimentellen Priifung unterzogen, und es war gefunden, daf einmal 


die Beziehung 
. dAew~ & 
‘durch den Versuch an Athylither sehr gut bestitigt wird. 

Sodann war aber unter Zugrundelegung des von Debye aus der 
Temperaturabhingigkeit des Athylaithers berechneten Wertes von m 
Ae ausgerechnet und in Vergleich gesetzt zu dem Werte, der sich 
aus dem Versuche ergab. Die in der angefiihrten Arbeit auf §S. 46 
angegebenen Werte lauteten: 

9.10—® (theoretisch), 
6,5.10—® (experimentell). 


1) J. Herweg, ZS. f. Phys. 8, 36, 1920. 
Zeitschrift fir Physik. Bd. VIII. 1 
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Diese Werte sind zu berichtigen. Bei dem oberen ist versehentlich | 
der Faktor 2 fortgelassen, und der untere Wert stellt nicht Zé, 


Aé ; : Z age ‘ 
sondern — dar, er ist also noch mit 4,35 zu multiplizieren. Die so 
é 


korrigierten Werte lauten dann: 


28.10—§ (theoretisch), 
28,3.10—§ (experimentell). 


Wie in der friheren Arbeit schon angedeutet, ist aber der expe- 
rimentell gefundene Wert noch zu erhéhen, da der Kondensator, 
welcher das zu untersuchende Dielektrikum enthalt, nicht die ganze 
Kapazitét des Schwingungskreises darstellt. Die Spulen und Zau- 
leitungen enthalten ebenfalls cine gewisse Kapazitaét, und diese wirkt 
verkleinernd auf das Endresultat. Wir kommen noch auf diese Kapa 
zitat zuriick. 

In der vorliegenden Arbeit haben wir uns zum Ziel gesetzt, unter 
Beriicksichtigung der erkannten Fehlerquellen einmal einen méglichst 
genauen Wert fiir m zu bestimmen und sodann die eingangs ange- 
fiihrte Gleichung durch Verainderung von N und T' einer weiteren 
Priifung zu unterziehen. 


I. Die Bestimmung yon m. Nach m aufgelést lautet die Formel: 
1548 7T3(1—@)* Ae 

4a N ce 
Die Gréfe Ze ist durch die Messung in folgender Weise zu er- 
mitteln: Zwischen der Kapazititsinderung und der Anderung der 
Schwingungszahl eines ungedimpften Schwingungskreises besteht unter 


Zugrundelegung der Thomsonschen Formel bei konstant gebalveus 
Selbstinduktion die Beziehung 


mt = 


AC An ; 

Gia eins @) 

oder, wenn es sich um einen Kondensator mit Dielektrikum ¢ handelt, 
Atty 4s __ 4 4n 
§ 0:9 Sa es n° 


vorausgesetzt, da8 sich die Dimensionen des Kondensators nicht 
andern. Fir dé folgt 


A na 
Vom Vorzeichen kénnen wir absehen, da es uns im folgenden 
nur auf den absoluten Wert ankommt. In der Formel bedeutet » 
die Schwingungszahl im Schwingungskreise und Jn ihre Anderung 


oe 
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_-d.b. nach dem in den friiheren Arbeiten Gesagten die Anzahl der 


Schwebungen/sec, die man im Telephon U hért, wenn bei dem Felde 
0 auf Schwebungsfreiheit eingestellt war und nun die hohe Spannung 
E an die mittlere Platte des Kondensators C,, angelegt wird ). 

Die auftretenden Schwebungen wurden durch den sehr kleinen 
variablen Kondensator C’ kompensiert. Zum Nachweise der Kom- 


; -pensation diente ein Oszillograph, der mit dem Telephon U in Serie 


WR RS Ye A NRE SP err 


fol ae Na le a a ie 


eingeschaltet war. (In der Figur nicht gezeichnet.) Es wurde auf 
E 


Fig. 1. 


Maximalamplitude eingestellt; die Resonanzscharfe war recht befrie- 
digend, so daB 1/, Schwebung/sec nachgewiesen werden konnte. 

Die Eichung der Skala des Kondensators C’ bei Z in Schwe- 
bungen wurde, wie friiher beschrieben, durch Abzahlen mit der Stopp- 
ubr bewirkt. 

Es soll nun an einem Beispiel gezeigt werden, wie Jé gewonnen 
und das Moment m des reinen Athylithers bestimmt wurde, um einen 
Einblick in die Genauigkeit der Methode und die zu beriicksichtigen- 


den Fehlerquellen zu geben. 


Der benutzte Ather war zur Befreiung von Peroxyd mit Silber- 
oxyd gekocht, mit Chlorcalcium und Natrium getrocknet und dreimal 


- destilliert. 


1) Die Figur ist identisch mit der in der Arbeit in ZS. f. Phys. 3, 41, 1920, 


woselbst auch die eingehende Erklarung einzusehen ist, 
1* 
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1. Eichung der Skala des Kondensators C’. Nachdem mit 
Hilfe eines nicht gezeichneten kleinen variablen Hilfskondensators auf 
Schwebungsfreiheit eingestellt war, wurde Zeiger Z des Kondensators 
OC’ auf Teilstrich 10, 20 usf. gedreht und jedesmal die Zahl der auf- 
tretenden Schwebungen innerhalb 5 Sekunden gezahlt. 

Die Zahl der Schwebungen variiert mit der Wellenlinge. Bei 
Untersuchung von Gemischen und Messungen bei verschiedenen Tem- 
peraturen arbeitet man mit etwas anderen Wellenlangen, es wurde 
daher vor jedem Versuch zur Kontrolle eine Bestimmung der Zahl 
der Schwebungen ausgefiihrt. Bei dem vorliegenden Beispiel war die 
Wellenlinge 285m, die Zahl der Schwebungen gibt Tabelle 1. 


Tabelle 1. 
Teilstrich | Zahl der Schwebungen in 5sec | Mittel 
Bi eee ag: We Mey 3 
we | 12) 18.12 -12 33 ae 
| 
| 24 25 24 25 24 
au { 24 25 23 25 24 pe 


Hieraus ergibt sich: 

1 Teilstrich = 0,244 Schwebungen/sec. 

2. Die Messung von Zé. Es wurde zunachst wieder ohne Feld 
auf Schwebungsfreiheit eingestellt bzw. auf Maximalamplitude des 
Oszillographen, die hiermit iibereinstimmte. . 

Nun wurden in unserem speziellen Falle durch langsames Ein- 
schalten des Widerstandes W, 6000 Volt an den mittleren Zylinder 
des mit Ather gefiillten Kondensators C,, gelegt und die auftretenden 
_Schwebungen durch Verinderung des Kondensators C’ kompensiert. 

Die Messung wurde zwélfmal hintereinander ausgefiihrt. Die 
Kompensation erfolgte bei den Teilstrichen : 

TE0m 10,54 10,5" 910 11D) As 54 11, 115 dios 
im Mittel also bei 11,17. Da nun, wie oben gezeigt, 
1 Teilstrich = 0,244 Schwebungen/sec, 
so sind 
11,17 Teilstriche = 2,725 Schwebungen/see = Jn. 

Die Schwingungszahl n war entsprechend der Wellenlange 285 m 
= 1,05.10°%, die Dielektrizititskonstante bei der gemessenen Tempe- 
ratur von 18° = 4,35. Es berechnet sich also 
4n  2.4,35.2,725 
ns OSs 
Dieser Wert fiir 4e bedarf noch einer Korrektur. 


Aé = Ys 


== 22,58: 10a 
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Wie schon in der friiheren Arbeit erwahnt, stellt der Ather- 
kondensator C,, nicht die ganze Kapazitit der Schwingungsanordnung 
dar, ein Teil liegt in der Spule ZL, der Réhre und den Verbindungs- 


leitungen. Das Verhiltnis dieser Kapazitét zur Kapazitat Cm wurde 


durch Zuschaltung bekannter Kapazititen und Bestimmung der je- 
weiligen Wellenlange mittels Wellenmesser ermittelt. Hs betrug bei 


- der Wellenlinge 285m 39 Proz. 


he ee bak DN ae ee 


Aé ist also noch um 39 Proz. za vergré8ern und man erhalt dann 
Ae 91,39 .10—% 


3. Die Berechnung von m. In die Formel 


pee ye gael oes le (4) 


4a N (52 


sind in unserem speziellen Falle folgende Werte einzusetzen: 
ik — Plancksche Konstante = 1,346.10~*. 


Ces 201. 
é—1 
Gs= e+ 2? wo é— = 4,35. 


N = 6.1021 (berechnet aus der Dichte des Athylathers 0,717 
bei 18° und der Planckschen Zahl 6,175. 1028 Molekiile 
im Grammolekiil). 
Eaps. —= 88,66, entsprechend 5850 Volt auf 2,2 mm Zylinderabstand. 
a= 31,39. 10—%. 
Es ergibt sich dann fiir m der Wert: 
m — 12,42.10-™. 

In gleicher Weise wurden die Momente bei 4000, 8000 und 
10000 Volt bestimmt. Die erhaltenen Werte liegen zwischen 12,20 
und 12,66 mit dem Mittel 12,46; sie sind also im Durchschnitt etwa 
6 Proz. gréBer, als der von Debye in seiner Arbeit1) angegebene 
Wert 11,8.10-1%. Nun ist aber noch eine heimliche Fehlerquelle in 
den Messungen enthalten. Es ist die adiabatische Erwirmung des 
Athers bei der Messung. Debye setat bei seinen theoretischen Uber- 
legungen, die in etwas ausfiihrlicherer Form von Ratnowsky*) ver- 
dffentlicht wurden, eine isotherme Messung der Dielektrizitaitskonstante 
voraus. Die auf der Debyeschen Theorie fuBende Gleichung (4) 
rechnet daher auch mit einer isothermen Messung des 46. 

Tatsichlich ist bei den schnellen Schwingungen die Messung eine 
adiabatische, und es ist daher an dem Aé noch eine Korrektur an- 
zubringen, die der adiabatischen Erwirmung des Athers bei der 


1) P. Debye, Phys. ZS. 13, 97, 1912. 
2) Ratnowsky, Verh. d. D. Phys. Ges. 15, 497, 1913. 
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Messung Rechnung tragt und die, wie wir sehen werden, keineswegs 
zu vernachlassigen ist. 

4. Ermittlung der adiabatischen KorrekturgréBe!). Er- 
regt man in einem Kondensator mit Dielektrikum von der Dielektri- 
zititskonstante ¢ isotherm ein elektrisches Feld, so gilt fiir die ge- 
lieferte latente Warme @ die zuerst von Helmholtz fiir spezielle 
Fille abgeleitete, spiter von Nernst?) verallgemeinerte Beziehung: 


Q= Lom (1) 


worin 7' die absolute Temperatur und F' die freie Energie. Die par- 
tielle Differentiation nach 7' bedeutet in unserem Falle, daB die Ladung 
des Kondensators konstant gehalten werde. 

Ist e die Ladung, so ist die Spannung V = e/C und daher . 


e? e? 
ee 9Gie 
OF e O& 
OT or ee 


wenn wir mit « den Temperaturkoeffizienten der setae 
stante bezeichnen. Mit Riicksicht auf (1) folgt 
Q = —aTF. (2) 
Wir fragen: Welchen EinfluB hat diese Warmemenge auf die 
Dielektrizitatskonstante? 
Die Energie F pro ccm des Dielektrikums ist in praktischen 
Kinheiten (Volt/cm) ausgedriickt 


= 1/,.0,884.10-¥ « & (3) 
und nach (2) 
Q = 1/,.0,884.10—-8 Tae? Joule 


(das —-Zeichen kinnen wir gleich fortlassen, da « negativ) oder 
Q = 1/, 0,884. 10-15. 0,239 Tae ©? cal. 

Die Temperaturerhéhung des Dielektrikums ist also: 

T a 


oT = 1/, 0,884. 0,239. Ne os ee 

Ss = spezifisches Gewicht, ¢ = spezifische Warme des Dielektrikums. 
Diese Temperaturerhéhung mit « multipliziert ergibt die adiabatische 
Verkleinerung der Dielektrizitatskonstante. 


1) Die folgenden theoretischen Uberlegungen verdanken wir einer persén- 
lichen Mitteilung des Herrn Mie. 


*) Nernst, Theoret. Chemie, 8. Aufi., 1921, S. 26 ff. 
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Bezeichnet man mit é,q und 6&;, die adiabatisch bzw. isotherm 


- gemessenen Dielektrizitaétskonstanten, so folgt 


fi 2 
faa = ft, (a — 1/, 0,884. 0,239 10-8 = =" @). 


(4) 


Diese Formel ist aber fiir unseren Zweck noch nicht anwendbar. 
Sie gilt fiir den Fall, daB eine Spannung € plétzlich an den Kon- 


- densator gelegt wird. 


Bei unseren Messungen wird eine sehr hohe isotherm angelegte 
Gleichspannung von einer Wechselspannung sehr kleiner Amplitude 
(der elektrischen Schwingung) iiberlagert. Die Gleichspannung liegt 

zwischen 2000 und 10000 Volt, die Amplitude der Schwingungen 


unter 20 Volt. Es ist also J€ klein gegen ©. Setzen wir 


(Fe) Tae 
AE maou a 
so gilt, wenn sich die Temperatur erhoht, 
bata 3 IF 
AD — fis IE + bs S or Ob 
i 
Nun ist 
—a ta 
T= 0Q = aed 
‘ Set Se 
| [mach (15)] und nach (3) 
j ca Ae 
bi F 7 & ? 
in (6) eingesetzt 
: : 9aT FAL 
; T= — — -- 
Ea Sac & 
i Unter Beriicksichtigung von (7) geht (5) tiber in 
: 2 TF 


? 


+ 


: oder nach Hinfiihrung von (3) 


AD = & IE — 2%, —— AE 
aye 


: 
¢ AD eae —13 Tore 9 

i es (i — 0,884 . 0,239. 10-# “= 6 

~ und schlieBlich | sil 

‘ bea — &5 = [Atha = — 0,884. 0,239. 10718 — —— 6, 


NAOT 


Te Gace 


(5) 


(8) 


(9) 


die Verkleinerung der Dielektrizititskonstante infolge adiabatischer 
‘Erwarmung des Dielektrikums. Diese ist doppelt so groB wie nach (4) 
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Wir wollen jetzt diese KorrekturgréBe fiir unseren speziellen Fall 
ausrechnen. Es ist einzusetzen: 
T= 291, oo =0,0046, ss = 4,35, 
s== 0,717, ¢ == 054, © = 5850 Volt . 
und es ergibt sich 
[4 ela = 4,50.10-*. 

Um diesen Bruchteil erscheint der auf §.5 am Ende von Ab- 
schnitt 2 angegebene gemessene Wert fiir Zé zu groB, da Dipoleffekt 
und Wirmeeffekt in demselben Sinne wirken. Der korrigierte Wert 
von Zé lautet also i 

Ae = 31,39. 10-§ —4,5.10—* = 26,89.10-° 
Legt man diesen Wert der Lerechnung von m zugrunde, so erhalt 
man statt 12,42 das Resultat 
meee L195. LO- 2. 
Die in dieser Weise korrigierten, bei verschiedenen Spannungen er- 
haltenen Werte von m sind in Tabelle 2 enthalten. 


Tabelle 2. 
Spannung Volt | a. 1014 
10 000 | 12,03 — 12,05 
8 000 | 11,76 12,02 11,69 
6 000 12,13 1795" 12515. 
4000 He ko 03) 9a = 


Als Mittel hieraus ergibt sich 

iis 12.007.10-%, 
ein um rund 2 Proz. gré8erer Wert, als ihn Debye aus der Tem- 
peraturabhangigkeit der Dielektrizitétskonstante bestimmt hat. Lertes1) 
findet nach einer anderen Methode m.= 12,7.10—1°. 

Nicht beriicksichtigt ist bei dieser adiabatischen Korrektur die 
Warme, welche durch das Anlegen des starken Feides an den Kon- 
densator entsteht. Diese ist zu vernachlassigen, denn erstens ist sie 
nach 4, nur halb so gro8 wie die beriicksichtigte, und zweitens wurde 
das Feld durch Einschalten des Widerstandes W, so langsam ange- 
legt, daf der gré8te Bruchteil der Wiarmemenge von den Metall- 
massen des Kondensators aufgenommen und zum Teil durch die 
kupfernen Zuleitungen nach aufen abgefiihrt wurde. 
4x Nm* (©? 

15 Kk 73 (1 — @)4 
durch Veranderung von N. Die Anderung der Zahl der Dipole 


Il. Die Priifung der Gleichung 4e = 


1) Lertes, ZS. f. Phys. 6, 65, 1921. 
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im Kubikzentimeter geschah in der Weise, da8 dem Ather eine dipol- 
freie Substanz, Benzol, in bekannten Mengen zugesetzt wurde. Von 
diesen Mischungen wurde Zé gemessen, wie im Abschnitt I, 2. be- 
schrieben. Sodann wurde nach obiger Gleichung Zé in folgender 
Weise berechnet: 

Fiir N wurde ein Wert eingesetzt, wie er sich fiir die Mischung 
berechnet, unter der Annahme, da die Zahl der Dipole der Mischungs- 
regel folgt, also z. B. bei 50 Proz. Benzolzusatz N halb so gro8 ist 
wie bei reinem Ather. Ebenso wurde fiir die Berechnung von ¢, das 
in dem @ enthalten ist, die Giiltigkeit der Mischungsregel vorausgesetzt. 
Fiir m schlieBlich wurde der unkorrigierte Mittelwert 12,46 eingesetzt. 

Von der adiabatischen Korrektur wurde Abstand genommen, 
da einmal die zu ihrer Berechnung erforderlichen Gréfen fiir die 
Mischungen nicht geniigend bekannt waren und sie auBerdem bei 
diesen nur relativen Messungen keine ausschlaggebende Rolle spielt. 
Die bei verschiedenen Spannungen und Zimmertemperatur gemessenen 
und berechneten Werte von Zé < 10° sind in Tabelle 3 zusammen- 
gestellt. 


Tabelle 3. 
ee 
ie Mischung Mischung Mischung 
Span- Ather, rein Benzol— 80 Proz. Benzol — 60 Proz. Benzol— 40 Proz. 
nung Ather | Ather Ather 
\ 

Volt ber. gemessen|| ber. gemessen|| _ ber. gemessen|| ber. gemessen 

9750 87,4 88,52 53,77 50,68 30,49 27,47 14,83 16,11 

7800 55,94 51,29 34,42 32,28 19,51 17,59 9,49 9,74 

5850 31,47 32,74 19,36 18,33 =o — oe — 


Wie man sieht, stimmen die berechneten und gemessenen Werte 
recht befriedigend iiberein. Aus dieser Ubereinstimmung darf man 
wohl nach unserer Ansicht den Schlu8 ziehen, daB die Dipole im 
reinen Athylither bei Zimmertemperatur j edenfalls in hohem MaSe nicht 
assoziiert sind und sich nicht wesentlich gegenseitig beeinflussen. 


-Taten sie das, so miiBte ein Gangunterschied zwischen den berechneten 


und gemessenen Werten auftreten. Die vorhandenen Unterschiede 
liegen innerhalb der Fehlergrenzen. 

Ill. Die Priifung der Gleichung fiir dé durch Verande- 
rung der Temperatur 7. Die Messungen von Zé wurden ange- 
stellt bei den absoluten Temperaturen 289, 273, 258, 236 und 194. 
Die Temperatur 258 wurde mittels Eis und Kochsalz, 236 mittels 


Kis und Chlorcalciam und 194 schlieBlich mit fester Kohlensaure und 


Ather erreicht. 
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Die Mischungen, in die der Kondensator C,», eintauchte, befanden 
sich in einem Dewarschen Gefa8. Gewisse Schwierigkeiten machten 
nur die Mesgungen bei 194 abs. Die Temperatur war nicht in der 
erwiinschten Weise konstant zu halten und dieser Umstand hatte 
dauernde geringe Tonanderungen im Telephon zur Folge, und auBer- 
dem lieB sich eine starke Eisbildung an den Zuleitungen durch gutes 
Trocknen der Luft nur schwer ganz beseitigen. Es sind daher die 
bei 194 abs. gemessenen Werte von Zé nur als erste Annaherungen 
zu betrachten. Auch hier sollen, wie im vorigen Abschnitt, den ge- 
messenen die berechneten Werte von Zé gegeniibergestellt werden. 
Bei der Berechnung wurde auch hier yon der adiabatischen Korrek- 
tion aus denselben Griinden wie in Abschnitt IJ Abstand genommen. 

Die Messungen wurden mit einer anderen Apparatur und einem 
anderen MeBkondensator, allerdings von nahe den gleichen Dimen- 
sionen (2,2mm Zylinderabstand) wie oben ausgefiihrt. Fiir m ergab 
sich bei Zimmertemperatur der unkorrigierte Mittelwert 12,58, der 
um etwa 1 Proz. gréBer ist als der oben angegebene. Die Ab- 
weichung riihrt vermutlich von der Ausmessung des MeSkondensators 
Cn her. Wird der Zylinderabstand etwa um 2/,5,mm gréfer be- 
stimmt, so ergibt sich schon die obige Abweichung, doch liegt a3 
weit innerhalb der Fehlergrenzen. 

Jedenfalls wurde der Berechnung von 4é dieser Wert 12,58 zu- 
grunde gelegt. N ergab sich fiir die verschiedenen Temperaturen 
aus den entsprechenden Dichten des Athers und der Planckschen 
Zabl, und «, das in dem @ enthalten, wurde aus dem Landolt- 
Bérnstein eventuell durch Interpolation entnommen. Die so be- 
rechneten und gemessenen Werte von Zé bei verschiedenen absoluten 
Temperaturen zeigt Tabelle 4. 


Tabelle 4. 


— = - - EE 
289 Pres} 258 236 194 
Span- | 
nung || be- ge- be- ge- be- ge- be- ge- be- , ge- 
rechnet | messen || rechnet | messen || rechnet | messen || rechnet | messen || rechnet | messen 


8000|| 74,8 | 72,51 |109,2 | 111,4 |/160,2 | 155,75|/309,4 |301,4 || — es 
6000] 42,08 | 42,33 | 61,41 | 63,17]) 90,14| 87,6 ||173,9 |170,0 || 679,0 | 370 
4000] 18,7 | 19,23 | 27,3 | 27,14] 40,06| 39,35] 77,36] 76,62] 301,8 | 180 
2000 || — = 6,82| 7,02]; 10,01] 9,70] 19,32] 19,15/] — on 


Man sieht, da8 bis zur Temperatur 236 abs. die berechneten und — 
gemessenen Werte recht gut iibereinstimmen. Bei 194 dagegen tritt 
eine auffallende Abweichung ein, derart, daB8 die gemessenen Werte 
bedeutend kleiner sind als die berechneten. Bei genauerer Betrachtung 


FHP ey ta ag ecy tik 


Die elektrischen Dipole in fliissigen Dielektricis. 11 


scheint diese Abweichung auch schon friher in ganz geringem Make 
vorhanden. 

Wahrend bei 289 und 273 abs. die gemessenen Werte bald 
gréBer, bald kleiner sind als die berechneten, sind sie bei 258. und 


936 schon durchweg kleiner; allerdings liegt diese Abweichung noch 


innerhalb der Fehlergrenzen. Sehr gut tritt die Art der Abweichung 
in den Kurven der Fig. 2 hervor. 

Als Abszissen sind die Temperaturen nach fallenden Werten, ais 
Ordinaten die Je < 10° aufgetragen; die Kreise stellen die be- 
rechneten, die Kreuze die gemessenen Punkte dar. 

Die Resultate zeigen, daS unsere Formel fiir dé die Verhalt- 


nisse bis etwa 240 abs. recht befriedigend darstellt, daB sie dagegen 
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Fig. 2. 


bei tieferen Temperaturen ihre Giiltigkeit verliert. Dasselbe gilt fir 


die Theorie von Debye, aus der die Beziehung fiir A abgeleitet ist. 


Der Grund fiir die Abweichungen ist vermutlich zu suchen in 
Dichteinderungen und damit verbundenen Anderungen der moleku- 
laren Felder 2), die ja Debye in seiner Theorie vernachlassigt. 


Zusammenfassung. 


1. Es wird das Dipolmoment des Athermolekiils bestimmt. ‘Der 
unkorrigierte Mittelwert betragt 12AG.. 105 
9. Dieser Wert ist einer Korrektur zu unterziehen, da der Ather 
sich bei der Messung adiabatisch erwirmt. Die adiabatische Korrek- 
tion wird berechnet. Der korrigierte Mittelwert lautet: 12,0.10-™. 


1) Gans u. Isnardi, Phys. ZS. 22, 230, 1921. 


12 J.Herweg und W. Pétzsch, Die elektrischen Dipole in fliissigen Dielektricis. 


3. Die Beziehung 4é = eal al 5 wird unter Verande- 
rung von N und 7 einer Priifung unterzogen und in bestimmten 
Grenzen bestiatigt. 

4. Bei tiefen Temperaturen treten Abweichungen auf, die ver- 


mutlich durch Anderungen der molekularen Felder zu erklaren sind. 
Halle a.d.8., Physik. Institut der Universitat, Oktober 1921. 


Anmerkung bei der Korrektur. Wie uns Herr Dr. Lertes 
freundlichst mitteilte, erscheint in dieser Zeitschrift eine Erwiderung 
von Herrn C. Bergholm auf eine Arbeit des Herrn Dr. Lertes, in 
der auch eine friihere Arbeit des einen von uns?) einer gewissen 
Kritik unterzogen wird. 

Herr Bergholm meint namlich, daB die beobachtete Wirkung 
des elektrischen Feldes méglicherweise nur ein Temperatureffekt sei. 

Wir glauben, daf diese Ansicht durch die vorliegende Arbeit 
wohl hinreichend widerlegt ist. 


Halle a.d.8., Physik. Institut der Universitét, November 1921. 


1) J. Herweg, l.c. 
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Die sichtbare Refraktion und Dispersion in Wasser 
geléster Salze, insbesondere gefarbter. 
Von G. Limann. 
(Auszug aus der Rostocker Dissertation 1914, besorgt von A. Heydweiller 
in Rostock.) 


(Eingegangen am 26. Oktober 1921.) 


1. Die hier vorgelegten Bestimmungen dienen zur Erweiterung 
und Erganzung einer langeren Reihe von Arbeiten aus dem Rostocker 
physikalischen Institute’) und erstrecken sich besonders auf gefirbte 
und daher stirker dispergierende Salze. 

Die Lichtbrechung wurde mit dem Pulfrichrefraktometer fiir die 
drei Wasserstofflinien H,, Hg, H, und zum Teil auch fiir Natriumlicht 
bestimmt; die Konzentrationen der Lésungen lagen meist nahe bei 
m = 0,5-, 1-, 2-, 4-fach aquivalent-normal, bei einigen schwach lés- 
lichen oder stark gefirbten Salzen auch bei 0,3-fach. Von denselben 
Lésungen wurden durch Heydweiller die Dichten und elektrischen 


Leitfahigkeiten gemessen, so dal die Refraktion der gelésten Salze in 


friiher angegebener Weise berechnet, sowie die optischen Konstanten 
der Ionenlésungen extrapoliert werden konnten, wie in den angefiihrten 


“Arbeiten niher dargelegt ist. Die Beobachtungstemperatur war 18° C, 


fiir ein Salz, KBr, wurde der Temperatureinflu8 auf Dispersion und 
Refraktion zwischen 6° und 30° C ermittelt. 

9. Tabelle 1 enthalt in méglichst gedrangter Form die Beob- 
achtungsergebnisse bei 18°, und zwar, interpoliert auf abgerundete 
Konzentrationen, die Werte von On = 105(n — mo), d. h. das 105-fache 
der Unterschiede zwischen den Brechungsexponenten der Lésungen 


‘und des gleichtemperierten Wassers fiir die vier erwahnten durch 


die Indizes «, D, B, y bezeichneten Lichtarten; dann die benutzten 


Aquivalentgewichte A, die Lorenz-Lorentz-Refraktion R fiir Natrium- 


licht, endlich als Ma fiir die Dispersion die Mittel der von der 


1) Rostocker Dissertationen von J. Bieker 1918, K. Grufki 1913, J. Ho- 
witz 1914, A. Kimmel 1914, K. Liibben 1913, EH. Rubien 1911. A, Heyd- 
weiller, Ann. d. Phys. 41, 499, 1913; 48, 681, 1915. A. Heydweiller und 
O. Grube, Ann. d. Phys. 49, 653, 1916. 
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5 Onp—On 
IXonzentration nur wenig abhingigen Werte von iy == ie ek 
On, — Onp : é = 3 : 
und 6,» = —“——— bzw. bei den starker gefarbten Lésungen, bei 
m 
dng—ONp 


denen die H,-Linie zu lichtschwach war, 0gp = = 


Diese GréBen zeigen eine geringe Abnahme mit steigender Kon- 
zentration. Die Brechungsexponenten der Lésungen erhalt man, indem 
man die Werte der Tabelle zu den Brechungsexponenten des Wassers 
bei 18° addiert, naimlich zu 


Mo <= 1,33139 fir Ha, > == 1,333.22 fiir Na-Licht, 
ing ABB BT. Base tee = 1,840 Coe 


Ein Teil der Werte fiir Na-Licht ist durch Interpolation aus den 
Werten fiir H, und Hg erhalten. Geklammerte Werte sind wegen 
Lichtschwiche oder aus anderen Ursachen unsicher. 

Die fiir die Berechnung der Refraktion benutzten Dichtewerte 
sind ZS. f. anorg. u. allgem. Chemie 116, 42, 1921 mitgeteilt. Die 
Refraktion ist in noch geringerem MaBe als die Dispersion von der 
Konzentration abhingig; die mitgeteilten Werte sind ebenfalls Mittel- 
werte. 

Wenn Grufki bei seiner Untersuchung der Dispersion an den 
Salzen der Leichtmetalle den sehr geringen EinfluB des Kations nach- 
weisen konnte, so tritt hier dieser Kinflu§ sehr stark hervor. Heyd- 
weiller und Grube machten wabrscheinlich, da8 beim NiCl, dieser 
Kinflu8 auf die Bildung von Komplexionen in sehr geringem Betrage. 


Tabelle 2. Werte von 109A, (oben) und 103 B, (unten) bei 18°. 


Tse peer f}) 1552 | 1591 871 875 883 896 || 1955 | 2011 — 

\| 1257 | 1297 567 568 570 570 || 1741 | 1806 — 

Py AS Vere f| 1631-| 1694 man = = = na — aaa 

, Uy] 2290 | 181d Se et ee ie ees 
Win Ky Fe Ce Neg Te Kg Fe Ce Ng 

ea Re ae f|| 1744 | 1786 | 1491 | 1507 | 1554 | 1586 || 1428 | 1444 | 1522 


\ |} 1018 | 1058 865 874 898 920 837 863 928 
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guriickzufiihren ist. Es ist anzunehmen, da auch bei der Mekrzahl 
der hier untersuchten Salze die gleiche Ursache wirksam ist. 

3. Tabelle 2 und 3 bringen die Konstanten A, und B, der 
empirischen Beziehung zwischen dem prozentischen Aquivalenten 
optischen Dichtezuwachs der Lésung gegen gleichtemperiertes Wasser 


Ze 1S oe 
MN 
und der elektrischen Aquivalentleitfahigkeit 4: 
44 =) Ba (An — Bn) AjAg, 
worin 4, die Aquivalentleitfahigkeit bei unendlicher Verdiinnung be- 
deutet. 
Mit Hilfe dieser Konstanten kann man leicht die Lichtbrechung 
fiir jede beliebige Konzentration berechnen, fiir welche die Aquivalent- 
leitfahigkeit bestimmt ist. 


Tabelle 4. Werte von Ay bei 18% 


| 

Cre gi Br C103 NOs 

oly a pe ae — 135 = 129,5 

Ma Oe tyrone S — — 101 107,7 
1) Bets tek. / Gay io Se 45 
i Eos MRE ies 106 — == 102 

OE i Re a | ss wee 122 7 
PAM a ge “Ps 10955}. 11> | 2 = 106 
ig iNieetes ees 110 112 99 106 
Wo UG@tiaG ts 6 108 pla Be 97,5 104 
EY Pali tee ae ar 110 its as = 
Tattere sy ok ss 126,5 — — 123 
ye Orem alee 110 112 = = 


Tabelle 4 enthalt die fiir die Berechnung benutzten Werte von 4), 
beziiglich deren Gewinnung; soweit sie sich nicht aus F. Kohlrauschs 
Bestimmungen ergeben, auf ZS. f. physik. Chem. 89, 281, 1915 ver- 
wieseu sel. 


4. Der Temperatureinflu8 auf die Dispersion und Refraktion 
der KBr wird durch Tabelle 5 wiedergegeben, aus der ersichtlich ist, 
daf die Dispersion in erheblichem MaSe mit sinkender Temperatur 
sinkt, die Refraktion dagegen sehr wenig beeinfluBt wird und mit 
der Temperatur nur um etwa 1/159) fiir 1° C zwischen 6° und 30° 


steigt. Die Bestimmungen von Grufki bei 18° bestiitigen dieses. 


Verhalten. Die Konstanz der Refraktion auch bei steigender Kon- 
zentration ist deshalb besonders bemerkenswert, weil sowohl die 


4,-Werte, wie auch die entsprechenden Werte 4, fiir die Dichte 
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Mabelle 5. KBr A = 119,09. 


t= 6e 

; m On, ony On, dn, R 
7 
, 0,5 697, | 704 728 746 15,01 
: 1 1368 1384 1431 1470 14,86 
: 2 2672 2707 2794 2876 14,88 
oe 4 5120 5189 5360 5520 14,88 

Ona = 16,2, b,p = 84,7 Mittel 14,91 
mi0o A. 1249 1259 1295 _ 1813 = 
Fic? B 235 244 249 306 = 
? t = 300 
¢ | 
e 0,5 669 678 701 724 16,18 
S 1 1314 1331 1377 1421 15,11 
. 2 2581 2616 2706 2790 15,11 
} 4 | 5036 5108 5292 5456 15,19 
4 Spa = 17,6, 5,p = 89,8 Mittel 15,14 
a 1089 1103 1132 1172 — 
2 713 722 758 762 = 
% 


> 
= 


namentlich bei tiefen Temperaturen in sehr hohem Mafe von der 


‘Konzentration abhingen. 
Die. weitere Verwertung der Ergebnisse dieser Arbeit in all- 


gemeinerem Zusammenhang bleibt vorbehalten. 


Rostock, Physik. Institut, Oktober 1921. 
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»Spiralfaser“® und ,,Ringfaser“ im Rontgendiagramm. 
Von K. Weissenberg in Berlin-Dahlem. 
Mit neun Abbildungen. (Eingegangen am 26. Oktober 1921.) 


Von Herzog und Jancke‘1) wurden bei Durchstrahlung fase- 
riger biologischer Praparate (Muskel-, Nerven-, Sehnen-, Haaren) mit 
monochromatischem Réntgenlicht eigenartige Diagramme gefunden; — 
charakteristisch fiir sie ist, daB sie eine Zwischenstellung einnehmen 
zwischen den Debye-Scherrer-Diagrammen und den Faserdiagrammen, 
indem sie als Beugungseffekte der verschiedenen Netzebenenarten 
volle Kreise, aber auch Punkte und ungleich lange Kreisbogen- 
streifen aufweisen, welche in doppeltsymmetrischer Anordnung den 
DurchstoBpunkt als Mittelpunkt umgeben?). Bei Drehung der Pra- 
parate um ihre Langsachse bleibt das Diagramm unverandert, so daB 
man notwendig eine statistisch axialsymmetrische Anordnung der 
Kristallite in diesen Fasern annehmen muf. 

Es entsteht nun das Problem, diese Kristallitordnung aus den 
Diagrammen zu bestimmen und sie in einfacher Weise zu kenn- 
zeichnen. Zu diesem Zweck haben wir die allgemeinste Kristallit- 
ordnung mit statistisch axialer Symmetrie sowie das fiir sie 
charakteristische Réntgendiagramm abgeleitet. Nunmehr lassen sich 
auch Diagramme, wie die von Herzog und Jancke gefundenen, nach 
den hier entwickelten Formeln quantitativ raumlich deuten, wobei 
sich ergibt, daB die untersuchten Muskel, Nerven, Sehnen, Fasern und 
Haare eine (in nachfolgendem noch zu prazisierendem Sinne) spiralige 
bzw. ringférmige Feinstruktur aufweisen. 


I. Ableitung der allgemeinsten Kristallitordnung mit statistisch 
axialer Symmetrie. 


Stellt man die Lage einer bestimmten kristallographischen Rich- 
tung B auf einer Lagenkugel durch das antipode Punktepaar dar, 
welches von einem Kugeldurchmesser ausgestofen wird, der parallel 
zu & liegt, so kann man die Lagenmannigfaltigkeit dieser kristallo- 
graphischen Richtung im Kristallitaggregat leicht auf der Lagenkugel 


1) Festschrift der Kaiser Wilhelm-Gesellschaft, 8.62, 1921. 

*) Herr Dr. M. Polanyi hat angegeben, da8 man solche Diagramme erhalt, 
wenn man einen faserstrukturierten Kérper, der so aufgewickelt ist, da8 die 
Faserachse eine Spirale bzw. einen Ring bildet, vertikal zur Spiral - (Ring-) Achse 
im monochromatischen Réntgenlicht durchleuchtet. 
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studieren; wir stiitzen uns dabei in der Begriffsbildung auf die Ab- 
handlung iiber das Réntgenfaserdiagramm von M. Polanyi), an 
deren Schlu8 alle neu eingefiihrten Begriffe in einem Index zusammen- 
gestellt sind. Bezugnahmen auf diese Arbeit bzw. auf deren Index 
werden nachfolgend mit * angedeutet. 

Ein Kristallitaggregat heiSt statistisch ungeordnet, wenn 
jede kristallographische Richtung sich statistisch gleichmaBig auf 
alle méglichen Raumrichtungen verteilt, somit die Lagenkugel * gleich- 
mibig mit den Reprasentationspunkten belegt ist. 

Damit eine Kristallitordnung vorliege, mu also mindestens 


eine kristallographische Richtung ¥@ auf der Lagenkugel durch eine 


ungleichmaBige Dichte der Punktverteilung reprasentiert sein. 
Betrachten wir nun nur solche Kristallitaggregate, welche statistisch 
eine axiale Symmetrie aufweisen, so kénnen wir auf folgende Weise 
eine bestimmte Vorstellung der allgemeinsten axialen Kristallitord- 
nung entwickeln. 

Auf der Lagenkugel stellen wir zunichst die Symmetrieachse © 
durch die Kugelpole PP dar, und zeigen dann, da sich die antipoden 
Punktepaare, welche die Lagenmannigfaltigkeit von ¥ symbolisieren, 
stets zu solchen Gebilden zusammensetzen, die sich auf Giirtelpaare GG 
als Grundelemente zuriickfiihren lassen. Um diesen Nachweis ganz 


allgemein zu fihren, beriicksichtigen wir zunichst, daB wegen der 


Symmetriebedingungen im Aggregat auch die Dichte der Reprasen- 
tationspunkte fiir B auf der Lagenkugel stets zwei Symmetrien auf- 
weisen muS, und zwar 1. eine axiale in bemug auf G und 2. eine 
zentrische in bezug auf den Kugelmittelpunkt, so dab auch bei der 
allgemeinsten axialen Ordnung diese Dichte nur auf einem Meridian- 
quadranten willkiirlich gegeben sein kann und gema$ 1. und 2. schon 
dadurch auf der ganzen Kugel festgelegt ist. Sodann beriicksichtigen 
wir, daB gerade fiir B diese Dichte ungleichmabig ist, somit minde- 
stens ein Dichtemaximum auf dem Meridianquadranten auftreten muB, 
wobei in der Umgebung dieses Maximums, im allgemeinen noch auf 


einem unscharf begrenzten Kreisbogenstreifen, merklich grobe Dichte 


SEO 


PY AT Qa Gare ye 


vorhanden sein wird. Diesen Kreisbogenstreifen greifen wir jetzt 
heraus, lassen ihn gema8 den Symmetriebedingungen 1. und 2. um © 
rotieren und am Kugelmittelpunkt spiegeln und erzeugen auf diese 
Weise ein im allgemeinen unscharf begrenztes Giirtelpaar GG; sind 
auf dem Meridianquadranten mehrere Dichtemaxima, so wiederholen 
wir die obigen Ausfiihrangen fiir jedes einzelne Maximum und er- 


1) Polanyi, ZS. f. Phys. 7, 149,-1921. 
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halten dadurch eine Serie von Giirtelpaaren, deren Gesamtheit somit 
die Lagenmannigfaltigkeit von @ im Aggregat, auf der Lagenkugel 
symbolisiert. Die mittlere Poldistanz des Giirtelpaares wird mit pg, 
die halbe merkliche Breite mit J my bezeichnet. 

Wir haben somit den allgemeinsten FaJl einer axialen 
Kristallitordnung abgeleitet und durch eine Serie von 
Girtelpaaren GG als Symbol der Lagenmannigfaltigkeit 
von 8 im Aggregat dargestellt. 

Im folgenden kénnen wir uns darauf beschranken, jene Kristallit- 
ordnung genauer zu studieren, bei welcher SV im Aggregat nur solche 
Lagen einnimmt, da ein Giirtelpaar GG mit Reprasentationspunkten 
merklich belegt erscheint. Wir nennen diese Ordnung ,einfache 
reale Spiralfaser“ und folgern aus ihr einerseits durch Superposition 
beliebig vieler solcher Strukturen die allgemeinste axiale Kristallit- 
ordnung, andererseits durch spezielle Wahl von mg und 4g alle in 
folgender Tabelle zusammengestellten Sonderfalle: 


Symbol fiir auf Vorgeschlagene (baw. bereits 
Nr. Px APy ae agence ie ee der 
1 beliebig Giirtelpaar G G | { Spiralfaser 
la 90° beliebig Zone. Z reale ) Ringfaser 
1b 0° Kalottenpaar CC Faser 
2 beliebig i} | Kreispaar MM Spiralfaser . 
Qa 90° 0° | Aquator A ideale 1 Ringfaser 
2b 0? | Punktepaar Pe [sn 


Fig.1 zeigt schematisch das Giirtelpaar G G@ als Lagensymbol * 
von % in der ,einfachen realen Spiralfaser“. 


Fig. 2 zeigt die in der Tabelle aufgefiihrten Lagensymbole von % 
in den entsprechenden Kristallitordnungen. 


1. Einfache reale Spiralfaser. 


Wir gehen zur Diskussion der allgemeinsten Anordnung der 


Kristallite tiber, die mit der festgelegten Lagenmannigfaltigkeit von % 
durch das Giirtelpaar G G vertraglich ist. 


Hierzu denken wir uns zunachst das Lagensymbol fiir % analysiert, 


also das Giirtelpaar GG, zusammengesetzt aus unendlich vielen Kreis- 


paaren, deren Poldistanz um einen Mittelwert schwankt, und jedes 
dieser Kreispaare MM durch Drehung eines antipoden Punktepaares V V 
um © als Achse erzeugt. Umgekehrt kénnen wir nun durch ein 
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synthetisches Vorgehen schrittweise eine genaue Vorstellung von dieser 
Kristallitordnung entwickeln: 

Zunachst denken wir uns % in einer beliebigen, fiir B zu- 
lassigen Lage raumlich festgehalten, also auf der Lagenkugel durch 
ein im Giirtelpaar GG gelegenes antipodes Punktepaar VV reprasen- 
tiert; alle mit dieser Lage von & vertraglichen Kristallitlagen sind 
dadurch gekennzeichnet, daS bei ihnen die kristallographische Rich- 
tung B parallel zu VV liegt. Sie kénnen daher zu einer ,idealen 
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Fig. 1. Fig. 2. 


Faser“ zusammengefabt werden, d.h. zu einer Kristallitordnung, in 
der ,,einfache ideale Faserstruktur“ * mit Paratropie * von ¥ besteht. 

Als nichster Schritt folgt, daS man die axiale Symmetrie des 
Gesamtaggregats in bezug auf © beriicksichtigt, also @ nicht in einer 
bestimmten Raumrichtung VV festhilt, sondern kreiskegelférmig um © 
rotieren lat, so daB die Reprasentationspunkte fiir % auf der Lagen- 
_kugel das Kreispaar MM bedecken. Fiir diese Kristallitordnung ist 
oben die Bezeichnung ,ideale Spiralfaser“ vorgeschlagen worden, 
und zwar deshalb weil eine médgliche Realisierung dieser Ordnung 


 dadurch zustande kommt, daS ,ideale Fasern“ spiralférmig so um © 
n, daS % immer unter demselben Winkel gg zu © 


Reihe nach alle Lagen parallel zu den Mantellinien 
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geschraubt werde 
steht, somit der 


des Kreiskegels um © einnimmt. uh 
- SchlieBlich hat man noch aus solchen Kreispaaren MM mit ver- 


er Poldistanz das Giirtelpaar GG, welches die ganze Lagen- 
f der Lagenkugel angibt, aufzubauen. Eine 
er Kristallitordnung ergibt eine Schar von 

kontinuierlich abgestuften 
fgewickelt sind, so daB der 


-schieden 
mannigfaltigkeit von ¥ au 
mégliche Realisierung dies 
_,idealen Fasern“, welche in Spiralen mit 
Steigungswinkeln um © als Spiralachse au 
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Winkel zwischen 8 und © um einen bestimmten Mittelwert py 
schwankt. Fiir eine solche Kristallitordnung ist oben die Bezeichnung 
,reale Spiralfaser“ vorgeschlagen worden, weil die Kristallite sich 
in den natiirlichen faserigen Praparaten nie genau in die , ideale 
Spiralfaser“ einstellen, sondern nur bis auf einen Strenungswinkel Jp. 

In Fig. 3a sieht man das antipode Punktepaar VV als Lagen- 
symbol fiir 8; von den Kristalliten, bei denen % || zu VV steht, ist 
eines als Repradsentant hervorgehoben; der Drehpfeil um % weist 
darauf hin, da{ man durch Drehung des hervorgehobenen Kristallits 
um VV die ganze Lagenmannigfaltigkeit der Kristallite in der ,,idealen 
Faser“ erzeugen kann. 

Fig. 3b zeigt das Kreispaar MM als Lagensymbol von % in der 
»idealen Spiralfaser“, es ist durch Drehung des Punktepaars VV um © 
entstanden. Die um © unter dem konstanten Steigungswinkel (90 — g) 
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Fig. 3a. Fig. 3b. Fig. 3¢. 


geschraubte ,ideale Faser“ % deutet eine Realisierungsméglichkeit 
dieser Kristallitordnung an; der Drehpfeil um © weist auf die sta- 
tistisch axiale Symmetrie des Aggregats um G hin, wahrend der Dreh- 
pfeil um & andeutet, daB in der Faser % statistisch axiale Symmetrie 
in bezug auf % besteht. 

Fig. 3c zeigt das Giirtelpaar GG als Lagensymbol von % in der 
yrealen Spiralfaser“. Die Drehpfeile um © bzw. um % weisen auf 
die bestehenden axialen Symmetrien hin; 4 py gibt die Schwankung 
des Steigungswinkels der Spirale bei obiger Realisierungsméglichkeit an. 
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Die hier abgeleitete Realisierangsméglichkeit dieser Kristallit- 
ordnung kénnen wir nun dazu benutzen, die allgemeinste axiale 
Kristallitordnung als eine Superposition beliebig vieler solcher Struk- 
turen, also als ,mehrfache reale Spiralfaser realisiert zu denken, 
doch wollen wir hier nicht genauer darauf eingehen, sondern uns im 
folgenden darauf beschranken, den idealisierten Sonderfall 2: die 
»einfache ideale Spiralfaser“ genauer zu studieren. Die Uber- 
tragung der hierbei gewonnenen Resultate auf die »reale Spiralfaser“ 
bietet keine Schwierigkeiten, wird aber hier iibergangen, da eine 
ganz analoge Verallgemeinerung bereits bei Behandlung der Faser- 


- struktur durchgefiihrt ist *. 


2. Einfache ideale Spiralfaser im Réntgenlicht. 


Wir gehen nun daran, alle Netzebenen des spiralfaserstrukturierten 
Kristallitaggregats durch spezifisch reflektierende Gebilde auf der 


7 SWS 
M Ss SN SS 


& S.7 4 
KSEE 


27 


“7 | 


EROQy 
Yaa 
icy 


Fig. 5 +). 


Lagenkugel zu ersetzen. Dazu brauchen wir nur den im voran- 
‘gegangenen Kapitel skizzierten Weg auf der Lagenkugel zu realisieren: 
In Fig. 4 zeichnen wir also zunachst das Punktepaar VV als Symbol 
der riiumlich festgehaltenen kristallographischen Richtung ¥ ein, und 
Bild noch durch das Einzeichnen der Netzebenen- 


erginzen dieses 
welche die Lagenmannig- 


kr eispaare y No, 01) No, ev «+: Now, 03) ND; @) 
faltigkeit der Netzebenengruppen * (D,0;) --- (DsQg) in der ,idealen 


1) Die verschiedene Schraffierung im Girtelpaar GG ist ein Versehen des 
Zeichners und hat keine Bedeutung. 


26 K. Weissenberg, 


Faser“ reprisentieren und somit fiir den Beugungseffekt der Réntgen- 
strahlen ersetzen, wenn man den Punkten von NWN die spezifische 
Reflexionsfihigkeit der Netzebenen* mit dem Identitatsabstand D zu- 
schreibt.. Sodann lassen wir, wie in Fig.5 dargestellt, das ganze 
Gebilde um © rotieren; dabei wird aus jedem Netzebenenkreispaar 
Nw o) Nw » ein Netzebenengiirtelpaar Gippe) Gippdo3 ie halbe Breite 
des Giirtelpaares (6) und der Richtungswinkel* @ der Netzebenen- 
gruppe (D@) sind durch die Beziehung 6 = @ verkniipft. Daraus 
folgen als hervorzuhebende Spezialfalle von Go po G@re:! 
1) Bie pre at d. h. fiir die diatrope Netzebene der 
wird 6 = 0 Faser ergibt sich ein Netzebenen- 
kreispaar; 


. JF =e0<p } PA 4 
y Rae i a Sein MEAN Nap ein Giirtelpaar ; 
3. (fir 6 == 6 =—"@ ein Kalottenpaar; 


4, fir 6 = 0 = 90— @ eine Kugelzone; 
5, fir 6 oS ein Kalottenpaar, das an den Polen inner- 
halb eines Kegels vom halben Offnungs- 
winkel (9 — @) doppelt belegt ist; 

6. fir 6 = o@>90—p eine Kugelzone am Aquator, die lings 
einer Zone von der halben Breite (@ — 90 
+) doppelt belegt ist; 

o> \ eine ganze Kugelschale mit doppelter Be- 

0 >90—qJ  legung an den Polen [innerhalb eines 
Kegels mit halbem Offnungswinkel von 
(0 — g)] und am Aquator [auf einer 
Zone von der halben Breite (9 —90 + g)}. 

Das Rechtwinkeldiagramm der ,idealen Spiralfaser“. 
Nach diesem Substitutionsverfahren ist also das ganze Kristallit- 
aggregat fiir den Beugungseffekt ersetzt durch eine Reihe von Netz- 
ebenengiirtelpaaren, Gi@po) G@po, mit der spezifischen Reflexions- 
fahigkeit der betreffenden Netzebene (D). Diese Giirtelpaare haben 
eine halbe Breite 6 = @, und ihre mittleren Breitenkreise haben von 
der Spiralachse alle den konstanten spharischen Abstand g. 

Mit Hilfe der Reflexionskreise * l48t sich nun das vollstindige 
monochromatische Diagramm des Aggregats als Superposition der 
Beugungseffekte der Giirtelpaare GG ableiten: Der fiir jede Netz- 
ebene (D) charakteristische Reflexionskreis Rip, * schneidet bei senk- 
rechter Inzidenz des Réntgenstrahls zur Spiralachse das Giirtelpaar G G 
nur dann, wenn der Gleitwinkel y(p,) der Netzebene (D) der Une 
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gleichung yw, <9 +o geniigt. Ist diese Ungleichung erfillt, so 
besteht der Schnitt im allgemeinen aus vier Kreisbogenstreifen, welche 
alle reflektierenden Lagen der Netzebene (D) ersetzen, so daB sich 
solehe vier Streifen in derselben symmetrischen Anordnung im Dia- 
gramm auf dem der Netzebenenart entsprechenden Diagrammkreis 
vorfinden miissen; entsprechend den aufgezithlten Entartungsfallen 
von GG findet man also auch im Diagramm ~ B. fiir yon < 9 — Q, 
also yp) <P + 

1. ein Vierpunktsystem von der diatropen* Netzebene (Dx) her- 
riihrend; 

2. ein System von vier Kreisbogenstreifen; 

3. ein System von zwei Streifen in der vertikalen Mittellinie; 

4. ein System von zwei Streifen in der horizontalen Mittellinie; 

5. ein System von zwei Streifen in der vertikalen Mittellinie mit 
Intensitatsverdopplung auf zwei kiirzeren, gleichliegenden Streifen; 

6. ein System von zwei Streifen in der horizontalen Mittellinie 
mit Intensititsverdopplung auf einem gleichliegenden kiirzeren Streifen; 

7. einen vollen Diagrammkreis mit Intensitatsverdopplung langs 
Kreisbogenstreifen, deren Mittelpunkte in den Symmetrieachsen liegen. 


Im Gesamtdiagramm treten somit Punkte, Kreisbogenstreifen 
verschiedener Linge und volle Debye-Scherrer-Kreise so auf, daB bei 
senkrechter Inzidenz des Strahles zu ©, vertikale und horizontale Achse 
im Diagramm Symmetrieachsen sind. 

Fig. 6 zeigt auf der Lagenkugel die Falle 1 und 2; das Kreis- 
paar MM ist hier nicht nur Lagensymbol von %, sondern gleichzeitig 
auch yon der diatropen Netzebene (Dg); der bei der eingestrahlten 
Wellenlange 4 zu dieser Netzebene gehérige Reflexionskreis Rw, 4 
schneidet MM in einem Vierpunktsystem, welches die reflektierenden 
Lagen der diatropen Netzebene (Dy) symbolisiert; entsprechend 
schneidet der zur Netzebene (D) gehérige Reflexionskreis Ris das 
Lagensymbol der Netzebenengruppe (Do), das Giirtelpaar G G@ in vier 


- Kreisbogenstreifen. 


Fig. 7 zeigt ein schematisches Diagramm der ,idealen Spiral- 
faser“. Die verschiedenen Netzebenen (D) erzeugen volle Kreise und 
verschieden lange Kreisbogenstreifen, welche sich in den Symmetrie- 
achsen so iiberlagern kénnen, dab Intensitatsverdopplung auftritt. Die 
diatrope Netzebene ist im Diagramm dadurch ausgezeichnet, daS ihr 
Beugungseffekt ein Vierpunktsystem ist. 

Zur quantitativ raumlichen Aufklarung der Bilder ist es noch 
notig, die Beziehungen abzuleiten, welche die im Diagramm gemessenen 
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GréBen mit den raumlichen verbindet; dazu benutzt man am besten 
das sphiirische Dreieck PAE bzw. PBE (Fig. 6). Aus diesem er- 
gibt sich 
: cos (p — 0) = cos y~ cos 0%, (1) 
und entsprechend 

cos (p + @) = cos yp 2) 008 Os, (2) 
wobei yma) den spezifischen Gleitwinkel der betreffenden Netzebenen- 
art und 6* bzw. 0,. die Richtungswinkel* der Streifenendpunkte 1m 


Diagramm bezeichnet. Fiir kleine y-Werte vereinfacht sich die Rech- 
nung, da der Richtungswinkel des Vierpunktsystems der diatropen 


do 40, 
a eee 


Netzebene 0g ungefahr gleich m gesetzt werden kann, 


so da8 sich g mit guter Niherung zu cosy ® cosycosd, ergibt; 
0, bezeichnet dabei den Richtungswinkel des Streifenmittelpunkts. 
Mit gleicher Annaherung ergibt sich fiir 6 und @ 
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gleich der im Diagramm gemessenen halben Streifenbreite. 


Man hat also zunachst aus dem Plattenabstand a und dem Radius 


des Diagrammkreises R in bekannter Weise den Gleitwinkel yp.) zu 
: : R 
bestimmen nach der Gleichung tg 2 yma = ae dann g und @ aus 


den Gleichungen (1) und (2); der Wert von g kennzeichnet die 


Kristallitordnung quantitativ, denn er legt den Steigungswinkel der 


Spiralfaser fest. Die Berechnung von @ kann zu einem Hilfsmittel 
der Raumgitterbestimmung. im Einzelkristallit auszebaut werden, doch 
soll hier nicht naher darauf eingegangen werden. 
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Schiefe Aufnahmen. Fiir den Fall, daS8 der Beugungseffekt 
einer Netzebenengruppe {D @) im Rechtwinkeldiagramm nicht auftritt, 
also p+ @<yqy» ist, kann durch Schiefstellung der Faser diese 
Netzebenengruppe zur Reflexion gebracht werden; dies kann haupt- 
sichlich fiir die Bestimmung der diatropen Netzebene Bedeutung 
haben 2). 

Es gilt hier in allem wesentlichen, d. h. also in bezug auf Wan- 


-derung der Punkte bzw. Streifen, Neuauftreten und Verschwinden, 


Verlust der Symmetrieeigenschaft in bezug auf den Aquator, dasselbe 
was bei der Faserstruktur ausfiihrlich beschrieben worden ist*. Dabei 
lassen sich aus den entsprechenden spharischen Dreiecken fiir das 
,obere* Punkte- baw. Streifenpaar die Formeln ableiten: 


cos(p — @) = cos sin y -+ sin B cosy cos 0* (3) 

cos (p + @) = cos Psiny + sin B cosy cos On (4) 

und analoge Formeln fiir das ,untere“ Punkte- bzw. Streifenpaar, 

indem man an Stelle von 6 den Wert 180 — f setzt; dabei bezeichnet 
6 den Winkel zwischen. © und Réntgenstrahl. 

Mit Hilfe der Formeln (1) und (2) bzw. (3) und (4) lassen sich 

also Diagramme von spiralfaserstrukturierten Kristallitaggregaten 

raumlich deuten und insbesondere der Steigungswinkel (90 — q) der 


Spirale festlegen. 
Die Werte » = 0 und g = 90 ergeben zwei wichtige Spezial- 


fille der ,idealen Spiralfaser“, naimlich 
} 2a) die ,ideale Ringfaser“, 
2b) die ,ideale Faserstruktur“. 


Die ,,ideale Faserstruktur® * ist bereits ausfiihrlich dargestellt, so 
da8 wir uns auf die Beschreibung der ,idealen Ringfaser“ beschranken 
kénnen. 

2a) Die ,ideale Ring faser“. 


Definitionsgem4B8 kann sie dadurch erzeugt gedacht werden, daf 


',Fasern“ unter dem Steigungswinkel (90 — gp) = 0, also ringformig 


die Symmetrieachse umgeben. 
Auf der Lagenkugel stellt sich das so dar, daB die Netzebenen- 


kreisschar, welche die ,Faser“ reprasentiert, durch Rotation um © in 


eine Kugelzonenschar iibergefiihrt wird; auch hier gilt @ = 6 (der 
_halben Breite der Zone). 


1) Ettisch, Polanyi, Weissenberg, ZS. f. Phys. %, 181, 1921. 
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Daraus folgt 
Pi Purg2= o:== 0, d.h. fiir die diatrope Netzebene ist 
der Aquator das Lagensymbol; 
2. fir 0<o0<90—y die Kugelzone; 
Siur 9 —-90==7 die ganze Kugel. 
Das Gesamtdiagramm zeigt den Fallen 1., 2. und 3. entsprechend 
stets am Aquator einen Beugungseffekt, und zwar bei 


1. ein Punktepaar, 
2. ein System von zwei Streifen am Aquator, 


2 


3. den vollstindigen Debye-Scherrer-Kreis. 


Eine Uberlagerung der Streifen kann also im allgemeinen weder 
in der Vertikalachse, noch in der Horizontalachse des Diagramms auf- 
treten; nur im Falle eines hochsymmetrischen Elementarkérpers ist 


Fig. 8+). Fig. 9. 


auf der horizontalen Achse eine Uberlagerung dadurch méglich, dab 
dieselbe Netzebenenart in mehreren Richtungen @,, @9, ---, Qn VOr- — 
kommt, wobei sich die Beugungseffekte der verschiedenen Netzebenen- 
gruppen (D@,), (D Qs), ..., (D@,) dann superponieren miissen. 
Die Formeln (1) und (2) ergeben fiir gp = 90 
sin @ = cosy cos 0*, (5) 
auBerdem gilt offenbar 
o* = —d, = 90 —+t, (6) 
0) = t= 90 0, (is 


1) Die verschiedene Schraffierung in der Zone Z ist ein Versehen des 
Zeichners und hat keine Bedeutung 
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und fiir das obere Punkte- bzw. Streifenpaar bei schiefen Aufnahmen 


- folgt aus (3) und (4) 


a 


— sing — cosfsiny + sin f cos y cos 0* (8) 


und eine analoge Formel fiir das untere Punkte- bzw. Streifenpaar 


durch Substitution von (180 — f) an Stelle von £. 


Fig. 8 zeigt in der »idealen Ringfaser“ die reflektierenden Lagen 
der diatropen Netzebene (Dg) und der Netzebenengruppe (DQ); sie 
sind der Schnitt des jeweiligen Lagensymbols, also des Aquators 


baw. der Kugelzone Z mit dem entsprechenden Reflexionskreis Rip, 1) 
bzw. Ri 2): 


Fig. 9 zeigt ein schematisches Diagramm einer ,idealen Ringfaser“. 


Der Beugungseffekt der diatropen Netzebene ist hier ein Punktepaar 


EN RE TS NN ELIE ERT FEE AY} AY 


‘auf der horizontalen Mittellinie, die anderen Netzebenen erzeugen 
volle Kreise oder Paare von Kreisbogenstreifen, deren Mitten auf der 
horizontalen Symmetrieachse liegen. 


Zusammenfassung. 


1. Die allgemeinste Kristallitordnung mit statistisch axialer 
Symmetrie kann als ,,mehrfache reale Spiralfaser“ verwirklicht ge- 
dacht werden; sie lift sich dabei zuriickfiihren auf die »einfache 
ideale Spiralfaser* als Grundelement. 

2. Das Rontgendiagramm der ,einfachen idealen Spiralfaser “ 
zeigt neben vollen Kreisen auch Punkte und ungleich lange Kreis- 
bogenstreifen, die in doppeltsymmetrischer Anordnung den DurchstoB- 
punkt als Mittelpunkt umgeben; aus einem solchen Diagramm 1aft 
sich die Kristallitordnung quantitativ festlegen, und insbesondere kann 
der Steigungswinkel der Spirale schon aus der Vermessung eines 
Streifens berechnet werden. 

3. Als hervorzuhebende Spezialfalle der ,einfachen idealen Spiral- 
faser“ treten die ,einfache ideale Ringfaser“ und die ,einfache ideale 
Faser“ auf; in den Diagrammen der Ringfaser finden sich volle 
Kreise, aber auch Punkte und Kreisbogenstreifen ungleicher Lange, 
deren Mitten alle auf der horizontalen Symmetrieachse liegen; die 
Faserdiagramme * weisen nur Punkte auf, die in doppeltsymmetrischer 


-Anordnung den Durchsto8punkt als Mittelpunkt umgeben. 


4. Die von Herzog und Jancke an Muskel-, Nerven-, Sehnen- 
fasern und Haaren gefundenen Diagramme zeigen, daB diese faserigen 
biologischen Praparate als »mehrfache reale Spiral- und Ringfasern“ 


aufzufassen sind. 
Kaiser Wilhelm-Institut fiir Faserstoffchemie. 
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Uber die Ionisierungs- 
und Anregungsspannungen des Stickstofis. 
Von Erich Brandt in Berlin. . 
Mit sieben Abbildungen. (Eingegangen am 28. Oktober 1921.) 


Wiahrend der von der Bohrschen Theorie geforderte Zusammen- 
hang zwischen der Absorptionsserie der unerregten Atome und den 
zur Anregung der einzelnen Linien aus der h.v-Beziehung sich er- 
gebenden EnergiegréSe durch die neueren Untersuchungen tiber An- 
regungsspannungen vollkommen bestatigt worden ist, sind die beim 
Zusammensto8 langsamer Elektronen mit Molekiilen sich abspielenden 
Vorgange bisher noch nicht so weit geklart. 

Dies hat seinen Grund, abgesehen von den weniger einfachen 
experimentellen Bedingungen, wie sie bei den zwei- und mehratomigen 
Gasen vorliegen, namentlich in den ungleich gréSeren theoretischen 
Schwierigkeiten. 

Offenbar ist das homéopolare Molekiil durch Koppelung der 
Valenzelektronen zu einem symmetrischen Gebilde zusammengesetzt. 
Nach den Arbeiten iiber die Theorie der Bandenspektren miissen wir 
ein Zusammenwirken der Quantenspriinge eines Elektrons mit den 


quantenhaften Anderungen der Rotationsenergie der Kernkomplexe . 


umeinander, sowie der Schwingung derselben gegeneinander, annehmen. 
So erklart sich die GréBe der Komplikation der Bandenspektren gegen- 
tiber den Linienspektren der einatomigen Gase. Ferner besteht daher 
eine kompliziertere Bezichung zwischen der von den stoBenden Elek- 
tronen iibermittelten Energie und der Frequenz der ausgesandten 
Strahlung. Wahrend bei einatomigen Gasen die Absorption jeder 
Spektrallinie ihr volliges Analogon findet in der Energieiibertragung 
des Betrages h.v durch ein Elektron, das diesen Betrag als kinetische 
Energie zur Verfiigung hat, kann man bei mehratomigen Gasen 
zweifelhaft sein, wie weit diese Analogie hier geht. Zwar mag es 
bei einem optischen Absorptionsakt vorkommen, daB die dem Molekiil 
zugefiihrte Energie nicht nur einem Elektronensprung im Molekil 
zugute kommt, sondern daf auch die Rotations- und Schwingungs- 
quanten der Kerne sich gleichzeitig andern. Bei einem ElektronenstoB 


dagegen wird man sich stets die Frage vorzulegen haben, ob ein 
solcher ProzeB8 nach dem Impulssatz méglich ist, wenn das Elektron — 


gerade den aufzuwendenden Energiebetrag als kinetische Energie be- 
sitzt. Man muf daher bis jetzt die Frage als offen ansehen, inwieweit 


ai as 
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‘bei einem mehratomigen Molekiil jede Absorptionslinie einem un- 
elastischen Elektronensto8 bei der betreffenden kinetischen Energie 
entspricht. 

Die experimentelle Priifung durch das bei den einatomigen Gasen 
pbenutzte Verfahren hat bei einer Reihe von mehratomigen Elementen 
_bisher im allgemeinen nur zur Festlegung der Jonisierungspannung 
und in einigen Fallen zur Bestimmung der Grenzgeschwindigkeit fir 

Lichtanregung gefiihrt. 
In der vorliegenden Arbeit soll nun versucht werden, die fir 
den Stickstoff charakteristischen EnergiegréSen mit der erreichbaren 
- Genauigkeit zu messen, und, soweit es das ElektronenstoBverfahren, 
insbesondere nach den jingst erreichten Verfeinerungen, zulaBt, zur 
_ Klarung der zur Entscheidung stehenden Fragen beizutragen. 

Stickstoff wurde gewahlt, da seine Bandenspektren gut erforscht 

sind, und da ferner seine Untersuchung in physikalisch - chemischer 
Hinsicht besonderes Interesse verdient. 

: Auch in experimenteller Hinsicht bereitet er keine allzu groBen 

' Schwierigkeiten, da die sonst bei mebratomigen Gasen auftretenden 
Stérungen durch elektrische Doppelschichten auf den Elektroden wegen 
der geringen Elektronenaffinitat des Stickstoffs in maBigen Grenzen 
bleiben. 

Die bisherigen Bestimmungen sind hauptsachlich von amerikani- 
j schen Forschern ausgefiihrt worden. Sie fiihren aber nicht zu gut 
 iibereinstimmenden Resultaten, auch kann man Zweifel an der Sicher- 
~ heit der Deutungen hegen, da manchmal zu wenig Riicksicht auf den 
- Unterschied zwischen Molekiilen und Atomen genommen worden ist. 
4 Vor der Auffiihrung des in der Literatur vorliegenden Versuchs- 
- materials sei noch auf einige weitere theoretische Zusammenhinge 
a -hingewiesen. 
¥ Bei der Ionisation zweiatomiger Gase kann man, wie oben aus- 
 gefiihrt wurde, nicht mehr allgemein eine Beziehung zur Grenze der 
3 Hauptserie des einatomigen Elementes erwarten. Fir den Fall der 
_ einwertigen zweiatomigen Gase, wie Wasserstoff und Jod, scheint nach 
E ‘dem vorliegenden Material die energetisch niedrigste Ionisierungsstufe 
7 mit der Dissoziation der Molekiile in Atome gekoppelt zu sein.. Fiir 
4 diesen Spezialfall lautet dann die Beziehung zwischen der Grenze der 
_ Hauptserie des Atoms und der Jonisierungsspannung des Molekiils 
 J=hv.w+D, wo D die thermische Dissoziationsenergie bedeutet. 
Ob ein solcher Zusammenhang bei dem Stickstoffmolekiil vorliegt, 
kann zweifelhaft sein, man kann mit dem gleichen Recht in Uberein- 
stimmung mit den bei Kanalstrahluntersuchungen gefundenen Resul- 
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taten bei der Ionisation die Bildung eines positiven Stickstoffmolekiil- 
ions annehmen, so da& die Annahme obiger einfachen Beziehung zur 
Grenze des Serienliniensystems des atomaren Stickstoffs ungewiS ist. 
Hierzu kommt, daB man die Grenzfrequenz der entsprechenden Haupt- 
serie des Stickstoffatoms nicht kennt. 

Sicher jedoch darf man unseres Ermessens nicht, wie es ver- 
schiedentlich in der Literatur geschehen ist, von einer Resonanzspan- 
nung des Stickstoffmolekiils sprechen und versuchen, aus der h.™ 
Beziehung und der kinetischen Energie der Elektronen, bei der 
zaerst Lichterregung beobachtet wird, die Wellenlange einer Resonanz- 
linie auszurechnen suchen. Dies scheint vorlaufig unzulassig, selbst 
wenn man eine Annahme iiber die Dissoziationsarbeit des Stickstoffs 
hinzuzieht. Besonders jedoch, wenn man, wie es verschiedentlich 
geschehen ist, sich nicht um die Tatsache kiimmert, dab das Elektron 
mit einem zweiatomigen Gase zusammenstéBt. Auf die so za Unrecht 
bezeichneten Resonanzspannungen soll unten in anderem Zusammen- 
hang weiter eingegangen werden. Hier seien nur die vorliegenden 
Resultate iiber die Ionisation kurz erwahnt. 

Die ersten Bestimmungen der Jonisierungsspannung des Stickstoffs 
wurden von Franck und Hertz!) und bald darauf von F. Mayer?) 
unternommen. Diese Untersuchungen sind jedoch zu einer Zeit an- 
gestellt worden, wo zwischen Lichterregung und hierdurch ausgeléstem 
lichtelektrischen Effekt einerseits und Ionisation andererseits noch nicht 
unterschieden wurde. Diese Resultate kénnen infolgedessen bei einer 
Zusammenstellung der erhaltenen Jonisierungsspannungen nicht mehr 
herangezogen werden. Die erste wirkliche Bestimmung der Ionisie- 
rungsspannung verdanken wir B. Davis und Goucher’), welche einen 
Wert von etwa 18 Volt ermittelten. Desgleichen findet Smyth‘) ‘eine 
Ionisierung bei ungefihr 18 Volt. Mohler und Foote‘) erhalten da- 
gegen einen Wert von 16,9 Volt (iiber die von ihnen aus dieser Zahl 
berechnete Seriengrenze siehe unten). 

Versuchsanordnung. Die Methoden, welche neuerdings bei 
den Untersuchungen angewendet worden sind, lieSen sich mit gutem 
Erfolg auch auf den Stickstoff iibertragen. Die Versuchsanordnung 
(Fig. 1), welche schon verschiedentlich beschrieben worden ist, konnte 
ohne wesentliche Anderung iibernommen werden. 


1) Franck u. Hertz, Verh. d. D. Phys. Ges. 15, 34, 1913. oa 
*) F. Mayer, Ann. d. Phys. 45, 1, 1914. 

3) B. Davis u. Goucher, Phys. Rey. 18, 1, 1919. 
4) Smyth, Phys. Rev. 14, 409, 1919. 

*) Mohler u. Foote, Journ. Opt. Soc. Am. 2, 1920. 
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Der Hauptbestandteil ist das UntersuchungsgefaB mit der Elek- 
tronenquelle, einem gliihenden Metalldraht, und den tibrigen Elektroden, 
zwischen welche die elektrischen Felder gelegt werden. Im Laufe 
der Untersuchung sind drei GefiSe benutzt worden, die sich hinsicht- 
lich des Metalls der Elektroden und deren Anordnung unterscheiden. 
Als Elektrodenmetall wurden der Reihe nach vernickeltes Messing, 
reines im Wasserstoffstrom reduziertes Kupfer und zuletzt Platin ver- 


wandt. Die Anderungen wurden vorgenommen, um eine Entscheidung 
-treffen zu kénnen, inwieweit beobachtete Stérungen durch chemische 


Wirkungen an den Elektroden verursacht wurden. Messing- und 


‘Kupferelektroden wurden in zylindrischer, die Platinelektroden in 
-ebener Anordnung benutzt. Ein Unterschied zwiscben diesen beiden 


Erde 


Fig. 1. 


Ausfiihrungsformen, namentlich beziiglich der quantitativen Ausbeute, 


ergab sich nicht. 
Wegen der besonders sich im letzten Teile der Arbeit als not- 


 wendig herausstellenden hohen Anforderungen an eine Feinregulierung 


der beschleunigenden Spannung wurde eine Potentiometerschaltung mit 


einer zweckmaBigen Kombination geeigneter hoher Widerstinde benutzt. 


Der Stickstoff wurde von dem Gliihlampenwerk der Firma Siemens 
& Halske liebenswiirdigerweise zur Verfiigung gestellt. Er ist von 
derselben Beschaffenheit, wie er zur Fillung der Glihlampen dort 


 penutzt wird. Er wird in der Fabrik im grofen aus der Luft ge- 


wonnen und durch ausgedehnte Reinigungsanlagen in so hohem MaBe 
von allen Beimengungen, auSer den hier nicht stérenden Edelgasen, 
pefreit, daB er nach Angabe von Pirani?) Verunreinigungen von hoch- 


 stens 3.10-® Proz. enthalt und fir den Untersuchungszweck als un- 


1) M. Pirani, Siemens-Gedichtnisband 1920. 
3* 
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bedingt einwandfrei bezeichnet werden kann. Um das Gas auch wah- 
rend der Messung rein zu erhalten, wurde vor derselben das Unter- 
suchungsgefiB griindlich von Wasserdampf und allen okkludierten 
Gasen befreit. Zu diesem Zweck wurde es durch einen, es eng um- 
schlieBenden elektrischen Ofen mehrere Stunden lang bis auf eine 
Temperatur von etwa 400°, unter standigem Evakuieren, erhitzt. Des- 
gleichen wurden auch die Rohrleitungen soviel wie méglich unter 
Erhitzen entgast. Ebenso wurde auch der Gliihdraht durch starkes 
Gliihen nach Mécglichkeit gasfrei gemacht. Die Entgasung war so 
vollkommen, daS auch nach mehrtagigem Stehen keine Druckverande- 
rung festgestellt werden konnte. 

Als Gliihdraht wurde anfanglich Platin, spater, als es auf starkste 
Elektronenemission ankam, Wolfram genommen. 

Bestimmung der Jonisierungsspannung. Die Methode, 
welche zur Bestimmung der Jonisierungsspannung benutzt wurde, 
wird in Fig.1 dargestellt. Sie 
beruht darauf, daB die in den 
Raum zwischen beiden Netzen 
hineingeschossenen, vom Gliih- 
draht emittierten Elektronen hier 
reichlich ZusammenstiéSe mit den 
Stickstoffmolekiilen erleiden. Zwi- 
schen dem letzten Netz und dem 
Auffanger werden diese Primar- 
elektronen durch ein Gegenfeld 
zuriickgebogen, so da sie den 
Auffanger nicht erreichen. Den 
Eintritt der Ionisation zeigt der 
steile Anstieg des anfanglich nur 
durch lichtelektrische Wirkung 
am Auffanger erzeugten positiven 

0 mz | ott 6° 8 «= abgel Stromes. 
Fig. 2. Die Fig. 2 zeigt den Verlauf 
einer nach dieser Methode erhal- 
tenen Kurve. Kurz vor 7 Volt corr. setzt die lichtelektrisch wirkende 
Anregung des Stickstoffs ein. Die Kurve erhebt sich von der Null- 
achse, la8t bei ungefahr 8,5 Volt einen etwas stiirkeren Anstieg er- 


kennen und weist bei 17,7 Volt einen starken Sprung auf, der den 


Eintritt der Jonisation anzeigt. 


Um aus der Kurve den wahren Wert der Jonisierungsspannung 
zu entnehmen, mu die wahre Geschwindigkeit der stoSenden Elek- 
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tronen festgestellt werden. Dazu wurde zunichst eine friiher schon 
haufiger angewandte Methode gewihlt. Das Gegenfeld zwischen dem 
zweiten Drahtnetz und dem Auffanger wird auf einen genau gemes- 
senen Voltbetrag von solcher GréSe gebracht, da er einige Volt 


_gréfer ist als die Spannung, bei der sich an der Kurve das Einsetzen 


der Ionisation bemerkbar macht. Man erreicht dadurch, da8 bei Auf- 


-nahme der Kurve der Voltwert der beschleunigenden Spannung, bei 


_welchem die Primirelektronen gegen das Gegenfeld anlaufen und den 


Anuffanger erreichen kénnen, sich durch Unterbrechung des normalen 
Anstiegs des positiven Stromes deutlich bemerkbar macht. Auf diese 
Weise gewinnt man einen Eichpunkt zur Korrektion der Voltskala. 

Zahlreiche Messungen unter den verschiedensten Bedingungen 


 ergaben jedoch wesentlich gréBere Abweichungen, als sie durch Beob- 


 achtungsfehler erklart werden kénnen. Sie 
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man die wahre Maximalgeschwindigkeit der 
- Elektronen nicht durch die Methode des 
Gegenfeldes feststellen kann. 


sind vermutlich hervorgerufen durch elek- 
trische Doppelschichten, die bewirken, dab 


Deshalb wurde ein anderes Verfahren 
gewablt, indem ahnlich, wie es in der Spektro- 
skopie geschieht, dem Stickstoff ein Gas bei- 
gemischt wurde, dessen 
Quantenspriinge genau 
bekannt sind und in 
der Nahe des zu eichen- 
den Ionisierungswertes 
liegen. Als Zusatzgas, 
das diesen Bedingungen 
geniigt, empfahl sich 9%” 1 
Helium, das bei 20,5 Fig. 3. 
und 21,3 Volt nach 
Franck und Knipping?) zwei charakteristische Quantenspriinge zeigt. 
Die Partialdrucke beider Gase wurden so gewahlt, daB die charak- 
teristischen Knicke in den Kurven deutlich auftreten muften. 

Fig.3 gibt ein Beispiel solcher Messungen. Die Jonisierungsspannung 
des Stickstoffs lieS sich aus einer Anzahl dieser Bestimmungen auf 
17,75 (0,1) Volt festlegen, wenn man den Heliumwert 20,5 Volt, der 
besonders deutlich in Erscheinung trat, als Bezugswert zugrunde legt. 


“7 Ag 1 


1) Franck u. Knipping, ZS. f. Phys. 1, 320, 1920. 
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Die Fehlergrenze erweitert sich folglich um den méglichen Fehler 
des Heliumwertes, der nach Franck und Knipping 0,25 Volt betragt. 

Von Interesse diirfte es ferner sein, daB auf diese Weise das 
Auftreten der beiden Heliumknicke, die nach der Theorie nur 0,8 Volt 
voneinander entfernt sein sollen, sich wieder bestitigen lieB. Der 
hierauf nach Franck und Knipping folgende, um 0,6 Volt héher 
liegende dritte Knick deutet sich in diesem Gasgemisch nur ganz 
schwach an. 

Ferner wurde der Versuch gemacht, den Wert der Stickstoff- 
Ionisierungsspannung noch mit einem zweiten, genau untersuchten Gas 
zu vergleichen. Dafiir kam das Quecksilber in Betracht, dessen Ioni- 
sierungsspannung besonders genau neuerdings durch Einsporn?) zu 
10,38 (0,1) Volt festgelegt worden ist. 

Das Resultat war aber negativ. Zwar lieB sich die Ionisierung des 
Quecksilbers nachweisen, dagegen fand sich hinter der Jonisierungs- 
spannung des Quecksilbers ein allgemein verstarkter Anstieg gegen- 
iiber der Kurve von reinem Quecksilber. Dieser wurde offenbar 
hervorgerufen durch eine lichtelektrische Zusatzionisation des Queck- 
silberdampfes, erzeugt durch eine stark ultraviolette Stickstoffstrahlung. 
Dieser Effekt iiberdeckte das Einsetzen der Stickstoffionisation so 
stark, daB unter diesen Bedingungen kein Wert derselben sich aus 
den Kurven ablesen lieB. Daraus geht hervor, daB die besprochene 
Kichmethode nur anwendbar ist, wenn das zu untersuchende Gas bei 
tieferen Spannungen ionisiert und zur Lichtemission angeregt wird 
als die Beimengung. 

Wie schon erwahnt worden ist, auBern sich bei der benutzten 
Schaltung lichtelektrische und Ionisierungseffekte durch gleichgerich- 
teten Strom von verschiedener Stiirke. Es ist das Verdienst von 
B. Davis und Goucher, «zuerst zwischen beiden Wirkungen unter- 
schieden zu haben. Ihre Methode, welche unter gewissen Bedingungen 
gut anwendbar ist, beruht darauf, daB die in den Raum zwischen den 
beiden Drahtnetzen geschleuderten Primirelektronen dort vollig ab- 
gebremst werden, wahrend durch ein kleines Feld zwischem dem 
letzten Netz und dem Auffinger die lichtelektrisch von diesen Elek- 
troden ausgelésten Elektronen auf den letzteren gezogen werden 
Hierdurch wird erreicht, daS die Lichtanregung der Molekiile einen 
Photoeffekt gibt, der den Auffanger negativ ladet. Erst bei Eintritt 


der Ionisation, wo positive Ionen den Auffainger erreichen, mu8 der 
Strom seine Richtung omkehren. 


1) E. Einsporn, ZS. f. Phys. 5, 208, 1921. 
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_gwischen den beiden Kurvenisten 


- lichtelektrisch erregten Elektronen 


es, daB die positive Aufladung 
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Die nach diesem Verfahren angestellten Versuche lieferten jedoch 
folgende Ergebnisse (Fig.4). Bei héherem Druck (0,24 mm) treten 
beide Stromrichtungen deutlich auf. Je niedriger (0,12 mm) aber der 
Druck wird, um so schwicher ist der negative Zweig ausgebildet, 
bis er nahezu ganz verschwindet (0,05 mm). Gleichzeitig verschwimmt 
und verschiebt sich die Grenze 


immer mehr. 

Diese Erscheinung entsteht 
folgendermaBen. Die von dem 
zweiten Drahtnetz herstammenden 


wandern zum Teil auch in den zwi- 
schen den Netzen gelegenen Raum. 
Hier werden sie durch die in Rich- 
tung auf den Gliihdraht zu erlangte 
hohe Geschwindigkeit ebenfalls zu 
ionisieren vermégen. So kommt 


schon vor dem Hinsetzen der Ioni- 
sation durch die Primarelektronen 
beobachtet wird. Denn der am 
Galvanometer abgelesene Strom ist 
nunmehr bedingt durch die Sum- 
men der photoelektrisch vom Draht- 
netz ausgelésten Elektronen und Fig. 4. 
der sekundar gebildeten Ionen. Je 
tiefer der Druck ist, um so gréBer ist die Zahl der sekundar erzeugten 
Tonen, da die Elektronen auf einer freien Weglinge solche Geschwin- 
digkeit erreichen, dab sie zu ionisieren vermégen. Der Umkehrpunkt 
tritt also um so friiher ein, je tiefer der Druck ist. 

Bestimmung héherer Ionisierungsstufen. Dic Messungen 
wurden nach der oben besprochenen Methode gemacht und bis zu Span- 
nungen von 100 Volt fortgesetzt. Die zahlreichen MeBreihen, die bei 
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- verschiedenen Drucken gemacht wurden, zeigten sich in bester Uber- 
_einstimmung miteinander, so zwar, daB die Knicke bei allen Drucken 


an derselben Stelle lagen, mit wachsenden Drucken deutlicher wurden. 
Man beobachtet zunichst nach der Ionisation eine Absattigung 
(Fig. 5), darauf einen scharfen Knick im Abstande von etwa 7,5 Volt 


yon der Jonisation, dann einen weiteren im Abstand von etwa 13 Volt 


von dem genannten Bezugspunkt. Von dort verliuft die Kurve 
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geradlinig und zeigt nur in ihrer ganzen Ausdehnung eine schwache 
Kriimmung. 

Als Mittel aus den Beobachtungen ergibt sich, wenn man fiir die 
erste Ionisationsstufe 17,75 Volt annimmt, fiir die zweite Stufe ein 
Absolutwert von 25,41 (+0,1) Volt, fiir die dritte ein solcher von 
30,72 (+0,2) Volt. 

Lichtanregung durch ElektronenstoB. Nach Festlegung 
der Jonisierungsspannungen war es von besonderem Interesse, das 
Gebiet zwischen der ersten beobachteten Lichterregung bis zur ersten 
lonisierung genau zu untersuchen, um festzustellen, zu welchen Ergeb- 
nissen das beim Helium und Quecksilber angewandte Verfahren in 
dem vorliegenden Falle eines zweiatomigen Gases fihren wiirde. 

Oben ist ausgefiihrt worden, daB es unberechtigt ist, den Beginn 


der Lichtanregung in Beziehung setzen zu wollen zu einer Serienlinie 
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des Stickstoffs, vielmehr ist er mit dem langwelligen Ende des Ab- 
sorptionsbandenspektrums des normalen zweiatomigen Stickstoffs durch 
die h.v-Beziehung verkniipft. 

Der Stickstoff ist durchsichtig bis zu Wellenlingen von etwa 
1870 A. Von hier erstreckt sich ein Absorptoungehict bis in die 
Gegend von 1250 A. Man sollte daher bei 6,6 Volt (berechnet nach 
der h.v-Beziehung aus dem Werte von 4 = 1870 A) den Beginn des 
Anstiegs der lichtelektrischen Kurve erwarten. Wegen der Unschirfe 


des Hinsetzens der Absorption (Banden!) ist eine genaue Uberein- 


stimmung nicht mit Sicherheit anzunehmen. Bei Beriicksichtigung 
dieser Sachlage ist die Ubereinstimmung der Resultate mit der Er- 
wartung zufriedenstellend. 
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Die Methode der experimentellen Festlegung der Geschwindigkeit, 
pei der die Elektronen anfangen, unelastisch zu stofen, beruht darauf, 
da der der Absorption entsprechende Energieverlust durch Messung 
des Stromes derjenigen Primiarelektronen nachgewiesen wird, deren 

_ Geschwindigkeit sich von Null wesentlich unterscheidet. 

; Der allgemeine Charakter der Kurve ist ein periodisches Auf- 

und Absteigen des Stromes. Bei einatomigen Gasen zeigt sich ein 

_Abstand der Hauptmaxima voneinander, der der Anregungsenergie 
der Resonanzlinien entspricht. Solches Hervortreten der langwelligen 
Anregungsgrenze des Molekiils ist bei zweiatomigen Gasen nicht vor- 
-handen, jedoch aft sich das Gebiet starkster Absorption so ganz gut 
festlegen. 

Die erhaltenen Kurven (Fig.6) weisen zwei Maxima auf. In das 
-gzweite fallen jedoch bereits die Anfange der Jonisation und verwischen 
es etwas. Wenn man rn 
- das erste Maximum auf 
den Absolutwert der 
Tonisation bezieht, so 
' stimmt der Wert nahe- 
ga iberein mit dem 

Abstand der  beiden 

Maxima voneinander. 
| Starkste Absorption fin- 
det also bei 8,5 Volt 
 statt. Das auf diese Ee 
_ Weise festgestellte 

starke Absorptions- 
_ gebiet diirfte also mitten in das von Lyman spektroskopisch festge- 
_ stellte hineinfallen. Zur Festlegung weiterer Einzelheiten schien jedoch 
Z "die Methode noch nicht reif zu sein. 

Hierzu besser geeignet war das Verfahren, das weiter oben zur 

" Bestimmung der Jonisierungsspannung benutzt worden ist. Allerdings 
mute es in der Weise, wie sie in der Beschreibung der Versuchs- 
-anordnung angegeben worden ist, bis zur Grenze der Leistungsfahig- 
_keit der Apparatur verfeinert werden. 
4 _. Die ersteren gréberen Messungen zeigten nur den allgemeinen 
¢ Verlauf der lichtelektrischen Kurven, wie wir ihn schon bei den Mes- 

sungen der Ionisierungsspannungen kennen gelernt haben. Sie lieBen 
y das Kinsetzen einer stirkeren Strahlung bei etwa 8,5 Volt erkennen, 
; welche in der Emission dem soeben angefiihrten Absorptionswert ent- 
5 spricht. Auch eine Haufung der Beobachtungspunkte durch Erhéhung 
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der Beschleunigungsspannung in Stufen von nur 0,05 Volt lief keine 
sprunghafte Anderung in dem Verlauf der Kurve erkennen, vielmehr 
zeigten sich nur allmahliche Uberginge von einer Richtung zur anderen. 
Der Charakter ist also ein vollkommen anderer als bei den einatomigen 
Gasen, bei denen jede hinzukommende Serienlinie einen starken Knick 
der Kurve mit sich bringt. Hiernach scheint der Stickstoff sich auch 
anders als die zweiatomigen Gase Wasserstoff und Jod zu verhalten, 
bei denen eine saubere Durchmessung der lichtelektrischen Kurve die 
Anregungsenergien der Serienglieder zuziiglich der Dissoziationsarbeit 
nach den oben erwahnten Angaben zeigen mu. Erst eine sehr nahe 
: Aneinanderlegung der Meb- 

punkte durch Fortschreiten 
in Sprinmgen von 0,01 Volt 
lieS den friiher koutinuier- 
lich erscheinenden Kurven- 
zug in eine groBe Anzahl 
von Singularititen zerfallen, 
Dabei war, abgesehen 


unbedingte Konstanz der 
Versuchsbedingungen erfor- 
derlich. Der Lichtzeiger des 
Galvanometers blieb wahrend 
der Messung feststehen und 
anderte. seine LEinstellung 
nicht um Bruchteile eines 
Millimeters, wie mit der 
(Re ee es eC ‘a Ableselupe genau beobachtet 
Fig.7. ° wurde. Nur wenn diese 
GleichmaBigkeit der Elek- 
tronenemission vorhanden war, konnte die Auflésung der Kurve in 
der beschriebenen Weise erreicht werden. 
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Die obige Fig.7 zeigt den Verlauf der Kurve zwischen 7,5 und — 


8,2 Volt in stark vergréB8ertem MaBstabe. 
Die zahlreichen Knicke zeigen an, da8 an dieser Stelle der licht- 


elektrische Effekt sich sprunghaft andert. Wenn man auch, wie oben _ 


ausgefiihrt wurde, nicht berechtigt ist, diese sprunghafte Anderung 


desselben als bedingt durch das Hinzukommen monochromatischer _ 


Strahlung, die man nach der h.v-Beziehung ausrechnen kann, anzu- 
sehen, so ist es doch von Interesse, sich nach dieser Beziehung ein 


Spektralbild zu entwerfen, das gewissermaBen einem lichtelektrischen — 


von der Reinheit des Gases, - 
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-Absorptionsspektrum analog ist. In der unter dem Kurvenzug ab- 


gebildeten Figur ist eine solche Zeichnung ausgefiihrt, wobei die 
Linien in einer relativen Stiirke eingezeichnet sind, wie man sie aus 


der Starke der Knicke der lichtelektrischen Kurve absehen kann. 


Aus der Darstellung ist ersichtlich, da8 wir durchaus den Typus der 
Kanten eines Bandenspektrums erhalten. Ein Vergleich des Bildes 


-mit den Banden optisch beobachteter Stickstoffspektren ergibt eine 


Kantenfolge in vollkommen 4hnlichen Frequenzabstinden. 

Damit ist also erwiesen, daS auch bei mehratomigen Gasen zu- 
mindest eine weitgehende Analogie zwischen den optischen Absorp- 
tionslinien und den durch Elektronensto8 iibertragenen Energiequanten 


‘besteht, obgleich natiirlich nicht behauptet werden kann, daf alle Ab- 


sorptionslinien auftreten. Wie schon oben ausgefiihrt, nimmt die 


_ Theorie der Bandenspektren an, da8 beim Absorptionsakt auch Schwin- 


gungs- und Rotationszustande sich quantenhaft andern, was nach dem 


Impulssatz durch unelastische Elektronensté8e von 10 bis 20 Volt- 
strahlen kaum verstindlich sein diirfte. Das vorliegende Resultat lat 
sich so deuten, daB die Energie des stoBenden Elektrons bei einem 
Absorptionsakt zuerst nur einem EJektron des Molekiils als kinetische 


Energie zugute kommt, wihrend die schweren Ionen des Molekiils 
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nur potentielle Energie bei dem schnell verlaufenden Vorgang erhalten. 
Der Ausgleich der aufgenommenen Energie auf die verschiedenen 
Quantenzustande ware danach ein sekundarer Prozef. Kin zweiter in 


' Betracht kommender ProzeB wird bewirkt durch die Abhangigkeit 


der Méglichkeit eines Quantensprungs im Molekiil von dem augen- 


_plicklichen Schwingungs- und Rotations-Quantenzustande, wie es aus 
der Lentzschen Theorie sich ergibt. Somit kann ein Teil der ver- 


schiedenen Knicke gleichen Endzustainden aber verschiedenen Anfangs- 


gustanden des Molekiils entsprechen. 


Der Bandencharakter der Kurve wurde durch Messungen der an- 


- gegebenen Art in dem ganzen Gebiet der lichtelektrischen Kurve fest- 
 gestellt. Es waren Anzeichen dafiir vorhanden, da8 bei noch feinerer 


‘Abstufung der Beschleunigungsspannung eine noch weiter gehende 


Auflésung zu erreichen gewesen wire. Da sich dies aber mit der 


- yorhandenen Apparatur nicht durchfiihren lie8, muf es spateren Unter- 
suchungen vorbehalten bleiben. Schon bei der gewihlten Haufung 


der Beobachtungspunkte war es unmdglich, den ganzen Verlauf der 


- lichtelektrischen Kurve in so engen Stufen hintereinander aufzunehmen. 
Wir muBten uns daher mit stiickweiser Festlegung begniigen und 
dabei den Nachteil in Kauf nehmen, da& es nicht gelang, die Stiicke 
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der Kurve zu einem zusammenhingenden Kurvenzug zusammenzulegen. 
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Es ist unméglich, die Bedingungen bei Neueinstellung der Messung 
so zu reproduzieren, daS man genau bei den Punkten der Kurve fort- 
setzt, bei denen man vorher aufgehdért hat. 

Da das Auftreten der Banden als ein Kriterium dafiir anzusehen 
ist, ob der Molekiilverband noch besteht oder durch Elektronensto8 
zerrissen ist, war es ferner bedeutsam, zu sehen, ob der Charakter der 
lichtelektrischen Kurve hinter der ersten Jonisierungsstufe erhalten 
bleibt. Dies war in der Tat der Fall und spricht fiir die Bildung 
eines N,-Ions bei der Ionisation ohne gleichzeitige Dissoziation. Vdéllig 
eindeutig ist dieser Schlu8 jedoch nicht, da es auch méglich ist, daB 
der Bandencharakter durch Zusammensto8 normaler Molekiile mit 
langsameren Elektronen entsteht, die durch den Ionisationsproze8 in 
groBerer Zahl zwischen den Elektroden vorhanden sind. 


Zusammenfassung. 


Den Inhalt der Arbeit bildet: 

1. Eine Messung der Jonisierungsspannung des Stickstoffs, die 
zu 17,75 (+ 0,1) Volt bezogen auf den Wert der Resonanzspannung 
des Heliums (20,5 Volt) gefunden wird. 

2. Der Nachweis hoéherer Jonisierungsstufen bei 25,41 (+0,1) Volt 
und bei 30,72 (+ 0,2) Volt bezogen auf 17,75 Volt als Ionisierungs- 
spannung. 

3. Eine Untersuchung der Lichtanregungsgrenze der Stickstoff- 
molekiile durch ElektronenstoB. 

4. Der Nachweis der Analogie, der durch Elektronensto8 er- 
mittelten lichtelektrischen Kurve zur Bandenemission. 

Es ist mir eine angenehme Pflicht, auch an dieser Stelle Herrn 
Prof. Dr. Franck fiir das stete Interesse und die Férderung, die er 
mir zuteil werden lieB, méines dauernden Dankes zu versichern. 


Kais. Wilhelm-Inst. f. phys. Chemie, Abtlg. f. Physik, Sept. 1921. 


u 


45 


Reichweitemessungen an a-Strahlen. 
Von H. Geiger in Charlottenburg. 
(Mitteilung aus der Physikalisch-Technischen Reichsanstalt.) 
Mit fiinf Abbildungen. (Hingegangen am 31. Oktober 1921.) 


1. Vorbemerkung. In friiheren Arbeiten1) wurde gezeigt, daB 
zwischen der Lebensdauer einer radioaktiven Substanz und der Anfangs- 
geschwindigkeit der von ihr ausgesandten «-Teilchen ein quantitativer 
Zusammenhang besteht: trigt man namlich den Logarithmus der 
Lebensdauer als Funktion des Logarithmus der Geschwindigkeit auf, 
so liegen die derselben radioaktiven Reihe angehérenden Punkte nahezu 
auf einer geraden Linie. Da die Lebensdauer der Zerfallskonstante 
umgekehrt proportional und die Geschwindigkeit der o-Strahlen der 
Kubikwurzel aus der Reichweite proportional ist, so erhalt man eben- 
falls gerade Linien, wenn man den Logarithmus der Zerfallskonstante 
mit dem Logarithmus der Reichweite in Beziehung setzt. Diese Dar- 

 stellung ist insofern vorzuziehen, als Zerfallskonstante und Reichweite 
der Messung direkt zuginglich sind. 

Aus der Lage der Geraden folgt, daB der ZerfallsprozeB bei 
kurzlebigen Substanzen mit gréferer Heftigkeit vor sich geht als bei 
langlebigen. Zu einem Verstandnis fiir die inneren Griinde dieses 
Zusammenhanges ist man bis jetzt noch nicht vorgedrungen; auch 
 pesteht hierfiir wenig Aussicht, solange die Vorstellangen iiber die 
Struktur der Atomkerne nicht greifbarere Formen angenommen haben. 
_ Trotzdem duferte sich das Interesse der Theoretiker an obiger Gesetz- 
_maBigkeit in zahlreichen Arbeiten, welche teils weitere empirische 
- Formeln2) und theoretische Uberlegungen *) brachten, teils aber auch 
 pezweckten, die Reichweite der o-Strablen mit anderen GréBen, wie 
.z. B. mit dem Atomgewicht oder der Kernladungszahl in Beziehung 
au bringen‘). Ein Urteil tiber die Berechtigung der vorgeschlagenen 
Theorien und der empirisch gefundenen Beziehungen zu gewinnen, 


2 


1) H. Geiger und J. M. Nuttall, Phil. Mag. 22, 613, 1911; 23, 439, 1912. 
; 2) R. Swinne, Phys. ZS. 18, 14, 1912; ebenda 14, 142, 1913; H. A. Wilson, 
Phil. Mag. 23, 981, 1912. 
q 3) F, A. Lindemann, Phil. Mag. 30, 560, 1915; St. Meyer, Wien. Ber. 
~ 125 [2a], 201, 1916; H. Th. Wolff, Phys. ZS. 21, 175, 1920; G. Kirsch, Naturw. 
8, 207, 1920; Phys. ZS. 21, 452, 1920. 
4) A. van den Broek, Phil. Mag. 25, 740, 1913; F. G. Carruthers, Nature 
- 96, 565, 1916; A. van den Broek, ebenda 96, 677, 1916. 
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ist durch das noch recht unzulangliche Zahlenmaterial sehr erschwert. 
Wie wichtig gerade bei den Reichweiten genaue Zahlenwerte sind, 
erhellt schon daraus, daB die Reichweiten der bekannten radioaktiven 
Substanzen zwischen 2 und 9 cm liegen, wihrend die Zerfallskonstanten, 
soweit sie gemessen werden konnten, sich bis zu 20 Zehnerpotenzen 
voneinander unterscheiden. Auer den bereits eingangs erwahnten 
Arbeiten liegt nur eine gemeinsam von St. Meyer, Hess und Paneth?) 
ausgefiihrte Untersuchung vor, welche eine systematische Messung 
der Reichweiten von sieben Substanzen zum Ziele hatte. Alle iibrigen 
Reichweitemessungen beziehen sich nur auf einzelne Substanzen und 
tragen meist orientierenden Charakter. 

Die Wichtigkeit einer systematischen Neubestimmung der Reich- 
weiten lag somit auf der Hand. Wesentliche Fortschritte gegentiber 
dem bisherigen Zahlenmaterial konnten nur dann gewonnen werden, 
wenn die Reichweiten womdglich fiir alle w-Strahler in médglichst 
gleichartiger Weise durchgemessen wurden. Gerade darin lag ja die 
Unsicherheit in den bisherigen Zahlen, da die Messungen von ver- 
schiedenen Forschern nach verschiedenen Methoden und teilweise auch 
unter verschiedener Definition der Reichweite vorgenommen worden 
waren. Auch fehlten in den bisherigen Arbeiten fast jegliche An- 
gaben tiber die erreichte MeSgenauigkeit, ein Mangel, der sich gerade 
dann besonders geltend machte, wenn theoretische Folgerungen mit 
der Erfahrung verglichen werden sollten. 

2. Definition der Reichweite. Die Strecke, welche die 
%-Strahlen in Luft von normalem Druck und normaler Temperatur za 
durchlaufen vermégen, heift Reichweite. Die Bedeutung dieser 
GréBe wird am besten ersichtlich, wenn man nach Bragg das Ioni- 
sierungsvermégen der «-Strahlen in Luft als Funktion der Laufstrecke, 
d. i. des Abstandes von der Strahlenquelle, auftrigt. Das Ionisierungs- 
vermégen, d. h. die pro Langeneinheit erzeugte Ionenzahl, nimmt 
zauerst mit abnehmender Geschwindigkeit zu, erreicht etwa 5mm vor 
dem Ende der Reichweite einen Maximalwert und fallt dann rasch 
auf Null ab. Fig. 1 zeigt den Kurvenverlauf fiir Radium © als 
strahlende Substanz. Andere Substanzen verhalten sich in derselben 
Weise, doch sind die Kurven je nach ihrer Reichweite mehr oder 
weniger stark in Richtung der X-Achse verschoben. 

Versucht man aus einer solchen Kurve die Reichweite zu ent- 
nehmen, so wirkt stérend, daS das Kurvenstiick ABO dicht an der 
X-Achse eine schwache, wahrscheinlich durch Zerstreuung verursachte 


1) St. Meyer, V. F. Hess und F. Paneth, Wien. Ber. 123 [2a], 1459, 1914. 
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Umbiegung BC zeigt!). Den Berithrungspunkt der Kurve mit der 
X-Achse, also den Punkt ©, als den Endpunkt der Reichweite zu 


definieren, wire unzweckmaBig, da gerade die Lage dieses Punktes 
durch sekundire Effekte erheblich beeinflu8t wird. Einem Vorschlag 
von Marsden und Perkins?) folgend, wird im folgenden der nahezu 


_geradlinige Abfall vom Maximum nach der X-Achse zur Definition 


der Reichweite herangezogen und die durch den Ausgangspunkt 0 
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der Strahlen einerseits und den Schnittpunkt der Tangente AB mit 
der X-Achse andererseits begrenzte Strecke als Reichweite bezeichnet. 
3. MeBmethode. Die obige Definition der Reichweite hat sich 


bei den vorliegenden Versuchen besonders dadurch als zweckmabig 
 erwiesen, da8 die Strecke AB sich desto mehr einer geraden Linie 
_nihert, je mehr die MeBanordnung den idealen Versuchsbedingungen: 


? 


a) unendlich diinne Schicht der strahlenden Substanz, 
b) unendlich kleine Dicke der Ionisationskammer, 
c) vollkommene Parallelitét der Strahlen, 


entspricht. Bei manchen stark aktiven Substanzen, wie Polonium oder 


- Radium C, lassen sich diese Bedingungen weitgehend erfiillen. Beispiels- 


, 


1) Naheres iiber diese Fragen findet man bei N. Bohr, Phil. Mag. 80, 581, 
1915; F. Flamm, Elster-Geitel-Festschrift 8.601, 1915; W. Lawson, Wien. Ber. 


"124 [2a], 637, 1915; J. P. Rothensteiner, ebenda 125, 1237, 1916. 
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2) —. Marsden und P. B. Perkins, Phil. Mag. 27, 690, 1914. 
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weise war bei der in Fig. 1 wiedergegebenen Kurve die Schichtdicke 
des im elektrischen Felde niedergeschlagenen Radium C praktisch un- 
endlich diinn; die Tiefe der Ionisationskammer dx betrug 0,035 cm 
und die Parallelitit der Strahlen war geniigend gewahrt, da die 
schrig durch die Ionisationskammer fliegenden Strahlen eine nur um 
0,03 Proz. langere Wegstrecke zu durchlaufen hatten als die normalen 
Strahlen. 

Bei vielen anderen Substanzen aber zwingt die geringe Strahlungs- 
intensitit zu einer VergréBerung von Schichtdicke und Kammertiefe. 
Dadurch ist eine Verflachung und unter Umstianden eine Verkiirzung 
der Ionisationskurve bedingt. Etwaige Fehler, die bei der Bestim-» 
mung der Reichweite hieraus entstehen kénnen, wurden durch folgendes 
Verfahren ausgeschaltet. Der zu messenden aktiven Substanz A wurde 
eine zweite hochaktive Substanz — meist Radium C — in solchem 
Betrage beigemengt, daB seine Aktivitat die der Substanz A um etwa 
das Hundertfache iibertraf. Mit der so hergestellten Strahlenquelle 
wurde zunachst die Ionisationskurve von Radium C aufgenommen, 
die nun alle Abweichungen von der Normalkurve (Fig.1) aufwies, 
welche durch zu groBe Schichtdicke und Kammertiefe bedingt waren. 
Wenn dann nach Ablauf von einigen Stunden RadiumC ganz ab- 
geklungen war, wurde eine zweite Jonisationskurve aufgenommen, die 
nunmehr der Substanz A entsprach, und die auf Grund der Erfahrungen 
an der Radium C-Kurve fiir alle Abweichungen von den idealen Ver- 
suchsbedingungen korrigiert werden konnte. Bei allen Substanzen, 
welche nicht elektrolytisch oder im elektrischen Felde als aktive 
Niederschlage in unendlich diinner Schicht herstellbar waren, wurde 
in dieser Weise verfahren. Damit war die Unsicherheit, welche allen 
friiheren Reichweitemessungen durch die Unbestimmtheit der Schicht- 
dicke anhaftete, eliminiert. Die Korrektionen lagen meist zwischen — 
+ 0,01 und + 0,1 cm. 

4, Versuchsanordnung I. Sie entsprach bis anf einige Ver- 
feinerungen der Anordnung, die bereits friiher von Nuttall und mir — 
zur Messung der Reichweiten von Uran benutzt worden war. . Durch — 
die beiden gegeneinander verschraubbaren Messingplatten AB und CD 
(Fig. 2) sind innerhalb eines Kreises yon: 9em Durchmesser etwa _ 
500 Lécher von 15 mm Linge und 3mm _ Daurchmesser siebartig — 
gebohrt. Zwischen den beiden Sieben befindet sich ein vélliig homo- q 
genes Glimmerblatt von 0,007mm Dicke, das am Rande durch etwas 4 
Wachs gedichtet ist. Nur bei sorgfiltigster Bearbeitung der Metall- 
flachen gelingt es, das Glimmerblatt derartig einzufiigen, daB es die 
durch Glaszylinder begrenzten Raume Z, und Z, vollig luftdicht von-— 
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einander abtrennt und auch einem einseitigen Druck bis.zu 30cm Hg 
standzuhalten vermag. 7, und Z, kénnen iiber F, und F, evakuiert 
werden. 

In dem unteren Raume Z, befindet sich in unverinderlichem 
Abstand von dem Glimmerblatt die mit der radioaktiven Substanz 
bedeckte Glasplatte G, meist von etwa 6cm Durchmesser. Bei 


-emanierenden Substanzen war diese Glasplatte noch mit einem auf 


‘ 4 


den Ring F aufgekitteten Glimmerblatt tiberdeckt. Druckausgleich 


zwischen den Riiumen beiderseits dieses Glimmerblattes erfolgte dann 
durch das Ansatzrohr K, das zur Ab- 
sorption der Emanation mit Holzkohle 
gefiillt war. 

Die von dem Priparat ausgehen- 
den Strahlen durchsetzten die beiden 
Glimmerblitter und traten dann in das 
im Glaszylinder Z, befindliche Goldblatt- 
elektrometer ein. In diesem durch- 


iI $$ r= 
NH a 


CTT 


liefen die Strahlen eine Wegstrecke | = : 


von 8,5cm, bevor sie an der oberen 
Platte absorbiert wurden. Der Kreis 
bezeichnet den Querschnitt des Ablese- 
mikroskops; durch N ist die in einem 
Schliff drehbare Aufladevorrichtung an- 
gedeutet. 

Der Druck in Z, bestimmt die 


Tiefe der Ionisationskammer, der Druck 
in Z, die Stelle der Kurve, an der das Tonisationsvermégen gemessen 


wird. La&8t man also bei unverindertem Druck in Z, den Druck in 
Z, von Null an allmahlich wachsen, so ist das gleichbedeutend mit 


einer allmiblichen Vergréferung der Laufstrecke der Strahlen bzw. 
- einer Verschiebung der Jonisationskammer von links nach rechts in 
Fig. 1. Die Lange « entspricht dort der Laufstrecke der Strahlen 
und daw der Tiefe der Jonisationskammer. 


5. Benutzte Priparate. Bei 18 a-Strahlern wurden die Reich- 
weiten neu bestimmt; von den in den Hauptzerfallsreihen liegenden 


g 21 o-Strahlern fehlen nur das UranI + IJ sowie Thor. Bei UranI +4 IL 
wurde von einer Neubestimmung abgesehen, da bei dieser so schwach 


a a 


Peg ae . 


aktiven Substanz eine Verbesserung der Zahlen gegeniiber den friiheren 
Messungen?) nicht zu erwarten war. Andererseits war es bei Thor, 


1) H. Geiger und J. M. Nuttall, Phil, Mag. 28, 439, 1912. 
Zeitschrift fir Physik. Bd. VIII. 4 
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dessen Reichweite noch recht unsicher ist, nicht méglich, radioaktiv 
reines, d. h. radiothorfreies Material zu erhalten, da es sich in dieser 
Vorm erst nach vieljahriger chemischer Behandlung gewinnen 1aBt. 
Wir die Ionium- und Protactiniumpraparate sowie fiir die meisten 
Radioactiniumpraparate, deren chemische Darstellung in hochkonzen- 
trierter Form immer einige Schwierigkeiten bietet, bin ich Herrn 
Prof. Hahn und Fraulein Prof. Meitner zu besonderem Dank ver- 
' pflichtet. 

In der folgenden Zusammenstellung der benutzten Praparate ist 
unter Bezugssubstanz stets derjenige o-Strahler zu verstehen, mit Hilfe 
dessen nach Ziffer 3 der Einflu8 der Schichtdicke eliminiert wurde. 

1. Ionium: a) Ein Praparat von etwa 1mg Gewicht auf Alu- 
miniumblech von 2cm Durchmesser; Aktivitat der ganzen Flache 
etwa 500mal so stark als die eines Quadratzentimeters Uran- 
oxyd. b) Zwei Praparate geringerer Aktivitat auf Glasplatten. 
Bezugssubstanz Ra C. 

2. Radium: Vier diinne, auf Glasplatten niedergeschlagene Schichten. 
Vor Herstellung der Schichten wurde die Radiumlésung durch 
langeres Kochen von Emanation, Ra A und C befreit. Bezugs- 
substanz RaC nach Erreichung des Gleichgewichts. 

3. Radium-Emanation und Radium A: a) Die oben genannten 
Radiumfilme nach Eintritt des Gleichgewichts. b) Kleine, mit 
RakEm gefiillte, konische Réhrchen, die mit einem Glimmerblatt 
luftdicht abgeschlossen waren. Solche Réhrchen liefern, wenn 
der Gasdruck im Innern gering ist, véllig homogene Strahlungs- 
gruppen. Bezugssubstanz Ra C. 

4. Radium C: Aktiver Niederschlag auf Eisenblech oder Glas- 
platten. 

5. Radium F (Polonium): a) Drei Praparate, bestehend aus 
Kupferblechstreifen, auf denen Ra F elektrolytisch nieder- 
geschlagen war. b) Zwei Aluminiumblechstreifen, welche durch 
mehrwochentliche Exposition in Radium-Emanation aktiviert 
waren. 

6. Protactinium: Vier Filme, welche durch Aufstreichen des 
Salzes auf Glasplatten von etwa 9cm Durchmesser hergestellt 
waren. Die Aktivitét war etwa ebenso gro8 wie die des stirkeren 
Ioniumpraparats. Bezugssubstanz Ra C. ; ; 

7. Radioactinium: Vier Filme auf Glasplatten. Als Bezugs- 
substanz diente Ac A, dessen Reichweite nach Eintritt dos 
Gleichgewichts bestimmt wurde. AcA selbst wurde an RaG 
angeschlossen (vgl. 8). 


Reichweitemessungen an «-Strahlen. 51 


8. Actinium X, Ac A und AcEm: Sieben Praparate verschie- 
dener Starke. Bei drei Praparaten diente AcC, bei vier RaC 
als Bezugssubstanz. Die von anderer Seite ausgesprochene Ver- 
mutung, daS Ac X komplex sei und aus zwei o-Strahlern bestehe, 
konnte nicht bestatigt werden. 


9. Actinium OC: Aktiver Niederschlag auf Aluminiumblechen. 


10. Radiothor: Sechs verschieden stark aktive Filme auf Glas, 
hergestellt aus hochkonzentrierten Mesothorpraparaten. Thor X 
und seine Zerfallsprodukte waren urspriinglich abgetrennt. Bezugs- 
substanz Thor C nach Eintritt des Gleichgewichts. 


11. Thor X, ThEm und ThA: a) Zwei stark aktive Filme von 
Thor X, das von einem Mesothorpriiparat abgetrennt war. b) Sechs 
Radiothorpraparate im Gleichgewicht (vgl. 10). 

12. ThorC und C’: Aktiver Niederschlag auf Aluminiumblechen. 


6. Aufnahme und Auswertung einer Messungsreihe. Beide 
GefiBe Z, und Z, (Fig. 2) wurden zunichst evakuiert, dann der Druck 
in Z, auf einen durch die Aktivitit des Films bestimmte Hohe, meist 
3 bis 6mm, eingestellt. Der Druck im unteren GefaB wurde dann 
in Stufen von etwa 2mm allméhlich erhéht und aus den Druckwerten 
die dem Atmosphirendruck entsprechende Lanfstrecke der «-Strahlen 
berechnet. Bei jeder einzelnen Stufe wurde die Aktivitat mit Hilfe 
des Goldblattelektrometers bestimmt. Teilstrichzahl am Elektrometer 
‘als Funktion der Laufstrecke aufgetragen, gibt die Ionisationskurve. 
‘Hierbei ist die Dicke der Glimmerschicht und die Tiefe der [oni- 
‘sationskammer zunichst noch unberiicksichtigt. Eine unmittelbare Be- 
‘stimmung der Glimmerdicke eriibrigte sich durch die in Ziffer 7 be- 
schriebenen Versuche; die Tiefe der Ionisationskammer beriicksichtigt 
‘man mit ausreichender Genauigkeit, wenn man die Laufstrecke der 
o-Strahlen um den halben Wert der ebenfalls auf Atmospharendruck 
: umgerechneten Kammertiefe vergréSert. Nur bei besonders schwachen 
-Praparaten, bei denen eine groBe Kammertiefe unvermeidlich war, 
-war diese Korrektur nicht ausreichend; in diesen Fallen aber waren 
-etwaige Ungenauigkeiten durch den Vergleich mit einer Bezugssubstanz 
(vgl. Ziff. 3) von selbst ausgeschaltet. 

Viele radioaktive Elemente kénnen wegen ihrer Kurzlebigkeit nur 
im Gleichgewicht mit langlebigeren Elementen untersucht werden. Die 
in Fig. 3 als Beispiel gegebene Kurve zeigt den am meisten verwickelten 
Fall von Radiothor im Gleichgewicht mit seinen Zerfallsprodukten ; 
‘die Kurve stellt also die Summe der [onisationskurven von sechs 


‘Substanzen dar. Man findet die Reichweiten, indem man von der 
4* 


or. Qa wari 
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experimentellen Kurve nacheinander die jedesmal der langsten Reichweite 
entsprechende Jonisationskurve abzieht, wie aus der Figur ersichtlich 
‘st. Zuniachst wird also die Kurve ‘C+ C’ abgezogen, deren genauer 
Verlanf sich aus anderen Versuchen ergibt (Ziff. 5, 12). An die Rest- 
kurve paBt man eine der Reichweite von 5,68 cm (Thor A) entsprechende 
Tonisationskurve an, zieht diese ab usw. Die Genauigkeit, mit der die 
verschiedenen Reichweiten auf diese Weise ermittelt wurden, ergibt 
sich aus Ziffer 8. 

Dieses Subtraktionsverfahren setzt voraus, daB die Ionisations- 
kurven aller «-Strahler sich cinander bis auf die durch die Linge der 
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Reichweite bedingte Parallelverschiebung véllig gleichen. Die vor- 
liegenden Versuche haben dies auch bestatigt im Gegensatz zu Kr- 
gebnissen von Marsden und Perkins’), die erhebliche Unterschiede 
gefunden zu haben glaubten. Zweifellos ist aber der von Marsden 
und Perkins beobachtete Effekt, wenn nicht ganz, so doch zum gré8ten 
Teil auf ungeniigende Parallelitit der Strahlen zuriickzufiihren. Ob 
feinere Unterschiede in den Jonisationskurven verschiedener o-Strahler 
vorhanden sind, kénnte nur durch eine eingehende Untersuchung ent- | 
schieden werden. Theoretische Erwigungen lassen es immerhin miglich 
erscheinen. 


7. Versuchsanordnung IJ. Die mit Versuchsanordnung I ge- 


fundenen Reichweiten si i : Ae | 
sind alle um einen konstanten Betrag, naimlich _ 


1) HE. Marsden und P. B. Perkins, Phil. Mag. 27, 690, 1914. 


, aot links dich bie ae 
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um das der Glimmerdicke entsprechende Luftiquivalent-zu vergréBern, 
Um diese GroBe mit. der erforderlichen Genauigkeit zu bestimmen, 
wurde mit der in Fig. 4 wiedergegebenen Versuchsanordnung II, bei 
welcher die Strahlen keine Glimmerschicht zu durchsetzen hatten, die 
Reichweite der o-Strahlen von RadiumC gesondert gemessen: Die 
in Ziffer 3 angegebenen Bedingungen fiir exakte. Reichweitemessungen 
waren bei dieser Anordnung weitgehend gewahrt. 

Auf das etwa 6cm weite und mehr als 1m lange Glasrohr G war 
am oberen Ende das Messinggehiuse M luftdicht aufgekittet. Kine 
Platte P und zwei Drahtnetze A und B waren darin isoliert im Ab- 
stand von je 5mm befestigt. P war mit einem 
Quadrantelektrometer, A mit einer Batterie und B 
mit Erde verbunden. Der zwischen P und A be- 
findliche Raum bildete die Ionisationskammer, wah- 
rend durch das zwischen A und B liegende elek- 
trische Feld eine Diffusion von Jonen nach der 
Tonisationskammer verhindert wurde. Das radio- 
aktive Praiparat war auf einem Tischchen 7’ be- 
festigt, das durch einen nicht gezeichneten Baro- 
meterverschluB in einem Abstand von 80 bis 100 cm 
von der Ionisationskammer verschoben werden 
konnte. Da bei dem verwendeten Druck von 5,8 
bis 6,0 cm die Laufstrecke der «-Strahlen von RaC 
etwa 90cm betrug, so konnte durch stufenweise 
Verschiebung des Praparats {um etwa je 5 mm Fig. 4. 
der Endteil der Jonisierungskurve, etwa vom 
Maximum an, mit groBer Genauigkeit aufgenommen werden. Die 
jeweilige Stellung des Praparats sowie: die Héhendifferenz an dem 
zur Druckmessung angeschlossenen Quecksilbermanometer wurden 
kathetometrisch gemessen. Jede aus etwa 20 Punkten bestehende 
Kurve wurde nach Ziffer 2 und 6 ausgewertet. Die Geradlinigkeit 
des Abfalls war bei allen Kurven sehr deutlich ausgeprigt. Neun 
Kurven ergaben im Mittel fiir die auf 15°C und 76cm Hg von 0° 
veduzierte Reichweite der «-Strahlen von Radium C den Wert 6,971 cm 
mit einem mittleren Fehler von + 0,006 cm. Da andererseits das Mittel 
aus zwélf Messungen mit Anordnung I (Fig. 2), bei der die Strahlen 
die Glimmerschichten bei AB und bei RK zu durchsetzen hatten, fiir 


~ Ra eine restierende Reichweite von 4,446 em ergab, bestimmt sich 


die Bremswirkung dieser beiden Glimmerblatter zusammen als iiqui- 
valent einer Luftschicht von 2,525 em bei normalem Druck und bei 
15°C. Eine Abhingigkeit der Bremswirkung des Glimmers von der Ge- 
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schwindigkeit der «-Strahlen wurde nicht festgestellt, wenigstens nicht 
in dem Bereich, der fiir die vorliegenden Messungen in Betracht kam. 

8. MeBresultate. Die durch Kombination der Messungen mit 
Anordnung I und II gefundenen Reichweiten sind in der folgenden 
Tabelle zusammengestellt. Spalte 2 gibt die Zahl der voneinander un- 
abhingigen Messungen, auf Grund deren die in Spalte 3 und 4 ein- 
getragenen Reichweiten fiir normalen Druck und fiir Temperaturen 
von 0° baw. 15°C errechnet sind1). Um iiber die erreichte MeSgenanig- 
keit einen Anhalt zo gewinnen, sind in Spalte 5 die aus den Ab- 
weichungen der Einzelwerte errechneten mittleren Fehler angegeben. 


1 2 3 4 5 ee ae 

| | 

5 etl = re 
< Sp Reichweite in cm Mittlere ical | 

Substanz bale Febler 714) &, cm/sec || Ionenpaare 

CR) arate ls gee incm | | 
=| bei 0° bei 15° 1 Seg? < 105 

ee : | ! 
Wran tices hee ae — 2,531 2,67 sehr unsicher 1,396 | 1,33 
Ureatl, 6.4 5-..-— 2,910 3,07 + 0,1 1,462 || 1,43 
Ponlauiyeetienn oe 3 3,028 3,194 + 0,016 || 1,482 | 1,46 
Radium 10 3,212 | 3,389 + 0,009 || 1,511 || 1,52 
Radium Em 8 3,907 4,122 + 0,009 | 1,613 | 41,71 
Radium A 8 4,476 4,722 + 0,010 1,688 L387 
Radium © 12 6,608 6,971 4+ 0,004 |. 1,922 9) “B87 
Radium F 11 3,721 3,925 + 0,004 | 1,587 | 1,67 
Protactinium . 9 3,482 3,673 + 0,042 | 1,552 | 1,60 
Radioactinium 6 4,432 4,676 + 0,025 | 1,683 | 1,87 
Actinium X os 9 4,141 4,369 +0,019 | 1,645 || 1,78 
Actinium Em... | 9 5,487 5,789 + 0,017 2607-0 wat 
Actinium A 9 6,241 6,584 ||. + 0,010 | 1,886 | 2,28 
Actinium C . 9 5,224 5.511 + 0,008 f 2,777) 86s 
AMeKoy ise oo — 2,749 2,90 sehr unsicher|| 1,435 | 1,37 
Radiothor 7 3,810 4,019 + 0,005 | 1,600 | 1,69 
Thor X. 7 4,127 4.354 +0,010 | 1,643 || 1,77 
Thor Em . 7 4,799 5,063 + 0,007 | 1,728 |} 1,95 
Thor A. 7 5,387 5,683 + 0.008 | 1,796 2,09 
Thor ©. 8 4,538 4,787 + 0,009 | 1,696 1,89 
Thor O’, 8 8,168 8,617 + 0,007 | 2,063 2,74 


Die starken Unterschiede, die die Zahlen in dieser Spalte aufweisen, 
sind durch die von Substanz zu Substanz sehr verschiedenen Ab- 
trennungs- und Mefschwierigkeiten bedingt. In Spalte 6 sind die 
; R v \3 
aus der Gleichung oS (*) errechneten Anfangsgeschwindigkeiten 
1 1 
der &-Strahlen eingetragen, wobei sich R, und v, auf Radium CG 


) Uran I-+-II sowie Thor sind der Vollstandigkeit halber in die Tabelle 
mit aufgenommen. Die Reichweiten, die auf Ionium bzw. Polonium bezogen 
waren, sind den neuen Werten dieser Substanzen entsprechend reduziert. 
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beziehen.. Nach Rutherford und Robinson!) hat v, den Wert 


1,922  10%cem/see: Die letzte Spalte enthilt die Zahl der von einem 
a-Teilchen auf seiner ganzen Bahn erzeugten Jonenpaare 2). 

Um einen Uberblick tiber die MeBresultate zu: geben, ist in 
Fig. 5 die Beziehung zwischen den Reichweiten und den Zerfalls- 
konstanten in der eingangs angegebenen Weise eingetragen, wobet 


23 
22 
27 


ges’ & FA BN ® & 


D4 05 06 a7 08 
Fig. 5. 
die denselben radioaktiven Reihen angehérenden Punkte durch gerade 


Linien miteinander verbunden sind. Die bei den einzelnen Reich- 
Bec : opt Sits ~— f = 
weiten erzielte MeBgenauigkeit ist in der Figur in der Weise 


‘Ausdruck gebracht, daB in die die Reichweiten bezeichnenden Kreise 


wagrechte Striche eingezeichnet sind, deren Lingen den doppelten 
mittleren Fehlern der Reichweiten (vgl. Spalte 5 der Tabelle) im loga- 
rithmischen Mafstab der Figur entsprechen. 


1) E. Rutherford und H. Robinson, Phil. Mag. 28, 552, 1914. 
2) Berechnet nach H. Geiger, Proc. Roy. Soc. (A) 82, 486, 1909. Eine 
Neubestimmung der Ionenzahl ist in Angriff genommen. 
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Bei der Uran-Radiumreihe, in der UrII und RaC wegen ihrer 
unbekannten Lebensdauer ausgelassen sind, wird die lineare Beziehung 
zwischen den Logarithmen der Zerfallskonstanten und der Reichweiten 
im wesentlichen bestiitigt. Dasselbe gilt fiir die Thorreihe, die einen 
nahezu parallelen Verlauf aufweist. Allerdings ist dabei auf die Kin- 
beziehung von Thor- selbst mit Riicksicht auf die Unbestimmtheit 
seiner Reichweite (vgl. Ziff. 5) verzichtet worden; es fehlt ferner 
Th C’, dessen Lebensdauer nicht bekannt ist. In der ebenfalls parallel 
laufenden Actiniumreihe, fiir die alle Punkte aufgezeichnet sind, bildet. 
Actinium X eine auffallende Ausnahme: seine Reichweite ist wesent- 
lich kiirzer als nach der Lage der iibrigen Punkte zu erwarten ware. 
Da sich Actinium X sonst in jeder Hinsicht regelmaBig verhalt, ist 
es schwer, fiir die Unstimmigkeit seiner Reichweite eine Erklarung 
zu finden, wenn man nicht annehmen will, daS Actinium X statt 
a-Strahlen Teilchen anderer Ladung und Masse emittiert. 

Die iibrigen Punkte liegen zum grofen Teil mit erheblicher 
Genauigkeit auf den eingezeichneten Geraden; bei einzelnen Punkten, 
z. B. bei RaEm und bei verschiedenen Gliedern der Thorreihe betragen 
die Abweichungen allerdings das Mehrfache des mittleren Fehlers. 
Die Beziehung zwischen Reichweite und Zerfallskonstante kann daher 
nur als eine erste Annaherung an ein tiefer liegendes Gesetz angesehen 
werden, in das noch andere Konstanten des Atomkerns in einer 
zurzeit nicht tibersehbaren Weise eingehen. Es sind daher Extra- 
polationen an Hand der geraden Linien in Fig. 5 mit Vorsicht auf- 
gunehmen, 

Es ist wohl méglich, da% das in dieser Arbeit gegebene Zahlen- 
material sich auch in anderer Weise, als es hier geschehen ist, be- 
friedigend darstellen lat. Z. B. liegen die Punkte mit Ausnahme 
von Actinium X ebenfalls mit guter Anniherung auf geraden Linien, 
wenn man nach Swinne!) die Zerfallskonstante als Funktion von 
Rs, dh. also.als Funktion der Geschwindigkeit auftrigt. 

Auf die anderen eingangs erwaihnten Beziehungen zwischen Reich- 
weite einerseits und anderen atomaren Konstanten andererseits, kann 
hier nicht n&éher eingegangen werden. Jedenfalls zeigen sich auch bei 
Benutzung der vorliegenden Zahlen iiberall erhebliche Ausnahmen, so 
daB von allgemein giiltigen Gesetzen nicht gesprochen werden kann. 
Auch die wegen des genetischen Zusammenhangs der Actinium- und 
Radiumreihe naheliegende Vermutung, da die Actinium- und Radium- 
geraden nicht parallel sind, sondern bei Uran II zusammenlaufen, kann 


1) R. Swinne, lc. 
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nach den vorliegenden Zablen nicht aufrechterhalten werden, wenn 
auch auf die genaue Parallelitat der Geraden in Fig. 5 kein Gewicht 
gelegt werden soll. 

9.. Zusammenfassung. Die Reichweiten der o-Strahlen werden 
fiir alle Substanzen’ bis auf Uran und Thor neu bestimmt. Dabei wird 
die Reichweite in priziserer Weise als bisher aus den geometrischen 
Bedingungen der Ionisationskurve definiert (Ziff. 2). Die durch die 
Schichtdicke der strahlenden Substanz bedingte Unsicherheit wird 
durch ein besonderes Verfahren ausgeschaltet (Ziff. 3). Durch die 
erste Gruppe von Messungen (Ziff. 4) ergeben sich die Reichweite- 
werte relativ zu Radium©, durch die zweite Gruppe (Ziff. 7) wird 
der Absolutwert der Reichweite von Radium C bestimmt. Die Resultate 
sind in Tabelle $.54 und in Fig. 5 wiedergegeben. Die logarithmisch- 
lineare Beziehung zwischen Reichweite und Zerfallskonstante wird be- 
stitigt fiir alle untersuchten o-Strahler mit Ausnahme von Actinium X, 
dessen Reichweite erheblich kleiner ist, als nach der Beziehung zu 
erwarten ware. 

Herr E. Gérke hat mich bei den zahlreichen und mihsamen 


-Messungen aufs wirksamste unterstiitzt, wofiir ich ihm auch an dieser 


Stelle danken médchte. 


Nachtrag. Als diese Untersuchung abgeschlossen war, erschien 
eine Arbeit von Henderson im Oktoberheft des Phil. Mag. 1921, in 
welcher Priazisionsbestimmungen der Reichweiten von drei Elementen, 
namlich Radium C, Thor C und Thor C’ mitgeteilt werden. Die Reich- 
weite wird in derselben Weise wie hier definiert, die Versuchs- 
anordnung entspricht im wesentlichen meiner Anordnung II. Die 
gefundenen Werte fir die Reichweiten bei 15° sind 6,953, 4,778 und 
8,616em. Die Abweichungen von meinen Werten betragen fiir 
Radium C 0,26 Proz. und fiir Thor © 0,19 Proz.; fiir Thor C’ sind beide 
Werte praktisch identisch. Jedenfalls ist diese Ubereinstimmung sehr 
befriedigend und zeigt, daB die Reichweite bei geeigneter Definition 
eine experimentell exakt zu fassende Grobe ist. 


Charlottenburg, Okt. 1921. Phys.-Techn. Reichsanstalt. 
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Uber die Abhangigkeit des Widerstandes reiner Metaile 
von der Temperatur. (IL. Teil.) 
Von L. Holborn in Charlottenburg. 
(Mitteilung aus der Physikalisch-Technischen Reichsanstalt.) 
(Eingegangen am 24, November 1921.) 


Die Messung der Abhingigkeit des Widerstandes reiner Metalle 
von der Temperatur, die ich friiher angestellt habe*), bezog sich auf 
eine Reihe von Proben, bei denen eine groBe Reinheit angestrebt 
worden war, um dem Grenzwert, welchem sich der Widerstands- 
koeffizient eines Metalls mit wachsender Reinheit nahert, méglichst 
nahe zu kommen. Nur fiir Nickel lag damals die tibliche Handels- 
ware vor, so daf der Widerstandskoeffizient fiir dieses Metall viel 
zu klein ansfallen muBte. Ich habe inzwischen reinere Proben er- 
halten und an ihnen die Messungen wiederholt, wobei mich Herr 
Schrickel unterstiitzte. Gleichzeitig sind diese auf reines Kobalt 
und auf eine neuerdings hergestellte reine Probe Aluminium aus- 
gedehnt worden. 

Die bisher vorliegenden Messungen, die an nicht besonders reinem 
Nickel angestellt worden sind, lassen es wahrscheinlich erscheinen, 
daf der Widerstandskoeffizient des reinen Metalls ebenso wie der des 
reinen Hisens den der unmagnetischen Metalle bedeutend whbertrifft. 
Die Beobachtungen haben diese Vermutung bestitigt. Sie ergaben fiir 
den mittleren Widerstandskoeffizienten des Nickels zwischen 0 und 
100° als Héchstwert den Betrag 0,0067, der noch etwas gréBer ist 
als der fiir reines Elektrolyteisen beobachtete. 

Kobalt, von dem bisher nur ganz niedrige Werte vorlagen, weil 
dieses Metall nur in wenig reinem Zustande dargestellt worden ist, 
lieferte niherungsweise denselben Wert, der also allen drei ferro- 
magnetischen Metallen in gleicher Weise zukommt. 

Die untersuchte neue Aluminiumprobe ergab keinen gréSeren 
Widerstandskoeffizienten als das weniger reine Ausgangsmatrial, aus 
dem sie hergestellt worden war. Diese Tatsache steht im Wider- 
spruch mit den Erfahrungen, die man bei anderen Metallen gemacht 
hat, wo stets der Widerstandskoeffizient mit der Zunahme der Rein- 
heit zunimmt. Offenbar iibt die Art der Verunreinigung bei Alu- 
mininm einen groSen Einflu8 aus. Besonders dem Kohlenstoff schreibt 


1) L. Holborn, Ann. d. Phys. 59, 145, 1919. 
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man neuerdings!) in dieser Beziehung grofe Wirkung zu. Bei der 
Schwierigkeit, welche der Nachweis geringer Beimengungen dieses 
Stoffes der chemischen Analyse bietet, mu8 diese Frage noch offen 
bleiben. Ein etwa vorhandener Kohlenstoffgehalt war bei den unter- 
suchten Aluminiumproben jedenfalls auferst gering. 

Nickel. Es standen drei Sorten von Nickelpulvern von groBer 
Reinheit zur Verfiigung. Die eine verdankt die Reichsanstalt der 
Firma Heraeus; sie wurde von Herrn Dr. Rohn hergestellt; die 
beiden anderen lieferte die Chemische Fabrik C. A. F. Kahlbaum. 

Geschmolzen wurde das Metallpulver unter Vakuam in einem 
Robr aus Quarzglas, das sich in einem elektrischen Ofen befand. In 
der Nahe des Schmelzpunktes ist das Quarzglas schon so weich, dab 
diinnwandige Rohre yom Luftdruck zusammengedriickt werden. 

Jeder Versuch, das auf diese Weise geschmolzene Nickel zu 
Draht zu zichen, miBlang. Deshalb wurden aus den Schmelzkérpern 
mit Sige und Feile kleine Widerstande herausgeschnitten. Wenn an 
ihre Enden doppelte silberne Zuleitungen angeschmolzen wurden, ge- 
niigten diese Metallstiickchen vollstandig zur genauen Messung des 
Widerstandskoeffizienten in einem weiten Temperaturgebiet. 

Die Verarbeitung von Nickelpulver zu gréferen Drahtlangen 
yerdanke ich der Freundlichkeit der Herren Dr. Mey und Dr. Frie- 
derich von dem Glihlampenwerk der A.E.G. Sie stellten den Draht 
in Ahnlicher Weise her, wie die Wolframfaden fiir die Glihlampen. 


‘Die Reinheit blieb dabei noch nicht immer in gleicher Weise erhalten, . 


so daB der Widerstandskoeffizient des Drahtes der Erwartung mehr- 
fach nicht entsprach. Namentlich verainderte die Aufnahme von nur 
wenig Silicium die elektrischen und mechanischen Eigenschaften be- 
deutend. Der reine Draht, ohne weiteres kenntlich an dem grofen 
Widerstandskoeffizienten, war vollkommen weich und biegsam. 
Untersncht wurde zuerst die Sorte Nickel I, welche schon vor 
langerer Zeit von Kahlbaum bezogen und von Herrn Mylius im 
chemischen Laboratorium noch weiter gereinigt war. Drei Proben 
davon wurden getrennt geschmolzen und sodann der mittlere Wider- 


‘standskoeffizient 100 zwischen 0 und 100° der einzelnen Schmelz- 


stiicke gemessen. Nach den friiheren Erfahrungen ist dieser Wert 
O00 fiir den ganzen Verlauf der Widerstandskurve maSgebend. Im 
folgenden sind dis Werte angegeben neben dem Betrag der Ver- 
unreinigung, welche Herr Mylius bei der Analyse der geschmolzenen 


Stiicke fand: 


1) R. Apt, Elektrot. ZS. 40, 265, 1919. 
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Nickel IA IB 


IC 


| 
100 ao,100 | 0,6657 0,6600 | 0,6569 
ek ee ee # | 
| 0,05 Co | 0,09 Co | 0,15° Co 
| 0,01 Cu | 0,01 Cu | 0,01 Cu 
Verunreinigung . , Proz. | 0,005 Fe 0,006 Fe _ 0,005 Fe 
0,006 Pt Be | = 
| Spur Si Spur Si | Spur Si 


Ein anderer Teil I D derselben Sorte, der in der beschriebenen 
Weise zu Draht von 0,3 mm Durchmesser verarbeitet war, ergab im 


gezogenen Zustande: 


Nickel | ID 
100 9,100 0,6300 
0,3 Co 
> ae 1! Spur Cu 
Verunreinigung . . Proz. pur 
| 0,1 Fe 
| 0,05 Si 


Die Verunreinigung der zweiten Sorte Nickelpulver, als II be- 
zeichnet, welche erst in diesem Jahre als Nickel ,Kahlbaum“ von 
dieser Firma geliefert wurde, betrug nach der Analyse des Herrn 
Mylius 0,05 Proz.: 0,042 Fe, 0,013 Si, eine Spur Cu und 0,00 Co. Fiir 
ein Schmelzatiick ergab sich: 

100 % 109 zu 0,673. 


Die zu Draht verarbeitete Probe hatte Verunreinigungen aufgenommen; 
sie wies den kleineren Wert 0,542 auf. 

Auch das Heraeussche Nickelpulver hat Herr Mylius vor dem 
Gebrauch analysiert. Die Verunreinigung betrug héchstens 0,05 Proz., 
wovon je auf Kobalt, Eisen, Aluminium kaum 0,01, auf Silicium 
kaum 0,02 Proz. entfielen. Fiinf Proben, die getrennt zu Draht ver- 
arbeitet wurden, ergaben die folgenden Werte; die angegebene Ver- 
unreinigung bezieht sich auf den gezogenen Zustand. 


Nickel Wl A iB rie IID HIE 
100 9,100 0,513 0,675 | 0,481 0,672 0,645 


Verunreinigung . Proz. 0,33 Si — { se . . a a sae i 
, e , e pur Fe - 


Drahtstaérke. . . mm 0,5 0,25 0,25 0,2 0,2 
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Kobalt. Von Kobalt wurden ebenfalls zwei Sorten Pulver der 
Untersuchung unterworfen, die aus denselben beiden Bezugsquellen 
wie die Nickelproben. stammten. Aus dem Heraeusschen Kobalt, 
als I bezeichnet, stellte die A.E.G. einen Draht her, der hiarter als 
der Nickeldraht war. Der Grund liegt darin, da8 dieses Kobaltpulver 
einerseits von Hause aus nicht ganz so rein war wie das Nickel und 
andererseits wohl auch bei der Bearbeitung noch mehr Verunreini- 
gungen aufgenommen hatte. 

Vom Kobalt ,,Kablbaum“, als II bezeichnet, wurden verschiedene 
Proben im Wakuum eines Quarzglasrohres geschmolzen. Hierbei 
bildete sich bei Beriihrung des Metalls mit der Rohrwandung freilich 
blaue Smalte. Doch scheint sich diese wenig mit dem Metall zu 
mischen. Versuche dagegen, das Metall unter Vakuum in einem Rohr 
aus Graphit oder Magnesia zu schmelzen, fiihrten nicht zum Ziel. 
Beide Stoffe werden vom Metall angegriffen, das namentlich nach 
dem Schmelzen im Graphitrohr einen sehr kleinen Widerstands- 
koeffizienten aufwies. Noch kleinere Zablen finden sich allerdings 
in den spirlichen Literaturangaben, die auf starke Unreinheit der 
friiker untersuchten Kobaltproben schlieSen lassen. 

Die Messungen ergaben fiir den Draht I und das Schmelzstiick IT: 


Kobalt I U 
100 9,100 0,5922 0,658 
Drahtstirke. . . mm _ 0,25 —_ 


Die reineren Proben von Nickel und Kobalt wurden noch in 
einem gréferen Temperaturgebiet gemessen, wobei sich fiir das 
Widerstandsverhiltnis R/Ro die folgenden Werte ergaben, die mit 
den friiher fir das Elektrolyteisen le I erhaltenen zusammengestellt 
sind. Wie man sicht, bilden die drei Metalle nicht allein wegen ihrer 
magnetischen Kigenschaften cine besondere Gruppe. Auch der Wider- 
standskoeffizient ist viel gréBer als der aller iibrigen Metalle. Um 
zu entscheiden, ob dem Unterschied zwischen den Werten fiir Eisen, 


Widerstandsverhaltnis R/Rp. 


—1929 | -+ 100° | +2009 +3009 | -+ 400° + 500° 
Dey. (20,1008 1,6572 92,4726 | 38,4897  4,6536 | 6,041 
Par ip... | 0,1540 1,6300 COUT eal. ice a aeeeeeall Oieaaes 
NilIB. . | 0,1089 1,6746 | 25385 | 36702 | 4,93815 | —. 
ReTIED. «| 0,101 1,6724 | 25815 | 3,6603 49148 — 
oe ae. |) 20,1610 1,5922 2,3540 | 83,3183 4.4552 | 5,434 
Coll. | 0,135 1,658 2.4778 | 3,5266 4,5635 5,605 

| | 
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Nickel und Kobalt eine Bedeutung beizulegen ist, dazu bedarf es 
noch weiterer Messungen an réinen Proben, wodurch der EinfiuB ge- 
ringer Verunreinigungen mehr aufgeklart wird. 

Aluminium. Die friiher untersuchte Aluminiumsorte Al IV mit 
0,4 Proz. Verunreinigung (0,18 Fe, 0,22 Si, 0,01 C) hat Herr Mylius 
im chemischen Laboratorium der Reichsanstalt durch wiederholte 
Kérnung und Extraktion mit verdiinnter Salzsiure vom Eisen be- 
freit1). Das gereinigte Metall, mit Al VI bezeichnet, das nach der 
Analyse 0,02 Proz. Si, 0,06 Proz. Cu und nur noch eine Spur Eisen 
aufwies, hat die Firma Heraeus zu Draht von 1mm Durchmesser 
ausgezogen, von dem je eine Linge von 7,3m einmal im harten Zu- 
stande, sodann im angelassenen nach langerem Verweilen bei 250° auf 
ein Porzellanrohr gewickelt und gemessen wurde. Fiir 100 G%o,100 er- 
gaben sich die beiden Werte 0,429 und 0,443, die sich nicht wesent- 
lich von den friiher fiir das Ausgangsmaterial Al IV beobachteten 
Zahlen unterscheiden. Der spezifische Widerstand @ hat dagegen 
durch die Reinigung etwas abgenommen; die Werte 9) und Qo fiir 
0 und 20° sind in die folgende Tabelle mit aufgenommen. 


bo, 
| 100 49.100 | 10*. Q | 10* . O29 
| hart | angelassen | hart | angelassen | hart | angelassen 
Pac hace oe i i 
ARUN gi 0,425 0,445 | 0,0274 | 0,0264 | 0,0299 | 0,0287 
AL Via. 0,429 0,443 | 0,0261 | 0,0253 0,0284 | 0,0275 
| 


Zum SchiuB sind die fiir 49 beobachteten Héchstwerte ge-- 


gliihter Metalle zusammengestellt: 


NG PPeEe er oje75 BE >. 7.°-04a8 “A Ep a ere 
Co .. . 0,658 Mon. au. 0)4850 47] eu ige Dy aeRO 
Wi - + Sysw 0,657 Otek a. 510,483 Ai ese sue eu, 400 
War nee «10,465 Udiecn 2. 04h Pt ao se e0)302 
Bic a6) 2,0,446 Ph os. 4 10,499 Pd. 5 / <> @,877 
Al 0,445 “| “Win ees 015” eee cee 


Gian sabaey, 24. Nov. 1921. 


1) Franz und Werner Mylius, ZS. anorg. Chem. 114, 33, 1920. 
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Uber die Analyse elliptischpolarisierten Lichtes. 
Von Eligio Perucca in Turin. 
(Hingegangen am 29. Oktober 1921.) 


Die kiirzlich erschienene interessante Arbeit von G. Szivessy *) 
iiber den von der Firma Fr. Schmidt & Haensch gebauten Braceschen 
Halbschattenkompensator gibt mir Gelegenheit, an eine Methode zur 
Analyse von elliptisch polarisierten Lichtschwingungen zu erinnern, 
welche ich im Jahre 19132) verédffentlicht habe und welche bemerkens- 
werte Vorteile gegeniiber derjenigen von Brace bietet. Sie ist im 
wesentlichen eine Vervollkommnung der Methode von Stokes’). — 
Meine Veréffentlichung scheint der Aufmerksamkeit der Physiker ent- 
gangen zu sein, wahrscheinlich, weil sie in italienischer Sprache ge- 
schrieben ist; ich méchte deshalb die Hauptvorziige meiner Methode 
hier kurz zusammenfassen. 

1. Der optische Teil, der vor einem Lippichschen Analysator an- 
geordnet ist, besteht einfach aus einer als Kompensator dienenden 
Viertelwellenlangenplatte und einer guten Bravaisschen Doppelplatte 
von beliebiger Ordnung. Nur die Viertelwellenlangenplatte mu8 mit 
einem Teilkreise verbunden sein. 

2. Die Vorrichtung erlaubt, mit groBer Genauigkeit — die von 
dem Verschwinden der Trennungslinie zwischen den beiden Feldern, 


- der Intensitit und der Farbe des Lichtes abhangt und etwa 1’ und 


weniger betrigt — die fiir die elliptischen Schwingungen charakte- 
ristischen Elemente w und g zu bestimmen, auch wenn @ sehr grof ist. 

3. Es ist nicht nétig, die Phasenverzégerung des Kompensators zu 
kennen und es eriibrigen sich deshalb irgendwelche Fehlerbestimmungen, 
wenn man die Messungen so anstellt, wie ich es in meiner Veréffent. 
lichung beschrieben habe. Aus den Ablesungen an den Teilkreisen 
des Kompensators und des Lippichschen Analysators findet man 
ohne Unsicherheit tiber das Vorzeichen die Elemente und  lediglich 
mit Hilfe zweier sehr einfachen Formeln. 

Auf Grund meiner friheren Beobachtungen und zahlreicher 
Messungen gelegentlich meiner neueren Untersuchungen‘) kann ich 


feststellen, da, besonders mit Riicksicht auf 3., die von mir vor- 


geschlagene MeBmethode viel bequemer ist als die Bracesche. Durch 
ihre Einfachheit bietet sie auch bemerkenswerte Vorteile gegeniiber 
den analogen Methoden von Zakrzewski®), Tool®) und Chaumont’). 


1) ZS. £. Phys. 6, 311, 1921. — 2) Cim. 5, 179, 1918. — 3) Phil. Mag. 2, 420, 
4851. — 4) Cim. 18, 112, 1919; Atti di Torino 54, 1013, 1919. — ®) Krak. Anz. 
1907, §. 1016. — °) Phys. Rev. 31, 1, 1910. — 7) Ann. de phys. (9) 4, 101, 1915. 
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Der Temperaturkoeffizient 
der elektrischen Doppelbrechung in Flissigkeiten. 


Von Nikolaus Lyon in Freiburg i. B. 
(Eingegangen am 15. Oktober 1921.) 


C. Bergholm?) hat kiirzlich unter dem obigen Titel eine Unter- 
suchung verdffentlicht, deren Resultate eine willkommene Erganzung 
unserer diesbeziiglichen Messungen?) bilden. An beiden Arbeiten hat 
nun kiirzlich Peter Lertes%) eine Kritik geiibt, auf die ich mit einigen 
Worten naher eingehen mdéchte. 

Zur Erklarung der elektrischen Doppelbrechung stehen zurzeit 
drei Theorien zur Diskussion: 
| 1. Die sogenannte Orientierungstheorie von Langevin‘), nach 
der sich die Molekiile in einem elektrischen Felde polarisieren und 
richten. Nach Langevin 1laBt sich die Kerrkonstante B der clektrischen 
Doppelbrechung auf die Form bringen: 

(e+ 2)2. (m2? + 2)2.d 1 

T.n ; 55 
wo é€ die Dielektrizititskonstante, » der Brechungsexponent, d die 
Dichte, 7 die absolute Temperatur ist und wo in C alle von J un- 
abhingigen GréSen zusammengefaBt sind. 

2. Born ) hat diese Theorie erweitert unter Beriicksichtigung 
der Reinganum-Debyeschen Dipole. Diese Dipole sollen durch die 
4uBeren Felder und durch die Temperatur nicht merklich beeinfluBt 
werden. Nach Born kann man schreiben: , 

poe Const ole aoe 2)? (Fa Vinten! ) 
n oT + Kage 


Bez="C6 


(2) 
oder wenn wir die Gleichung passend umformen: 
' M2 

B Born) = Bangevin) . (1 + cre) (3) 
- Bei Anwesenheit von Dipolen mu also die Kerrkonstante mit fallender 
Temperatur starker ansteigen, als nach Langevin zu erwarten ist. 


Das zweite Klammerglied von (38) stellt den Anteil der Dipole an 
der elektrischen Doppelbrechung dar. 


1) ©. Bergholm, Ann. d. Phys. 65, 128, 1921. 

*) N. Lyon und F. Wolfram, Ann. d. Phys. 63, 739, 1920. 
3) P. Lertes, ZS. f. Phys. 6, 257, 1921. 

*) P. Langevin, Le Radium 7, 249, 1910. 

5) M. Born, Ann. d. Phys. 55, 177, 1918. 
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Sind keine Dipole vorhanden, so ist dieses Glied Null und die 


“Bornsche Formel geht in die von Langevin iiber. Sind Dipole 


vorhanden, so muS dieses Glied stets positiv sein, ganz gleichgiiltig, 


- ob es sich um einen Kérper mit positiver oder negativer elektrischer 


Pe ee oe 


ones 


Gere 
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Doppelbrechung handelt1). Bei Vorhandensein von Dipolen mu8 also 
der Zahlenwert von B (Born) stets gréBer sein als der von Langevin ?). 

3. Gans?) und auf anderem Wege Lundblad#) haben den 
Langevinschen Ansatz weiter entwickelt unter der Annahme, dab 
die fertigen Momente durch aufere Felder und Temperatur merklich 
beeinfluBt werden, sie fordern eine noch stirkere Temperaturabhiangig- 
keit der Kerrkonstante als Born. 

Herr Lertes hat nun darauf hingewiesen, da die seinerzeit von 
Wolfram und mir veréffentlichten Messungen zur Priifung der Theorie 
yon Langevin und Born und die daraus gezogenen Schliisse insofern 
nicht absolut bindend sind, als einige der in die Formel eingehenden 
GréBen, wie die Dielektrizitatskonstante und vor allem die Dichten, 
yon uns fiir die tiefen Temperaturen teilweise extrapoliert werden 
mu8ten. Die kiirzlich erschienene Mitteilung von Gans und Isnardi*) 
iiber die Temperaturabhingigkeit der Dielektrizitatskonstante und 
Messungen von Seitz, Alterthum und Lechner’) iiber die Dichten 
bei tiefen Temperaturen gestatten eine Neuberechnung unserer Re- 


-sultate. Die erhaltenen Werte weichen von unseren alten nur wenig ab. 


Die in den folgenden Tabellen niedergelegten Werte sind nun- 
mehr saimtlich gemessen, ein extrapolierter Wert ist eingeklammert. 


Tabelle 1. Schwefelkohlenstoff. 
Ce 
| 


| | 
| | | ae 
: t ; | | bess 
t eee ur = s | d | Bi | rb 
t ; | 
| | | I Si aie | beobachtet 
—— a <= — 
ot 18° | 2,64 1,627 1 1,265 1 1 
0 | 2,70 ee MT ,291 1,129 1,089 
=he,De. || Pars 1,656 | 1,318 ORT 1,205 
37,7 2,78 1,671 1,345 | 1,444 1,397 
ease 78 1,679 | — 1,859 1,587 | 1,497 
 — 68,3 2,80 1,696 1,391 1,768 1,708 
megeoe . ! 52,81 | 1,704 | 1,404 1,897 . | . 1,819 


1) Herr Lertes kommt bei Besprechung der Bergholmschen Messungen 


auf ‘8. 266 (letzter Absatz) infolge irrtiimlicher Auffassung der Erscheinung zum 


entgegengesetzten Schlub. 
' 2) R. Gans, Ann. d. Phys. 64, 481, 1921. 
3) R. Lundblad, Diss. Upsala 1920. 
4) R. Gans und H. Isnardi, Phys. ZS. 22, 230, 1921. 
5) Seitz, Alterthum u. Lechner, Ann. d. Phys. 49, 91, 1916. 
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Nikolaus Lyon, 


Tabelle 2. 


Athylather. 


| Bo | By 
Temperatur | e) 92 d B,g0 | Bia 
. . ber. nach | eobachtet 
| Langevin 
i 
| ~ a — = = 
7 ] 5 | 
£80.~ | a7e= | wieees 0,715 1 1 
0 4,68 1,365 0,736 1,215 1,220 
== 917 5,15 1,378 0,759 1,578 1,547 
388.0 5,61 1,387 0,778 1,973 1,927 
— 60,5 6,31 1,399 0,800 2,689 2,707 
— 78:5 7,00 (1,408) 0,819 (3,548) 3,880 
Tabelle 3. Athylather. 
———_== = 
} Bro | Bro 
Temperatur | 22) | Be Temperatur | e2) Bin 
io ber. nach t° | ber. nach 
| | Langevin Langevin 
180 36, none — 38,9 | 5,74 2,048 
0 4,60 1,190 —60,5 | 6,50 2,821 
—21,7 | 5,25 1,623 — 78,5 |I 6,97 (3,536) 


Die beobachteten und nach Langevins Formel berechneten Werte 
stimmen sowohl fiir Schwefelkohlenstoff als auch fiir Ather recht gut 
iiberein, wobei die berechneten Werte fast durchweg etwas gréfGer 
als die beobachteten sind, d. h. die Kerrkonstante nimmt mit fallender 
Temperatur schwacher zu, als wir nach Langevin erwarten diirfen. 
Die Bornsche Korrektur wiirde die Ubereinstimmung verschlechtern, 


da die Bornsche Theorie eine stiirkere Abnahme der Kerrkonstante 
als nach Langevin fordert. 


Der Berechnung des Langevinwertes we der Tabelle 2 wurden 
189 


die Abeggschen Werte der Dielektrizitatskonstante zugrunde gelegt. 
Tabelle 3 ist auf Grund der Werte von Gans und Isnardi berechnet. 

Die eingeklammerten wegen Extrapolation unsicheren Werte bei 
Athylither, der nach Debye starke Dipole aufweist, wiirden die 
Bornsche Korrektion rechtfertigen. Ihnen kommt aber wegen der 


Unsicherheit des Wertes von n, der in der dritten ee eingeht, 
keine Beweiskraft zu. 


Die neuen Messungen yon Berckelh bestatigen bis auf Ather: 


unsere Messungen und erginzen sie. nach héheren Temperaturen zu. 


1) Dielektrizitatskonstante © nach R: Abegg, Wied. Ann. 60, 54, 1897. 
*) Dielektrizitatskonstante « nach R. Gans und H. Isn ardi, Le. 
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Bei Schwefelkohlenstoff und Toluol?) ist die Ubereinstimmung eine 
gute, bei Athylither weichen allerdings die Resultate zugunsten der 


Bornschen Theorie von unseren ab. 


Auch hier liegt, glaube ich, ein MiSverstindnis in den Dar- 
legungen von Lertes vor. 

Das R2) bei Bergholm entspricht: 

1 Bw veovachtet 
eel eee ” 

nach Bergholm ist namlich: 
i) Re ae (5) 
Bago (€ + 2)? (mn? + 2)0° 


he 


- : Biora A 
der erste Teil von (5) ist das gemessene —— seiner Tabellen, der 
209 


aweite Faktor ist aber nach Langevin: 


nT = Coe. (6) 
(é a 2)? (n? SF a 2)? » ft) By berechnet 

R ist deshalb nicht dem Q von Born) proportional, sondern etwa 
dem reziproken Wert von Q, oder mit anderen Worten: Fallt & mit 
fallender Temperatur, so ist der nach Langevin berechnete Wert 
bereits gréBer als der gemessene und wiirde durch Anbringen der 
Bornschen Korrektur erst recht gréBer werden. Nach Born sollte k 
bei Anwesenheit von festen Momenten mit fallender Temperatur 
ansteigen. P. Lertes‘) kommt zum entgegengesetzten Ergebnis, das 
ich hier wortlich wiedergebe: ,Nimmt also R mit steigender Tem- 
peratur zu, so miissen auf jeden Fall feste Momente vorhanden sein“. 
Die Folgerungen, die Lertes aus den Bergholmschen Messungen 
zieht, sind jedenfalls unzutreffend. Bei Bergholm steigt fast durch- 

weg I mit steigender Temperatur. 


Freiburg i. B. Physikalisches Institut der Universitat. 


1) N. Lyon u. F. Wolfram, 1. ¢. 8.750. 
2) 0. Bergholm, 1. c. 8. 182. 

3) M, Born, l.c. 8S. 220. 

4) P, Lertes, l. c. S. 266. 
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Die Deby esche Dipoltheorie und die Versuchsergebnisse. 
[Antwort an Herrn P. Lertes?)]. 
Von C. Bergholm in Upsala. 
(Kingegangen am 22. Oktober 1921.) 


In einem friiheren Aufsatz habe ich folgende Ansicht ausge- 
sprochen: ,Die Theorie der Dipole scheint den Beobachtungen ganz 
machtlos gegeniiberzustehen*. Diese Behauptung veranlaBte Herrn 
P. Lertes, meine Messungen rechnerisch nachzupriifen. Er glaubt 
nun gefunden zu haben, daf meine Ansicht ,,unbegriindet und unhalt- 
bar“ ist. 

Beziiglich der Temperaturabhangigkeit des elektrooptischen Kerr- 
effekts meint er, daB ich die Bornsche Formel mifverstanden habe. 
Nach Born ist: 


Q = konst, C12) + 2)"-4 @ ee 


n Pe Nee 
@ die Kerrkonstante (bei konstanter Wellenlange), 
€ die Dielektrizitaétskonstante, 
n der Brechungsindex, 
d die Dichte, 
T die absolute Temperatur, 
B eine Konstante, 
M das Dipolmoment, 
k die Boltzmannsche Konstante. 


» Unsere Formel zeigt*, sagt Born?), ,da8 sich ein permanentes 
Moment M ‘der Molekiile dadurch bemerkbar machen wiirde, daB das 


Produkt @7 nicht konstant ist, sondern mit fallender Temperatur 
ansteigt.“ ; 


Dabei hat Born nicht ‘beachtet, daB die GréBe AC ase 
von der Temperatur abhingt. Sowohl die Dielektrizitatskonstante wie 
die Dichte und der Brechungsindex steigen mit fallender Temperatur 
an. Auch wenn M = 0 ist, mu8 das Produkt Q7 mit fallender 
Temperatur zunehmen. 

Auf dieses MiBverstindnis griindet P. Lertes seine Kritik. Er 
berechnet das Produkt Q 7, und, wenn er findet, da8 es mit fallender 


Temperatur ansteigt, weil die GréBe Albee 2 re fiir alle Fliissig- 
n 


1) P. Lertes, ZS. f. Phys, 6, 257, 1921. 
2) M. Born, Ann. d. Phys. 55, 220, 1918. 
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-keiten mit fallender Temperatur zunimmt, sagt ‘er: ,Die Auswertung 
der Bergholmschen Messungen ergab beziiglich der Temperatur- 
-abhangigkeit der elektrischen Doppelbrechung eine volle Bestatigung 
der Debyeschen Dipoltheorie.“ 

Es ist ohne weiteres einleuchtend, daS diese Ansicht ee 
ist, weil Lertes die Bornsche Formel mifverstanden hat. -Um zu 
entscheiden, ob ein permanentes Moment der Molekiile auf die Versuchs- 
ergebnisse einwirkt, mu$ man, wie ich es bereits friher getan habe, 
die Gréfe R untersuchen 


ee —QTn 
(e + 2)2(n2-+ 2)2d 
Nach Born ist 
b 
R —— & = T°? 


wo a und b zwei Konstanten sind. BesifSen a und b immer das gleiche 

-Zeichen, wie man nach Borns eigenen Worten vermuten kénnte, so 
mifSte R mit fallender Temperatur zunchmen. Die Versuchsergebnisse 
zeigen nun, daB dies nicht der Fall ist. Bei allen untersuchten Flissig- 
keiten nimmt R mit steigender Temperatur zu. 

Die Richtigkeit der Debyeschen Dipoltheorie geht nach Lertes 
aus den Untersuchungen von Jona1), Herweg*) und Lertes’) 
hervor. 

Jona hat fiir einige Gase die Temperaturabhingigkeit der Di- 
‘elektrizititskonstante untersucht. Die von der Dipolthecrie geforderte 


1 : 
-T von der Temperatur ist fiir 


lineare Abhingigkeit der Gréfe is = 


Luft und Kohlendioxyd erfiillt. Jona findet jedoch, dab fiir Luft 
das Dipolmoment M = 0 ist. Die Kurven fiir die iibrigen Sub- 
stanzen weichen wesentlich von einer geraden Linie ab. Zur Erklirung 
der etheblichen Abweichungen von der Dipoltheorie mu Jona folgende 
zwei neuen Annahmen machen: 

a) Zwei Molekiile koppeln sich aneinander und bilden ein Doppel- 
molekiil. 
b) Das Dipolmoment des Eorpetmol ist zweimal gréBer als 
das eines Molekiils. 

Fiir den Fall, daB sich Doppelmolekiile bilden gira ist es mir 
‘gleich wahrscheinlich, daS das resultierende Moment M = 0 wird. 
Von der Richtigkeit dieser Annahmen kénnte man sich tiberzeugen, 


1) M. Jona, Phys. ZS, 20, 14, 1919. 
2) J. Herweg, ZS. f. Phys. 3, 36,1920. 
3) P. Lertes, ZS. f. Phys. 6, 56, 1921. 
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wenn gezeigt werden kénnte, daB sie zur Erklarung andcrer Er- 
scheinungen ausreichen. Lertes’ Behauptung, da8 Jonas Experimente 
,in Einklang mit der Debyeschen Dipoltheorie“ stehen, ist also zu 
modifizieren. 

Herweg hat die von der Debyeschen Dipoltheorie verlangte Ver- 
kleinerung Ze der Dielcktrizititskonstante ¢ in eimem elektrischen 
Felde untersucht. Fiir Athylither ist die theoretisch berechnete 
Verkleinerung 4é — 10-* in einem Felde von 100CGS. Dieser 
Wert ist jedoch sehr unsicher, weil Herweg angenommen hat, daS 
das von Debye berechnete Dipolmoment M — 11,8.10~*° richtig ist. 

Nach Debye?) ist die Temperaturabhingigkeit der Dielektrizitats- 
konstante gegeben durch die Gleichung 

t= ET 

e}2-a 
worin a und b zwei positive Konstanten sind, die nach der Methode 
der kleinsten Quadrate bestimmt werden miissen. Das Dipolmoment 
M ist der Quadratwurzel aus a proportional Wenn Debye das 
Dipolmoment berechnet, nimmt er an, da man die Temperatur- 
abhangigkeit der Dichte vernachlassigen kann). Berechnet man das 
Dipolmoment des Athylathers und _beriicksichtigt die Temperatur- 
abhangigkeit der Dichte*), so bekommt man den Wert M = 4,5.19—9. 


Nach Herweg ist die Verkleinerung 4 der Dielektrizitiitskonstante 
in einem elektrischen Felde der vierten Potenz des Dipolmoments M 
proportional. Ein kleiner Fehler in M spielt also eine groBe Rolle. 
Fir M = 11,8.10—” findet Herweg in Ubereinstimmung mit den 
Beobachtungen Ze—10-°. Fiir M—4,5.10—19 wird der theoretische 

4,5 
Wert 42 = ira): 10-8 = 0,02. 10-8. 

Herweg hat also die.von der Dipoltheorie verlangte Abhingig- 
keit der Dielektrizititskonstante von der elektrischen Feldstiirke nicht 
einwandfrei festgestellt. Dazu kommt, da8 die Fehlerquellen des Ver- 
suches wohl einen Effekt von der GréSenordnung 10—* -verursachen 


kémnen. Eine Temperaturzunahme der Fliissigkeit von 0,0004°C ver- 


kleinert z. B. die Dielektrizititskonstante um 10-°. 
Ein anderer Beweis fiir die Richtigkeit der Dipoltheorie ist nach 
Lertes der von Born‘) vorhergesagte und von Lertes gefundene 


1) P. Debye, Phys. ZS. 13, 97, 1912. 
2) S. Boguslawski, Phys. ZS. 15, 283, 1914. 
3) F. Koerber, Ann. d. Phys. 37, 1014, 1912. 
4) M. Born, ZS. f. Phys. 1, 22, 1920. 
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Dipolrotationseffekt dielektrischer Fliissigkeiten in hochfrequenten 
elektrostatischen Drehfeldern. Wird eine Dipolfliissigkeit in ein 
elektrostatisches Drehfeld gebracht, so sind die Dipole bestrebt, 
sich in die Richtung des Feldes zu stellen. Infolge der inneren Rei- 
bung der Fliissigkeit entsteht ein Drehmoment, das die Fliissigkeit in 
Rotation versetzt. 

Ein 4hnliches Drehmoment mu8 wohl auch entstehen, wenn die 
Molekiile keine festen Dipole tragen. Anisotrope Molekiile werden 
auch bestrebt sein, sich in die Richtung des Feldes zu stellen. 

In Ubereinstimmung mit der Bornschen Theorie ist das von 

Lertes gefundene Drehmoment der Kreisfrequenz des Drehfeldes und 
dem Quadrate der Feldstirke proportional. Eine quantitative Uber- 
einstimmung der Dipoltheorie mit den Beobachtungen, wie Lertes sie 
behauptet, ist jedoch nicht vorhanden. 
' Aus den Beobachtungen berechnet Lertes das Dipolmoment. 
Fiir Athylalkohol z. B. findet er M = 5,3.10-1*, einen Wert, der mit 
dem Debyeschen IM = 4,3.10-" iibereinstimmt. Der letzte Wert 
ist jedoch nicht richtig. Berechnet man das Dipolmoment nach der 
Debyeschen Formel, so wird das Dipolmoment imaginar, und nach 
der Gansschen Theorie?) wird das Dipolmoment des Athylalkohols 
M — 29.10—%. Setzen wir diesen Wert in die Bornsche Formel 
ein, so bekommen wir ein Drehmoment, das 46 mal gréBer ist als das 
von Lertes gefundene. 

Lertes hat auferdem ein Versehen begangen. Das wirksame 
Feld K, das an den Dipolen angreift, ist nicht, wie Lertes meint, 
mit der gegebenen AuBeren Feldstirke HF identisch. 

Aus dem Gesagten folgt, daB es weder Debye noch Jona, 
Herweg oder Lertes gelungen ist, eine quantitative Ubereinstimmung 
zwischen der Debyeschen Dipoltheorie und den Beobachtungen zu 
beweisen. Bis auf weiteres muB ich daher an der Ansicht, dab die 
Theorie der Dipole den Beobachtungen machtlos gegeniiber zu stehen 
scheine, festhalten. 

Upsala, im Oktober 1921. 


1) R. Gans, Ann. d. Phys. 64, 481, 1921. 
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Die Debyesche Dipoltheorie und die Versuchsergebnisse. 
Von P. Lertes in Frankfurt a. M. 
(Kingegangen am 16. November 1921.) 


In einer Arbeit) tiber den Temperaturkoeffizienten der Dielektri- 
zititskonstanten und der dielektrischen Doppelbrechung hatte ich zu 


veigen versucht, daB die Messungen der Herren C. Bergholm?), 


N. Lyon und F. Wolfram’) mit der Debyeschen Dipoltheorie und, 
den aus ihr gezogenen Folgerungen im Einklang stehen. Die Kritik, 
die ich an beiden Arbeiten geiibt hatte, hat zu den vorstehenden 
Abhandlungen von C. Bergholm und N. Lyon gefiithrt. Wahrend 
Herr N. Lyon nur auf die Temperaturabhangigkeit der dielektrischen 
Doppelbrechung eingeht, hat Herr C. Bergholm seine Angriffe auch 
gegen die bisher vorliegenden Bestatigungen der Debyeschen Dipol- 


theorie gerichtet und behauptet, ,daB es weder Debye noch Jona, 


Herweg oder Lertes gelungen ist, eine quantitative Ubereinstimmung 
zwischen der Debyeschen Dipoltheorie und den Beobachtungen zu 
beweisen“. Beide Arbeiten erfordern erneut eine Stellungnahme. 

1. Herr N. Lyon hat meine Darlegungen beziiglich der Tempe- 
raturabhangigkeit der dielektrischen Doppelbrechung insofern mib- 
verstanden, als er den von ihm aus meiner Arbeit zitierten Satz: 


»Nimmt also R mit steigender Temperatur zu, so miissen auf jeden 


Fall feste Momente vorhanden sein“, auf die Bornsche Theorie der. 


Doppelbrechung bezieht, wahrend aus dem Text auf 8.266 klar 
hervorgeht, da dieser Satz auf die Ganssche Theorie zu beziehen 
ist. Nach den Bezeichnungen von C. Bergholm ist 


Bi awk 

Bao (€-+ 2) (ni + 2)°-D" 
wo fiir By die Kerrkonstante bei 1°, JT die absolute Temperatur; 
nm der Brechungsindex, ¢ die Dielektrizitaétskonstante und D die Dichte 
zu setzen ist. 

An zwei Stellen meiner Arbeit, auf S. 265 und 266, hatte ich 
darauf hingewiesen, daS die Bornsche‘+) Theorie, die nach den Mes- 
sungen von ©. Bergholm beziiglich der Temperaturabhangigkeit des 


<= 


1) J P, Lertes, ZS. f. Phys. 6, 257, 1921. 

*) C. Bergholm, Ann. d. Phys. 65, 128, 1921. 

*) N. Lyon und F. Wolfram, Ann. d. Phys. 6%, 739, 1920. 
*) M. Born, Ann. d. Phys. BB, 220, 1918. 
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Kerreffekts vorliegenden Abweichungen nicht: erkliren kann, weil bei 
der Bornschen Theorie insofern ein Fehler vorliegt, als dort nicht 
beachtet wurde, dafi beim Vorhandensein von festen. Momenten der 
Ausdruck 


a und dementsprechend auch der Ausdruck Sproles 
ét+2 D n 

nicht konstant ist, sondern mit abnehmender Temperatur zanimmt. 
Daher kommt es auch, dafB R nach der Bornschen Theorie mit 
fallender Temperatur zunehmen miiBte, wahrend es aber nach den Mes- 
sungen von C. Bergholm den entgegengesetzten Gang mit der Tem- 
peratur zeigt. Die Ganssche') Theorie, welche unter anderem auch 
diesen Fehler von M. Born richtiggestellt hat, ergibt nun, da8 bei 


dem Vorhandensein von festen Momenten & mit steigender Tempe- 


ratur zunimmt, da8 es also den entgegengesetzten Gang zeigen mub, 
was, wie ich gezeigt habe, in den Bergholmschen Messungen seine 
Bestitigung findet, und was auch von Herrn C. Bergholm zwar 
nicht erwabnt, aber unwidersprochen bleibt. Demnach bin ich nicht, 
wie Herr N. Lyon glaubt, infolge ,jirrtiimlicher Auffassung der Er- 
scheinung“ zu einem entgegengesetzten SchluS gekommen. Wenn- 
gleich nun auch die Ganssche Theorie den richtigen Gang der Grobe 


- R in den Bergholmschen Messungen wiedergibt, und wenngleich 


die Herren Bergholm und Lyon diese Theorie auch nicht ange- 
griffen haben, so komme ich ihnen doch insofern entgegen, als ich 


_pereit bin zuzugeben, daB auch die Ganssche Theorie nicht in allen 


Einzelheiten der Wirklichkeit entsprechen mag. Richtig ist an ihr, 
da® der von M. Born vernachlassigte Einflu8 der Temperatur bei 


Sime as A : ; 
sical beriicksichtigt ist. Die auSerdem von ihm 


dem Ausdruck - oD 


durch die Einfiihrung seines ,Molekularfeldes* an den Debyeschen 
Formeln angebrachten Korrektionen sind jedoch kaum berechtigt; denn 


- die Annahme, die R. Gans macht, daB die einem Dipole benach- 


barten ihrer Richtung nach ungeordnet sind, hat nur hypothetischen 
Charakter. Seine Korrektionen geben allerdings den tatsichlichen 
Verlauf der Abweichungen sowohl bei der Temperaturabhingigkeit 


der Dielektrizitétskonstanten, als auch der dielektrischen Doppel- 


 prechung bei einer grofen Reihe von Flissigkeiten wieder. Sowohl 


die Messungen von Gans und Isnardi an Athylather, als auch neuere 


_ Messungen von Herrn Herweg, wie mir derselbe freundlicherweise 


mitteilte, zeigen, daB bei tiefen Temperaturen die Debyesche Dipol- 


1) R. Gans, Ann. d. Phys. 64, 481, 1921. 
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theorie nicht mehr streng giiltig ist. Bei tiefen Temperaturen besteht 
ss, von der Tem- 
peratur mehr. Dasselbe zeigen auch schon die Kurven, die Debye?) 
in seiner ersten Mitteilung wiedergegeben hat, und die auch spater 
Jona?) auf Grund seiner Messungen an Gasen gefunden hat. Diese 
Abweichungen sucht R. Gans durch die Einfiihrung seines ,,Mole- 
kularfeldes“ zu erkliren. Es ist aber auch denkbar, daB bei tiefen 
Temperaturen, wie auch vom chemischen Standpunkt leicht begreiflich 
ist, sich Molekiilkomplexe bilden, die Dipole sich zusammenschlieBen, 
und so nach auBen ein anderes Moment vortauschen. 

2. Bei den Messungen der Herren N. Lyon und F. Wolfram 
hatte ich beanstandet, da sie die Dielektrizitatskonstante nur teil- 
weise selbst gemessen und die Dichten sogar bis zu tiefen Tempera- 
turen extrapoliert hatten. Wie berechtigt diese Kritik war, zeigen 
die von N. Lyon mitgeteilten neuen Messungen an Athylather und 
Schwefelkohlenstoff. Diesmal sind alle Gréfen bis auf die Brechungs- 
exponenten neu gemessen. N. Lyon findet nun, entgegen der An- 
sicht in seiner friiheren Arbeit, daS bei Athylither, der sowohl nach 
Debye, Gans und Isnardi, Herweg und auch nach meinen Mes- 
sungen starke Dipole haben mu, ,die Resultate zugunsten der Born- 
schen Theorie abweichen“. Dabei ist allerdings zu bemerken, daB 
bei Athylither die Kerrkonstante und demnach auch R negativ ist, 
und da also auch bei dieser Substanz R mit steigender Temperatur 
zonimmt, entsprechend der Gansschen Theorie. Es zeigt sich also 
auch hier wieder, daB es unbedingt erforderlich ist, bei denselben 
Substanzen subtile Neubestimmungen der Temperaturabhingigkeit der 
Dielektrizititskonstanten, der Dichten und Brechungsexponenten vor- 
zunehmen und nicht diese Werte als richtig aus Landolt-Bérnstein 
zu tibernehmen, wie es auch Herr C. Bergholm zum groBten Teile 
bei seinen Berechnungen getan hat. Dann erst ist man berechtigt, 
einen quantitativen Vergleich zwischen Theorie und Versuchs- 
ergebnissen beziiglich der Temperaturabhangigkeit des Kerreffektes 
zu ziehen. In meiner Arbeit hatte ich deshalb auch nur einen 
qualitativen Vergleich gezogen, wie aus S. 266 zu ersehen ist. 

3. Auf die Angriffe, die Herr C. Bergholm gegen die Messungen 
von Jona unternommen hat, wird vielleicht Herr Jona selbst ein- 
gehen. Ich méchte nur hier bemerken, daf es nicht verwunderlich 


keine lineare Abhangigkeit des Ausdruckes 


1) P. Debye, Phys. ZS. 18, 97, 1912. 
2) N. Jona, Phys. ZS. 20, 14, 1919. 
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ist, daB Jona bei Luft (N,, O,) keine Dipole gefunden hat; denn 
diese Molekiile sind nicht polar. vee 
4. Was die Messungen von Herrn J. Herweg!?) anbelangt, der 
die von der Dipoltheorie verlangte Verkleinerung der Dielektrizitats- 
konstante ¢ in einem elektrischeu Felde an Athylather untersucht hat, 
so mu er es nach einer Mittcilung an mich, und wie auch aus seiner 
neuen Arbeit zu ersehen ist, zuriickweisen, daBi der Effekt, wie Herr 
C. Bergholm vermutet, durch eine Erwirmung des Athers bedingt 
sein kénnte. Eine Dauererwarmung wiirde namlich bewirken,. dab 
der Effekt beim Ablegen des Feldes nicht sofort verschwindet. Das 
Gegenteil ist jedoch der Fall. Durch die angelegte Spannung und 
die elektrischen Schwingungen tritt zwar eine geringe adiabatische 
Erwirmung ein, die aber nach den Berechnungen von Herweg eine 


‘VergréfBerung des Momentes nur um 5 Proz. vortéuscht. Er findet 


fiir das Dipolmoment von Athylather 12,0.10~", was mit dem von 
Gans und Isnardi zu 14,35.10—19 und mit dem von mir zu 12,7. 107° 
gefundenen Werten in verhaltnismaig guter Ubereinstimmung steht, 
so daB ich den Wert von 4,5.10—1%, den Herr C. Bergholm aus 
ganz unzulinglichen alten Messungen der Temperaturabhingigkeit der 
Dielektrizititskonstanten bestimmt hat, als nicht der Wirklichkeit ent- 
sprechend bezeichnen mub. 

5. Beziiglich der Angriffe, die Herr Bergholm gegen den von 
Born vorhergesagten und von mir gefundenen Dipolrotationseffekt 
richtet, méchte ich folgendes bemerken: 

Herr Bergholm weist darauf hin, da8 bei anisotropen Molekilen 
im elektrostatischen Drehfelde auch ein dhnlicher Dreheffekt auftreten 
miiBte. Fiir anisotrope polare Molekiile, also Dipolmolekiile, gilt die 
Bornsche Theorie. Bei anisotropen, nicht polaren Molekiilen ist 
jedoch auch ein Dreheffekt méglich, dessen Gréfe bereits von anderer 
Seite berechnet wird, und der, wie zu vermuten ist, jedenfalls sehr 
klein ist gegenitiber dem Dreheffekt bei polaren Molekiilen. Hierauf 
werde ich spiter an anderer Stelle eingehen, ebenso auf die Berech- 
nung des Dipolmoments von Athylalkohol, da ich dieser Berechnung 
die Messungen zugrunde legen méchte, die im hiesigen Institut zur- 
“zeit ausgefiihrt werden. 

Herr C. Bergholm irrt ferner, wenn er behauptet, ich hatte bei 
meinen Versuchen insofern einen Fehler begangen, als das wirksame 
Feld K, das an die Dipole angreift, nicht mit der gegebenen Feld- 
stirke E® identisch sei. Bei meiner spezicllen Versuchsanordnung 


1) J. Herweg, ZS. f. Phys. 3, 36, 1920. 
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(Kugel im homogenen elektrischen Felde) ist dies jedoch der Fall. 
Denn das wirksame Feld influenziert im Innern der Kugel ein inneres 
Feld H®; es ist nun ° 


ce Ke. -. (gilt nur fiir die Kugel). 


+2 
Die wirksame Kraft K ist dann . 
wo die Polarisation 
e—l 
SENET? ap 
P ae E 
zu setzen ist.. Also ist 


K— KE (1 bi = : 


Frankfurt a.M., Physikalisches Institut, November 1921. 
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Uber die Streuung 
der Rontgenstrahlen durch die Atome eines Kristalles. 


Von W. L. Bragg, R. W. James und C. H. Bosanquet in Manchester (England). 


Mit drei Abbildungen. (HEingegangen am 13. November 1921.) 


1. In einem in der Zeitschrift fiir Physik ktirzlich erschienenen 
Aufsatz betrachtet R. Glocker1) einige von uns erhaltene experi- 
mentelle Ergebnisse®) von einem theoretischen Standpunkt. Diese 
Ergebnisse sind in Kurven zusammengefaft, in welchen die Amplitude 
der von Natrium- und Chloratomen gestreuten Réntgenstrahlung als 
Funktion des Winkels zwischen auffallender und gestreuter Strahlung 
dargestellt ist. Wir erhielten diese Kurven fiir die atomare Streuung 
von Natrium und Chlor durch Messung des Reflexionsvermégens der 
an verschiedenen Ebenen eines Steinsalzkristalles reflektierten Strahlung. 
Die von uns fiir die Intensitét der Reflexion benutzte Formel ist 
zuerst von Darwin®) aufgestellt worden. Sie enthalt eine Reihe von 
Faktoren; einer von ihnen hangt von der Amplitude der auffallenden 
Welle ab, wahrend die anderen von der Struktur des Kristalles, 
dessen Absorptionskoeffizienten usw. abhingen und leicht ermittelt 
werden kénnen. Indem man das Reflexionsvermégen durch Messung 
bestimmt und die iibrigen Faktoren beriicksichtigt, kann die Amplitude 
der abgebeugten Wellen erhalten werden. 

Die in unserem ersten Aufsatz publizierten Kurven, auf welche 
sich Glocker bezieht, sind nicht so genau wie eine entsprechende 
Reihe von Kurven in einer spiteren Publikation *). Die Unterschiede 
sind indessen nicht betriachtlich. 

Das Interesse dieser Ergebnisse liegt in dem Aufschlu8, den sie 


jiber die Anordnung der Elektronen innerhalb des Atoms bringen. Um 


ein Beispiel herauszugreifen, besteht die Annahme, daB die ionisierten 
Natriumatome in Steinsalz zehn Elektronen enthalten. Wenn diese Elek- 
tronen um den Kern, innerhalb cines Abstandes angeordnet sind, der 


1) R. Glocker, ZS. f. Phys. 5, 389, 1921. 
2) W. L. Bragg, R. W. James, CO. H. Bosanquet, Phil. Mag. 41, 309, 1921. 


3) C. G. Darwin, Phil. Mag. 27, 315, 675, 1914. 
4) w. L. Bragg, R. W. James, C. H. Bosanquet, Phil. Mag. 42, 1, 1921. 
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klein ist verglichen mit der Wellenlinge der Réntgenstrahlung, so wird 
die Amplitude der gestreuten Welle zehnmal gréfSer sein als diejenige,, 
die von einem einzelnen Elektron gestreut wird, da alle abgebeugten 
Wellen einander verstirken. Wenn die Elektronen eine Anordnung 
haben, bei der sie iiber ein griSeres Gebiet zerstreut liegen, so werden 
die von ihnen abgebeugten Wellen interferieren, und die resultierende 
Wirkung wird weniger als zehnmal die Wirkung eines Elektrons be- 
tragen. Wir finden experimentell, da8 dies der Fall ist. Die Kurve A 
in den Fig. 2 und 38 stellt die Amplitude der abgebeugten Welle als 
Funktion von sin dar, wobei ® der Winkel ist, um welchen die 
Welle abgebeugt wird. 

Dies gibt eine Méglichkeit, vorgegebene Atommodelle zu priifen. 
Wir kénnen die von diesen Modellen zu erwartende Streuung mit 
der tatsaichlich beobachteten vergleichen. 

2. R. Glocker hat unsere experimentellen Werte mit denjenigen 
verglichen, die er fiir verschiedene Atommodelle berechnet. Er be- 
trachtet zwei Arten von Modellen. In dem Fall des Natriums z. B. 
besitzt das erste Modell zwei einquantige Elektronen auf einem inneren 
Ring, und acht zweiquantige Elektronen auf einem AufSeren Ring. 
Atome von dieser Art werden in dem Kristallgitter regellos orientiert 
angenommen. In dem zweiten Modell wird den Elektronen eine 
riumliche Anordnung zugesprochen, indem die iuBeren Elektronen in 
den Ecken ‘eines Wiirfels angeordnet gedacht werden. Zur Berech- 
nung der Amplitude der abgebeugten Strahlung benutzt Glocker eine 
von Debye!) aufgestellte Formel. Durch Anwendung dieser Formel 
berechnet er die fiir seine Atommodelle zu erwartende Strenung und 
findet eine sehr gute Ubereinstimmung zwischen dieser und unseren 
experimentellen Ergebnissen. 

Wir hatten versucht, unsere Ergebnisse durch Anordnungen von 
Elektronen auf Kugelschalen zu erkliren, die denen von Glocker 
angenommenen &hnlich waren, und hatten gefunden, daf solche Atom- 
modelle Kurven fiir den Verlauf der Streuung gaben, welche von 
den tatsichlich beobachteten sehr stark abwichen. Wir halten dafiir, 
daB die Ubereinstimmung, die Glocker fand, sich daraus ergibt, dah 
er Debyes Formel, die fiir die Streuwung durch Atome in einem 
amorphen Koérper gilt, benutzt hat, eine Formel, welche auf den Fall 
der mittleren Streuung durch Atome, die in einer regelmaBigen kri- 
stallinen Struktur angeordnet sind, nicht anwendbar ist. 


1) P. Debye, Ann. d. Phys. 46, 809, 1915. 
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3. Die von Debye fiir den Betrag der gestreuten Strahlung ab- 
 geleitete Formel lautet folgendermafen: 


% sin E K Sm.» $10 Z| 
aa Het(L tort) 5s [Pe Hg 
2m2c4 R? 4 
mm 2.1 Sm, 810 = 
i ; 2 
wo ' | 
z e die Ladung eines Elektrons, 
; m-die Masse eines Elektrons, 
t e die Lichtgeschwindigkeit, 
) N die Anzahl der streuenden Atome, 
4 i= oie und 4 die Wellenlinge der Strahlung, 
y Sm,n der Abstand zwischen dem mten und nten Elektron ist und 
die Summation iiber siimtliche Elektronen eines Atoms erstreckt wird. 


V ist in dieser Formel das Verhiltnis zwischen der Intensitat 
der zerstreuten Strahlung im Abstand R vom streuenden Korper und 
der Intensitat der auffallenden Strahlung. 

§ ® ist der Winkel zwischen der Richtung der auffallenden und 
der gestreuten Strahlung. 

Z Der Ausdrack unter dem doppelten Summationszeichen stellt den 
influ8 der Interferenz zwischen den Elektronen eines ‘Atoms dar. 
t Er driickt das Verhiltnis zwischen dem Mittelwert der Intensitat, die 
_ yon einem einzelnen Atom in einer den Winkel ® mit der auffallenden 
Strahlung bildenden Richtung gestreut wird, und der von einem 
 einzelnen Elektron, unter Abnlichen Bedingungen gestreuten Intensitat 
"aus. Fiir kleine Werte von ® wird dieses Verhiltnis gleich n?, wo 
die Anzahl der Elektronen im Atom ist. Glocker gebraucht diese 
 Formel, um die Amplitudenkurven zu berechnen, welche er mit unseren 


_ experimentellen Ergebnissen vergleicht. Er gebraucht den Ausdruck 
a 


mil: a? 
sin [2% 50, nsin 2 | 2 


ARES 


ere 


== 


fir das Verhaltnis zwischen der mittleren Amplitude der von den 
& . . 
-Elektronen eines Atoms gestreuten Welle und der von einem einzelnen 
Elektron gestreuten. Wir halten nicht dafiir, daB dies gerechtfertigt 
€ 


ist. In dem Fall von Debyes Formel summieren wir die Inten- 
sitaten der Strablungsbeitrage der einzelnen regellos verteilten Atome, 
so da8 keine Phasenbeziehung zwischen den Wellen, die von ver- 
eooonen Atomen gestreut werden, in Betracht kommt. In dem Fall 


6* 


ale, 
Set 4 


. @D 
2h Sm,n sin 5 
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der Reflexion von Réntgenstrahlen an den Ebenen eines Kristallgitters 
haben wir die Phasenbeziehung zwischen verschiedenen Atomen in 
Betracht zu ziehen, und dies fiihrt zu einer sehr abweichenden Formel 
fiir die mittlere Streuung des einzelnen Atoms. Ein Beispiel wird 
den groBen Unterschied in der Form der Beugungskurven zeigen, 
welche diesen zwei Betrachtungsweisen entsprechen. 

4. Wir wollen den hypothetischen Fall einer Anzahl Atome, von 
denen jedes nur ein Elektron enthilt, betrachten. Wir wollen an- 
nehmen, da dieses Elektron einen konstanten Abstand von dem Kern 
habe, doch soll die Verbindungslinie zwischen Elektron und Kern 
alle méglichen Richtungen im Raume einnehmen, die Atome sollen, 
dem Fall eines amorphen Kérpers entsprechend, regellos verteilt sein. 

= Um nun die Gesamtstreuung einer Zahl N solcher Atome zu 
berechnen, kénnen wir Debyes Formel anwenden, die hier Geltung 
hat. Der Ausdruck 
sin [2% 5 sin | 3 


=e 


m mn Dyes eee 
: 2 
wird in diesem Falle gleich Eins. Dies Resultat haben wir fiir den 
betrachteten Fall, der mit dem von WN regellos verteilten Elektronen 
gleichwertig ist, zu erwarten. 
Wir wollen nun im Gegensatz hierzu annehmen, daf die Atome 
in einem Kristallgitter in einer Ebene liegen, die Kerne genau in der 


OT a ee 


Fig. 1. 


Ebene, und da8 Réntgenstrahlen von der Ebene reflektiert werden, 
wie in Fig. 1 veranschaulicht wird. 

Die Phase der reflektierten Welle wird aus Symmetriegriinden 
mit derjenigen identisch sein, die an der Ebene, in welcher die Kerne 
liegen, reflektiert wird. Die Phase der von jedem einzelnen Elektron 
gestreuten Welle weicht von derjenigen der resultierenden Welle um 
einen Betrag ab, der fiir einen gegebenen Beugungswinkel nur von 
dem Abstand des Elektrons von der Ebene abhingt. Indem man 


die Beitrage von Elektronen einer groBen Zahl N von Atomen summiert, 


wird die Gesamtamplitude dementsprechend mit derjenigen identisch 


sein, welche sich bei gleichm&Siger Verteilung dieser Elektronen iiber 
die Oberfliche einer Kugel vom Radius a ergibt. 


| 
1 
4 
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Dies gibt fiir die Gesamtamplitude, bezogen auf die durch ein 


 einzelnes Elektron gestreute, den Ausdruck 


N sinw 
ae? 
AGG S: 
u = asin 2° 


Der mittlere Beitrag eines Atoms ist, verglichen mit jenem, der 


sich aus Debyes Formel ergibt, im Verhiltnis 


sin w 


vy 


_ verkleinert. 


Die Kurven, welche die Amplitude der abgebeugten Welle in 


_ Abhiingigkeit von dem Winkel 2 geben, kénnen fiir Glockers Atom- 


2 


modell in derselben Weise berechnet werden, wie wir es oben fir 


das ein einzelnes Elektron enthaltende Atom angegeben haben. 


Wir wollen jene Modelle betrachten, in denen die Elektronen in 
Kreisringen liegen. Fiir Natrium setzt Glocker zwei einquantige 


> Elektronen auf einen inneren Ring mit einem Radius « = 0,056.10~* cm 
und acht zweiquantige Elektronen auf einen auferen Ring mit einem 
Radius «’, der durch 


m% | m(t0—S83) 

a  (10—2—Ss) 

bestimmt ist, wo S, — 0,25 die Abschirmungswirkung der Kernladung 
durch die zwei inneréen Elektronen, S, = 2,8 die Abschirmungswirkung 


(7 


der Kernladung durch die acht iuSeren Elektronen ausdriickt. Es ist 


nicht klar, warum hier die Kernladung gleich 10¢ gesetat ist, da die 


3 Ladung des Natriumkerns lle betragt. Wir wollen indessen die 


Zahlen so nehmen, wie sie von Glocker gebraucht werden. 
Da die Ebenen dieser Ringe nach allen méglichen Richtungen 


orientiert sind, so wird diese Elektronenanordnung im Anschlu$ an 
unsere Ausfiihrungen einer gleichmaBigen Verteilung der streuenden 
Elemente iiber zwei Kugelflichen von dem Radius «% und « dquivalent 


sein. Die Amplitude der im Mittel pro Atom gestreuten Welle, wenn 


wir die von einem einzelnen Elektron gestreute als Einheit nehmen, 
ist durch den Ausdruck 


eA sD : (Fats 3) 
sin (FF sin) sin Fi ae) 


2 aor - eee 
2 


Ao 4m ,. 
—— &sin — — o' gin 


A 2 A 


82 W. L. Bragg, R. W. James und C. H. Bosanquet, 


gegeben. Im Fall des Chlors benutzt Glocker die folgenden Werte 
fiir die Radien der Ringe. 


Zahl der ; j 
Elektronen Quantenzahl Radius i 
2 1 == 008 104em 
’ 
a 
8 9 a’, wo” = Bd 
: ” 
8 3 a'', wo See 


4 


Unser Ausdruck fiir die Amplitude wird so 


. (4a : ($7 of sin a 
he (Z 7 asin 7a sin G a! sin 5) oe ae A | 2) 
A ee @ a 47 
sin — ee sine 


ii 2 A 2 a 2 
Die Kurve B in den Fig. 2 und 3 stellt die aus dieser Formel 


2 


@ ; 
berechnete Amplitude als Funktion von a dar, wabrend in Kurve A 


die tatsichlich beobachteten Werte zum Ausdruck gebracht sind. Es 
ist ersichtlich, daS die Form der berechneten Kurve von derjenigen 
der beobachteten sehr abweicht 1). 

5. Die Messungen, welche den Amplitudenkurven zugrunde liegen, 
schlieBen erhebliche experimentelle Schwierigkeiten ein, und wir hoffen, 
ihre Genauigkeit durch weitere Versuche zu verbessern. Doch glauben 
wir, daB die Fehler in unseren Messungen betrachtlich kleiner sind 
als die Diskrepanz zwischen den berechneten und experimentellen Er- 
gebnissen in den Fig.2 und 3. Die Richtigkeit unserer experimen- 
tellen Werte vorausgesetzt, ergibt sich, daB keine Anordnung in 
Ringen oder Schalen, die fiir den Fall des Natriums zwei und acht, 
bzw. fiir den Fall des Chlors zwei, acht und acht Elektronen ent- 
halten, ihrem Verlauf gerecht werden kann, falls wir die Elektronen * 


1) Bei der Berechnung der Elektronenringe scheint Glocker die Kern- 
ladung fiir Natrium gleich 10e, fir Chlor gleich 18e€ angenommen zu haben. 
Wir haben die Dimensionen der Ringbahnen berechnet, wobei wir die Ladungen 
gleich 11@ bzw. 17e€ annehmen. Wir finden so fiir Natrium 


a 411 — 25) 


a = 0,049 >< 10-8 em, = 6,93, 
: ie tare Uls=9 See, a 
fiir Chlor 
a! 4 (17 — 2,5) 
ce = 0,0316 < 10-8 cm, = : == 
wo oe > (ito ee fee 
al! 9 (17 — 2,5 
= ( 25) ==955, 1. 


«@  (17—8—2— 2,2) 


Die Kurve C in den Fig.2 und 8 stellt den auf Grund dieser Werte ge- 
fundenen Amplitudenverlauf dar. | 
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in jedem Ring bzw. in jeder Schale von dem Kerr 4quidistant an- 
_ nehmen. Wenn die Radien der Ringe so. gewahlt werden, da sie 
fiir kleine Werte von ® Ubereinstimmung mit den experimentellen 
Kurven geben, so treten im weiteren Verlauf Maxima und Minima 
auf, welche mit der experimentellen Kurve fir gréBere ®-Werte in 
Widerspruch stehen. 

Falls die Elektronen in den Ecken eines Wiirfels angeordnet 
sind, so wird auch diese Anordnung (in ihrer mittleren Wirkung) 
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Fig. 3. Amplitudenkurve fiir Natrium. 


A Experimentelle Kurve. 

B Kurve mit den von Glocker benutzten 
Zahlen berechnet. 

C Kurve mit Kernladung gleich 1le ge- 
nommen. 


Fig. 2. Amplitudenkurve fir Chlor. 


A Experimentelle Kurve. 
Bb meri mit den von Glocker benutzten 
Zahlen berechnet. 
Q Or Q2 O3 O4 "Sind 06 ( Kurve mit Kernladung gleich 17e und 
y 


a! 
—— = 83,1 genommen. 
a 


Fig. 2. 


einer gleichmaSigen Verteilung der Elektronen auf einer Kugelschale 
Aquivalent sein. Wir schen so, dal auch fiir diesen Fall die oben ent- 
wickelten Uberlegungen gelten, und daB diese Anordnung deshalb mit 
‘dem experimentellen Befund nicht in Einklang gebracht werden kann. 

Es ist mdglich, eine Anordnung der Elektronen innerhalb des 
Atoms zu finden, welche den beobachteten Werten Rechnung tragt. 
Wir haben eine solche Untersuchung durchgefiihrt, doch wollen wir 
den genauen Verlauf der Amplitudenkurven iiberpriifen, bevor wir 
die Ergebnisse der Offentlichkeit iibergeben. Es mag gesagt sein, 
da8 diese Untersuchung in grofen Ziigen zeigt, daB es auf der auberen 


i 
| 
ii 


, 
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Begrenzung des Atoms, weder fiir Natrium noch fiir Chlor, eine 
Schale mit acht von dem Kern gleich weit abstehenden Elektronen 
geben kann. 

Im Fall des Natriumatoms haben wir die zu erwartende Ampli- 
tudenkurve berechnet, fiir den Fall, daB von den acht auBeren Elek- 
tronen vier kreisformige zweiquantige und vier elliptische zweiquantige 
Bahnen beschreiben; wie sie Bohr kiirzlich!) vorgeschlagen hat. 
Wibhrend es nicht bestimmt ist, welche Dimensionen man diesen 
elliptischen Bahnen zuzusprechen hat, um der Wechselwirkung zwischen 
den Elektronen Rechnung zu tragen, kann gesagt werden, da ein 
solches Modell eine weitaus befriedigendere Ubereinstimmung mit den 
experimentellen Ergebnissen gibt, als ein Modell mit ausschlieflich 
kreisférmigen Bahnen. Die Analyse der experimentellen Kurve deutet 
darauf hin, daB sich im Durchschnitt in der Nahe der auBeren Be- 
grenzung des Atoms eine geringe Zahl von Elektronen befindet (die 
in ihrem Beugungsvermégen etwa drei entsprechen), wahrend die 
iibrigen Elektronen viel naéher an dem Kern liegen. Dies entspricht 
der Tatsache, da8 im Bohrschen Modell Elektronen, die elliptische 
‘Bahnen beschreiben, sich fiir einen Teil der Zeit, in gréBerem Abstand 
von dem Kern, auBerhalb der kreisférmigen zweiquantigen Bahnen, 
befinden. 

Herrn Dr. J. C. M. Brentano méchten wir hier fiir seine freund- 
liche Hilfe in der Vorbereitung dieser Arbeit unseren besten Dank 
aussprechen. Herrn Dr. C. G. Darwin méchten wir fiir manche 
freundliche Ratschlige auch an dieser Stelle danken. 


Manchester, Phys. Inst. d. Univ., 10. November 1921. 


1) Nature 107, 104, 1921. ” 


Klassifizierung der O- und P-Niveaus 
mittels des Auswahlprinzips ftir die Rontgenspektren. 
Von Gregor Wentzel in Miinchen. 


(Eingegangen am 11. November 1921.) 


In einer vorangehenden Arbeit!) wurde das Niveau- und Linien- 
schema der Réntgenspektren hinsichtlich Symmetrieeigenschaften und 


_ Auswahlprinzips untersucht. Die dabei sich ergebende Systematik 


——— 


konnte mit Hilfe des damals vorliegenden empirischen Materials tiber 
die K-, L-, M- und N-Schale erstreckt werden. In dieser Mitteilung 
soll dieselbe durch Ausdehnung auf die O- und P-Schale erganzt 
werden. 

AuBer einigen extrem schwachen Linien machten sich in 8. R. die 
Linien Zw und Lf, mehrmals stérend bemerkbar, indem sie dem 
Auswahlprinzip zu widersprechen schienen; dem lag die Auffassung 
zagrunde, daB Ly der Kombination N, —> L; und LB, der Kombi- 
nation N, —> L, entspriche, gema8 den Additionsbezichungen: 


Lv = Le’ + MB+(L,—L,) [Smekall], (1) 
LB, = Lo' + MB [Coster]. (2) 


Die Giiltigkeit dieser Relationen wird aber nunmehr von Coster?) 
in Abrede gestellt; nach ihm.verdanken beide Linien ihren Ursprung 
der O-Schale, und zwar tieferen Energieniveaus derselben, die zum 
Teil in den Energiebereich der N-Schale hineinreichen. Das Auswahl- 
prinzip befiirwortet diese Auffassung, da hierbei die oben genannte 
Schwierigkeit fortfallt. Wie im folgenden gezeigt wird, lassen sich 
namlich die Anfangsniveaus jener Linien als O-Niveaus quantenmibig 
derart deuten, daS dem Auswahlprinzip Geniige getan wird. Nun 
besteht allerdings die Linie L8, nach Dauvillier®) aus zwei Kom- 
ponenten. Die hirtere derselben entspricht der neuen Costerschen 


- Auffassung und gehorcht also dem Auswahlprinzip ; wir miissen sie 


nach Sommerfeld unter Weiterbildung der Moseleyschen Be- 
zeichnungsweise DA nennen. Die andere Komponente erfiillt aber 


1) Zur Systematik der Réntgenspektren (im folgenden zitiert als S. R.), 


ZS. f. Phys. 6, 84, 1921. 


2) D. Coster, O. R. 178, 77, 1921; ZS. f. Phys. G, 185, 1921. 
3) A, Dauvillier, C. R. 173, 647, 1921. 


86 Gregor Wentzel, 


die Costersche Relation (2), entspricht also der alten Costerschen 
Auffassung [d. h. der Kombination N,,1) —> L,| und verstéBt dem- 
nach gegen das Auswahlprinzip. Tas 
Nach S. R., Schema II (S.97) gestattet das Auswahlprinzip 
folgende Kombinationen der 5 O-Niveaus mit den 3 L-Niveaus: 


0; dh, 0: —> Igy Og — "dees Op yy Op a ee O;—> La. 


Dieselben entsprechen genau den Kombinationen acer 5 M--und 3 
L-Niveaus (vgl. Dauvillier, C. R. 173, 137, 1921, Anm. 1 auf 8. 137). 
Den Niveaupaaren (0, 0,) und (0;0,) hat man in Analogie zu (IM, M,) 
und (M;M,) reguliren Dublettcharakter zuzuschreiben (vgl. S. R., § 3, 
und ZS. f. Phys. 7, 86, 1921); schatzt man demnach die Dublett- 
differenzen 0, — O, und 0,— O, mit Hilfe der relativistischen Dublett- 
formel ab, so ergeben sich die entsprechenden Wellenlangendifferenzen 
in der L-Serie als unmeSbar klein®). Die Niveaupaare (0, 0,) und 
(O; 0,4) werden sich hiernach in der L-Serie wie einfache Niveaus 
O,, und O;, auBern, und man hat also folgende Kombinationen 
O —> L zu erwarten: 


Oy; Ly,’ 01, —> Digg V03, > 153 0, 1, OF ee 
Diese sind aber zweifellos mit den Linien: 
Lt, L& id, LA, te) 


zu identitizieren. In der Tat, definiert man die Niveaus 0,5, Os,, O; 

als Anfangsniveaus von €, ~, A, so reprisentiert O,, die héchste, O,, 

eine mittlere und O, die tiefste Energiestufe. Die Niveaupaare (0, 03) 

und (0,0;) haben irregularen Dublettcharakter, d. h. konstante 
y-Differenzen, wie aus folgender Tabelle hervorgeht: 


1) Die Bezeichnung Nj, deutet an, daB sowohl das Niveau N, als das 
Niveau No an der Emission der Linie beteiligt sein kénnen; diese Niveaus lassen 
sich wegen ihrer grofen Nahe*in der L-Serie kaum unterscheiden. Entsprechen- 
des gilt im folgenden fiir Oj, Os, und Po. 

2) Nimmt man die O-Schale als dreiquantig an (m + mn’ = 3), so unter- 
scheiden sich die O-Dubletts von den M-Dubletts blo&S durch die (um etwa 
18 + 382 = 50 gréfere) Abschirmungszahl, und man erhilt fiir die konstanten 
Wellenlangendifferenzen etwa 0,5 bzw. 1,3 X-E. Ist die O-Schale aber, wie man 
nach Bohr (Nature-Brief vom 16. September 1921) annehmen mu&, nur ,schein- 
bar“ dreiquantig, in Wirklichkeit aber fiinfquantig (n + n’ = 5), so werden 
die Differenzen noch viel kleiner. In letzterem Falle wird die Radialquanten- 
zahl n' in der O-Schale die Werte 2, 3, 4 annehmen, entsprechend den Werten 
3, 2, 1 der Azimutalquantenzahl m; dies wird von den in §. R., § 4 mitgeteilten 
Tatsachen im Zusammenhang mit Bohrs neuesten Anschauungen gefordert. 

8) Diese Linie, die mit LA die regulire L-Dublettdifferenz bilden wiirde, 
wurde von Coster bei mehreren Elementen mit zweifelhaftem Erfolge gesucht. 
Sie hat wohl, wie ihr Analogon Ly = M; —> Lg, sehr geringe Intensitiit. 


- 
é 


a a a a” a 


ARES REE. 


Klassifizierung der O- und P-Niveaus mittels des Auswahlprinzips usw. 87 


z | 74 | 78 | 79 | 81 | 82 | 83 | 92 
V O54 — VO - ks a 1,5 | (2,7) | (2,6) aT 9,2 | (2,7) | 17 
VOs —V Os. « Pe | 0,7 (—0,6)| (0,0) 0,6 0,8 — 0,7 
PO VU,,- . 2 fF 9,8 f° 21 2,6 2,3 3,0 — | 2,4 


Die Tabelle wurde berechnet mit Hilfe der Formeln: 
0,, = L,—L, Oz, = 1; —Ly, 0; = L,—Li}) 

auf Grund der Zahlenangaben von Duane und Patterson (Proc. 
Nat. Acad. 6, 509, 1920), Coster und Dauvillier (Il. «). Die 
Schwankungen der 4 Vv-Werte, die bei Z = 78, 79 und 83 besonders 
auffallend sind (runde Klammern), riihren lediglich von der Unsicher- 
heit der Absorptionskante L, her*). Dies erkennt man durch Addition 
der AYv-Werte beider Dubletts; da n&mlich die Differenz (0, 0,) 
verschwindend klein ist, ist auch fiir das Niveaupaar (0, 0;) Konstanz 
yon A yv zu verlangen, und diese ist in der Tat (vgl. die letzte Zeile 
obiger Tabelle) unverkennbar; die von Lz herriihrenden Schwankungen 
sind hier eliminiert. 

Die von Dauvillier entdeckte harteste L-Linie des Urans (Ly), 
die wir im Sinne von Sommerfeld Zo nennen, entstammt, wie 
Dauvillier selbst bemerkt, offenbar’ der P-Schale. Diese ist nach 
Bohr ,scheinbar“ zweiquantig, d. h. sie ist, was ihre Besetzungszahl, 
ihre Unterteilung und die Anordnung und Form ihrer Elektronen- 
bahnen auGerhalb der O-Schale anlangt, der zweiquantigen D-Schale 
ahnlich. Nimmt man also an, da die P-Schale wie die L-Schale 
3 Niveaus P, (m =n = 2), P, (m= 2, n=1) und P; (m=n= 1) 
besitzt, von denen P, und P, sehr eng benachbart sind, so hat man 
folgende Kombinationen P—> L zu erwarten: 


Po gels Py, > 1s 
> i Die A i —> | 
ip il = ay 1— 1 Bi —— I th 2 ih 


Die Linie L@ entspricht zweifellos der Kombination P,,—> Ds 3 
das Niveau P,, liegt (bei U) noch um etwa 4v/R-Einheiten héher als Oy. 


' P, fallt wohl so nahe mit O;, zusammen, da8 die Linien P; — Ly, 


P; — L, von LE und L# nicht zu trennen sind. Ware die P-Schale 
scheinbar mehr als zweiquantig, so miiBte iiber P, noch ein P-Niveau 
mit den Quantenzahlen m —n-—= 3 angenommen werden, und dieses 


1) Bei den Elementen 74 W, 81 Tl und 82 Pb ist LA von Dauvillier nicht 
gemessen; hier wurden die f,-Werte von Coster verwendet. 
2) Vgl. A. Dauvillier, 1. c., 8.648 unten. 
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wiirde durch Kombination mit L, eine Linie erzeugen, die im Spektrum 
zwischen Lf und der Absorptionskante ZL, zu suchen ware. Eine 
solche Linie ist aber nach de Broglie und Dauvillier nicht vor- 
handen!). Damit ist unsere obige Annahme, da in der P-Schale 
n<m<2 ist, unabhingig von Bohr begriindet. 

Zusammenfassung. Durch die vorliegenden Uberlegungen ist 
die Systematik der Réntgenspektren auf die inBerst peripher gelegenen 
Atomschalen ausgedehnt: die in 8. R., § 1 behaupteten Gesetz- 
miBigkeiten erstrecken sich tiber das gesamte Réntgen- 
gebiet der Spektren. Nur wenige, auBerst schwache Linien fiigen 
sich der Systematik nicht ein. Zum Teil verdanken sie, wie die 
Linien LT, —> K (Duane und Stenstrém), M, —>L;,, M, — Lz, 
Nig —> Iy, ihre Entstehung einer Durchbrechung des Auswahlprinzips; 
einige, wie Dauvilliers Linie By und die bei leichten Elementen auf- 
tretenden Ka- und K#-Satelliten lassen sich aber iiberhaupt nicht in 
unserem Niveauschema unterbringen. Letztere Linien entstehen, wie 
Verfasser demnichst an anderer Stelle zeigen wird, unter besonderen 
Tonisationsbedingungen. 

Im einzelnen ist zur Vervollstandigung und Berichtigung der 
friiheren Arbeit 8. R. zu bemerken, daB Zw der Kombination 0,, —> Ls, 
LA (Dauvilliers hartere ~Lf,;-Komponente) der Kombination 
0; > L,, Lo (Dauvilliers Lys) der Kombination P,,—> ZL, ent- 
spricht. Alle drei Linien gehorchen dem Auswahlprinzip. 


Miinchen, Institut f. theor. Physik, November 1921. 


1) L. de Broglie und A. Dauvillier, C. R. 172, 1650, 1921. Die von 
diesen Verff, ad hoc aufgestellte Hypothese wird durch die Annahme der schein- 
baren Zweiquantigkeit und unser Auswahlprinzip iiberflissig. 
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Die elektromagnetische Welleninduktion, I'). 
Von Karl Uller in Giefen. 


Mit einer Abbildung. (Eingegangen am 11. November 1921.) 


1. EHinleitung. Die Physik von heute ahnt nicht, was 
Induktion ist. Das klingt im héchsten Grade vermessen, driickt 
aber genau und sachlich den Tatbestand aus. Wenn man einen 
Praktiker fragt, was Induktion sei, so wird er antworten, daB es er- 
fahrungsgemaf$ die Erzeugung von elektrischen Spannungen langs 
Leitern in Anwesenheit eines magnetischen Feldes sei, insbesondere 
lings ganz oder fast geschlossener Leiterschleifen nach Mafgabe der 
Anderung der Zahl der umzingelten ,Jnduktionslinien“. Diese Aus- 
sage ist eine von den Erfahrungen an quasistationiren Feldern von 
Faraday, Lenz und anderen abgezogene Definition der Induktion, 
mit quantitativem Einschlag. Es driickt sich darin die Uberzeugung 
aus, da Induktion eine dem elektromagnetischen Felde eigentiim- 
liche Eigenschaft sei, ferner daB der an fast geschlossenen Leiter- 
schleifen cecingeleitete induktorische Vorgang zutreffend und unter 
Beriicksichtigung des vom induzierten Strome hervorgerufenen Magnet- 
feldes vollstindig durch obigen Satz wiedergegeben sei, und schlieBlich, 
daB dieser Satz das Wesen der Induktion zum Ausdruck bringe. 
Wenn wir schon jetzt unsere Meinung sagen sollen, so ist das letzte 
und erste nicht richtig, das zweite nur mit Zusatzen und dann nur 
in Anniherung; eben diese gute Annaherung ist mitschuldig an der 
Verschleierung des Vorganges. — Stellen wir einen Theoretiker von 
heute auf die Probe und fragen ihn, was Induktion sei, so wird er, 
genétigt, ganz bestimmt also erwidern: Wozu die Frage?! Dariiber 
belehrt uns doch die auf den Erfahrungen von Faraday und Hertz, 
sowie auf den zahllosen des technischen Alltags an geschlossenen und 
ungeschlossenen beliebigen Bahnen beruhende zweite Maxwell- 


pier tz sche Grundgleichung, die ja doch bekanntlich aussagt: Besteht 


ein elektromagnetisches Feld (€; Nt) in einem System von beliebigen 


-K6rpern, so ist fiir eine beliebige Flache o, umrandet von der Kurve 8, 


die elektrische Randspannung 


Ve . (ds€) = —5{ (ao, uM). II. MH.-G1. 


1) Vorgetragen in der Sitzung des Hessengaues der Deutschen Physikalischen 
Gesellschaft in Frankfurt am 7. November 1921. 
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Man nennt diese Beziehung geradezu die Induktionsgleichung. Sie 
bringt als II. MH-Gl. das allgemeine Gesetz fiir die erfahrungs- 
gemiB in einer beliebigen, materiellen, geschlossenen Kurve von dem 
umfaBten magnetischen Felde induzierte elektrische Spannung zum 
Ausdruck; sie liefert in Verbindung mit der I. MH-Gl. die Dar- 
stellung des Induktionsvorganges vollstindig. Stellen wir uns dem- 
gem%B nun als Feldtrager insbesondere einen einzigen, unendlich 
ausgedehnten, homogenen Kérper vor und in ihm ein veranderliches 
elektromagnetisches Feld, so sollen wir in dem Ausbreitungsspiel der 
beiden verschlungenen Felder fortwahrende Erzeugungen von Induktions- 
spannungen in beliebigen Kurven sehen, induktorische Vorginge, 
welche elastischen Scherungsfeldern, die bekanntlich nach dem gleichen 
Gesetze sich ausbreiten, fremd seien. Wir kénnen entschieden be- 
streiten, dafS erfahrungsgemaB in jeder beliebigen Kurve Induktion 
statthat. — Wenden wir uns noch den Schépfern und Systematikern 
Maxwell und Hertz zu. Aus ihren Werken geht hervor, daB sie 
die Induktion als ein Urph’inomen des veranderlichen elektromagne- 
tischen Feldes ansehen, nicht an der Richtigkeit und Vollstindigkeit 
der oben zuerst genannten Fassung des Vorganges zweifeln, indessen 
vom Hypothetischen der IJ. MH-GI. durchdrungen sind, als einer von 
ihnen versuchsweise aufgestellten Verallgemeinerung des Induktions- 
gesetzes im engeren Sinne, die durch die Hertzschen Entdeckungen 
jedoch ihre Rechtfertigung gefunden habe. Leider ist dem nicht in 
allen Stiicken so. Es wird sich herausstellen, daS die Grundgleichungen 
von neuem zur Erérterung gestellt werden miissen, und zwar infolge 
eben des Induktionsproblems. Keiner hat sich je Gedanken tiber das 
Wesen der Induktion gemacht, kaum einer ist von der Problematik 
unserer bisherigen Auffassungen und Grundgleichungen durchdrungen. 
Sie anzuzweifeln erledigt den Zweifler in den Augen der heutigen 
Fachwelt. a 

Halten wir uns — fern von ihr — am Experiment. Induktion 
stellen wir immer nur an zwei Kérpern fest. Das ist der eine 
wesentliche Zug, und der andere: die ausnahmslose Voraussetzung 
eines veranderlichen Feldes. Bei der Induktion muB8 es sich also 


um Wellen handeln, entweder um solche, die in einer Unstetigkeitsfliche 


entstehen, oder um solche, die gegen eine einfallen. Die erstere 
Méglichkeit stellen wir noch zuriick. Fallt eine Welle ein, so miifte 
nach der oben formulierten, heute herrschenden Auffassung allemal 


ein Induktionsfall vorliegen.. Aber kein Physiker und zumal kein 


Elektriker denkt — jede Theorie beiseite lassend — daran, die ge- 
brochene Welle als Induktionserscheinung gelten zu lassen, auch in 


y 


4 


a 
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& ; 
_ Leitern nicht. Er sieht allezeit, daB der Transformator eine Induktion 


awn ENO A 


- 


erméglicht, deren Folgeerscheinung ein Strom auch auBerhalb des 
Induktionsgebietes ist; wir fiigen hinzu: eine Welle in die Fernleitung 
hinein. Induktion ist, wenn man sich naiv seinen Erfahrungen iiber- 


—*(1abt, eine eigentiimliche Wellenerzeugung und -ausbreitung. Dabei 


ist man geneigt sie fiir eine dem elektromagnetischen Felde eigene 
za halten. Jeder denkende Fachmann schlieBt so aus seinen Er- 


-fahrungen. Er vermag aber nicht die Besonderheit dieser merk- 


wiirdigen Felderscheinung klar zu erschauen, noch viel weniger die 
Bedingungen fiir ihr Entstehen anzugeben, obschon es, wie die Lite- 
ratur zeigt, an ernsten Bemiihungen — bezeichnenderweise nur von 
Elektrikern — gerade in neuerer Zeit nicht fehlt. Was ihm haupt- 


_ saichlich im Wege steht, ist die iiberlieferte Vorstellung von der 


Wechselwirkung quasistationirer Stréme und magnetischer Kraft- 


_ felder, die wohl als Nahewirkung, aber nicht als Wellenwirkung auf- 


gefaBt wird, sowie die Unkenntnis vom Wesen der Drahtwellen, all- 
gemeiner der gebundenen Wellen. 
Jetzt gehen wir daran, die Hiille vom Induktionsgeheimnis wegzuziehen. 
Uns den beiden Hauptgleichungen der Feldtheorie, die auf den 
Induktionserfahrungen aufgebaut sind, zuwendend, behaupten wir 


' gunichst: es ist geradezu unméglich aus der Betrachtung derselben 
_irgend etwas iiber das Wesen der Induktion auszumachen oder zu 


folgern. Diese Hauptgleichungen haben mit dem Induktions- 
problem itiberhaupt nichts zu tun. Induktion ist keine Kigen- 
tiimlichkeit elektromagnetischer Felder. Wo irgend in der Theo- 


 retischen Physik es Grundgleichungen gibt, welche Beziehungen 
_ zwischen Flachen- und Randintegralen enthalten, ist es gar nicht 
gesagt, daB es Induktion geben miisse. Anderseits kann es auch 
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Induktion geben auf Grund von irgendwelchen raumzeitlich ver- 


_ Anderlichen Feldgleichungen, die keine Rand- und Flachenintegrale 


enthalten. Liegt uns ein System von elektromagnetischen Feld- 


_ gleichungen vor, das beansprucht umfassend und richtig zu sein, 80 


muB8 aus ihm das gesuchte System der Induktionsgleichungen her- 


leitbar sein. Umgekehrt sind die so gewonnenen und an der Er- 
fahrung allseitig gepriiften und zutreffend befundenen Induktions- 
" gleichungen eine starke Stiitze fiir die Richtigkeit der Feldgleichungen. 
Aber aus solchen Feldgleichungen sind die Induktionsgleichungen 


oe tees er 


nicht ablesbar. Diese gerade in der Elektromagnetik — die doch ihre 
Existenz hauptsichlich den Induktionserfahrungen verdankt — gellende 
Ungereimtheit riihrt daher, daB die allgemeinen Grundgleichungen 
immer Beziehungen in einem Wellenzustand aufstellen, d. i. in einem 
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System sich durchkreuzender Wellen. Die Induktionsbedingungen 
dagegen gehen aus dem Gehaben nur einer Welle hervor, und zwar 
aus einem besonderen Gehaben einer Welle gegeniiber einer Un- 
stetigkeitsflache. Denn, um es schlieBlich in positiver Wendung 
auszusprechen: Das Wesen der Induktion ist — allgemein 
gesprochen — die.Erzeugung gebundener Wellen. Induktion 
tritt insbesondere ein, wenn eine Welle von gewisser Be- 
schaffenheit in gewisser Lage gegen eine Grenzflache zweier 
Koérper von gewissen Eigenschaften anlauft. 

Induktion wurde ein Einfallproblem genannt. Daraus folgt, daf 
wir nicht, wie die bisherige Meinung ist, aus der IJ. MH-GI. in Ver- 
bindung mit der I. die notwendigen Bestimmungsstiicke der Induktion 
entnehmen kénnen, dabei das elektrische und das magnetische Feld, 
beide in ein Primarfeld und ein Sekundirfeld zerlegend. Denn die 
in jenen Grundgleichungen in Beziehung gesetzten elektrischen und 
magnetischen Felder € und M sind bei Induktion die Uberlagerung 
von mehr als zwei und von anderen Feldern, namlich der einfallenden 
Welle und der an der U-Flache von ihr ausgelésten Wellen. . Die 
Abhiangigkeiten dieser Sekundarwellen von der einfallenden Welle 
vermégen aber im allgemeinen die beiden Grundgleichungen ar sich 
weder in Integral- noch in Differentialform anzugeben. Damit ver- 
liert die bisherige Auffassung der Induktion den Boden unter den 
FiiBen. Da8 die IJ. Grundgleichung nur eine eingebildete Induktions- 
gleichung ist, ergibt sich schon daraus, daB es nicht immer Induktion 
gibt, obgleich immer die IJ. Grundgleichung gelten soll. 

Es gibt auch nicht eine Induktionsgleichung in Integralform, 
sondern ein System von Ausdriicken, die sich wie bei den Einfall- 
formeln nur auf Feldpunkte in der U-Flache beziehen. Um zu ihm 
zu gelangen, hat man — und das ist theoretisch das Be- 
deutungsvollste — aus den Grundgleichungen zunadchst den 
Bau einer Welle zu entwickeln und dann mit dem ge- 
wonnenen Gleichungssystem einer Welle das Einfallproblem 
zu lésen. An den EHinfallformeln wird ersichtlich, daB& sie 
unter Umstanden versagen. Dann liegt ein Sondereinfall. 
vor, der uns nétigt fiir ihn das Einfallproblem von neuem 
und von einem neuen Gesichtspunkt aus aufzunehmen: yon 
dem der Entstehung einer Zweimittelwelle, die sich durch 
Gebundenheit an die U-Flache auszeichnet. Man sieht, es 
handelt sich bei der Erklarung des Wesens der Induktion nicht um 
eine vage Spekulation, sondern um den Aufweis des logischen 
Skelettes dieser geheimnisvollen Erscheinung. 


fy eth t 
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An diese Aufgabe treten wir nun heran, zunachst fiir die elektro- 
magnetische Induktion an ruhenden Kérpern und insbesondere von 
Planwellen eclementarer Zeitform an Unstetigkeitsebenen. Vorher 
wollen wir aber noch auf eine Denkschwierigkeit hinweisen, die dem 
Verfasser sehr lange im Wege gestanden hat. Jeder Wellentheorctiker 
wird namlich nach einiger Uberlegung kritisch werden und einwenden: 
mehr als zwei Sekundarwellen, die doch im allgemeinen bei Einfall 
entstehen, lassen die Grenzbedingungen, deren bekanntlich vier sind, 
gar nicht zu. Nennt man (w,; ¢) eine Welle in (1), (1g; eg) eine 
Welle in (2), so sind zuniichst w, und w, nach dem Koexistenzgesetz 
der ‘Wellennormalen in Abhingigkeit von dem einfallenden ; véllig 
bestimmt. Fiir e; und e, bleiben die Bedingungen der Divergenz- 
losigkeit (e,1v;) —= 0 und (eg 19) = 03; dazu die vier Grenzbedingungen, 
welche die Abhingigkeit der e, und e, von dem cinfallenden e; liefern. 
Somit sind auch e, und e, véllig bestimmt, und es bleibt keine Be- 
dingung fiir irgend eine andere Welle. Wir werden dagegen zeigen, 
daB unter Umstinden drei Sekundirwellen auftreten, von denen eine 
eine gebundene Wellenfianke ist. ; 

Wir setzen nun, wie schon 6fters!), fiir eine Welle an 

eE= 1/, le. et(Pt vt) ek a mia: 
— ¢—w"t— 8") (eo! cos (v't + D') —e". sin(v’t + ®’)}; 
M = 1/, {me Pt) + m*.e-MTM}; 


ein angesetztes Sternchen deutet den konjugiert komplexen Ausdruck an. 

Wenn wir nicht gerade stark gebeugte Wellen vor uns haben 
und von den Feinheiten im Wellenbau absehen k6nnen, diirfen wir 
in der Umgebung eines Punktes der U-Ebene die Wellenflichen ® als 
Ebenen, deren Gefalle wir mit w bezeichnen, ansehen und die Wellen- 


_ yektoren e und m als konstant. Dann genitigen die Wellenansitze den 


Feldgleichungen, die eine Uberlagerung von Wellen darstellen, wenn 


Ww? == Ae. m == 4; (1) 

a..¢ = [mw] Gm it = — [ew] 
; der 2 
aoe (m w) oacr oe (e 1) ( ) 


‘die Wellenparameter a, und a, setzen sich in der MH-Theorie wie 


folgt aus den Kérperparametern éud und dem Zeitparameter v zu- 


sammen re 
Qe = (— thy) v/V = Ev/ Ve On = bY, V, 


wobei'42V die Lichtgeschwindigkeit sein soll. Hine solche Welle 
sollen wir nun gegen eine U-Ebene, deren Normale f sei, einfallen 


1) ZB. ZS. £. Phys. 3, 363, 1920. 
Zeitschrift fir Physik. Bd. VII. 7 
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lassen. Schen wir zu, was an bisherigen Einfallformeln vorliegt. 
Wir haben da, wenn 7, den Einfallswinkel der Wellennormale be- 
zeichnet, fiir den Fall w, = u.; 4, = 0 = A, unter Zerlegung der 
Welle parallel und senkrecht zur Einfallsebene 


tg (7, — ig) 2 cos i, . sin dy ; 
Cor = ay RT Cpa ——) Saye : : am epee 
te (4, + 4%) sin (7, + i.) . cos (4; —%g) (3) 
sin (7, — 2) ik ees 2 cos %, . sin ty * | 
Csr ain (i; cs in) si) ‘a sin (i, re is) si 
Der Winkel 7, darin ist definiert durch sin?,/sin7; = Ve /€ und 


wird Brechungswinkel genannt. In der MH-Theorie sind die é positive 
GréBen. Der Winkel 7, existiert also nur so lange, als Ve, /é .sin 44 
nicht gréBer als eins ausfallt. Tritt letzteres aber ein (Totalreflexion), 
dann ist 7, nur eine RechengréSe und es entwickelt sich eine Welle, 
die man kaum eine gebrochene nennen kann. Der Vorgang in beiden 
Mitteln wird aber doch von vorstehenden Formeln beherrscht. An 
ihnen ist charakteristisch, daB die Nenner nicht so verschwinden 
kénnen, da8 die Zahler endlich bleiben. Die Formeln geben also 
immer die Lésung, falls ein Einfallswinkel 7, existiert, auch wenn 
A. = 0; man hat dann nur é, durch é, —id,/v = &, zu ersetzen und 
zu beachten, daB V2/éu dann nur mehr der Dimension nach das 
Quadrat einer Geschwindigkeit ist. Sie gelten ferner auch dann noch, 
wenn die € und w komplex sind. Die Lésung ist nun aber eine 
ganz formale. Wellennormale und Strahlung fallen auseinander; die 
Transversalitat des Feldes ist verloren; der Brechungswinkel nicht 
durch i, gegeben. Die obigen Formeln gelten auch noch, wenn sin 4, 
komplex ist, aber nur unter einer gewissen Bedingung. Im allgemeinen 
existieren nimlich in einer Welle zwei Systeme von Wellenflichen: 
die Phasenflichen (®') und die Amplitudenflachen (©"), selbst wenn das - 
Mittel Wellenenergie nicht verschluckt, es existieren demgemi Phasen- 
normalen wy’ und Amplitudennormalen iw’, die beide einen Winkel 
miteinander bilden; beide zusammengefaSt in w — w' + iéw” wollen 
wir kurz das Wellennormalenpaar nennen. Die obigen Formeln gelten 
nun aber nur, wenn die Ebene, die w' und w” enthalt, durch das 
Flachenlot £ geht, also wenn in unserer Zeichensprache 
(E [wi wi']) = (E [rs w*]}) = 0 

ist; in der tiblichen Darstellung: wenn eine kartesische Komponente 
von w bei der iiblichen Lage des Bezugssystems nicht existiert. Die 
obigen Einfallformeln sind also nicht die allgemeinen. 
Aber gerade diese sind es, die wir brauchen. Das Studium der 
Wellen in der drahtlosen Telegraphie hatte mir schon vor vielen 
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Jahren die Erkenntnis gebracht, da8 die iibliche Darstellung der 
Planwelle eine zu enge und keine angemessene war. Ich schuf 
mir eine neue und weite Form, die man die wellenkinematische 
nennen kann, weil alle Gréfen eine allgemeine, wellenkinematische 
und auch anschauliche Bedeutung haben. Als erste Frucht fiel mir 
die Entdeckung der gebundenen Wellen in den Scho8. Sie fiihrte 
mich weiter zu der Erkenntnis, daB das Induktionsproblem in ruhen- 
_ den K6rpern ein Sonder-Welleneinfall-Problem sei. Da sah ich mich 
_genétigt die Einfallformeln fiir Planwellen in vdlliger Allgemeinheit 
-aufzustellen und vorher zu verdffentlichen, um den Umfang des 
eigentlichen Themas nicht zu sehr anschwellen zu lassen. — Von den 
_ Grundgleichungen nehmen wir an, daf sie der Form nach zutreffen; 
fiir uns sind also die a, und a, irgendwelche komplexe Wellen- 
parameter. Wie die Physik zu ihnen gelangt ist, kénnen wir dahin 
- gestellt sein lassen. Nur ihre Ausdeutung machen wir uns nicht zu eigen. 


2. Die Sondereinfalle. Es lauten‘) die allgemeinen elektro- 
-magnetischen Einfallformeln 


wie —= w; — (w; f) f = w, — (w, f) F = wa — (wal) £5 (1) 
wy = a, — (wf)? = a, — (0,1)? =e (wa £)?, (2) 
_ woraus sich w, und wg in Abhangigkeit von a,, a, und w,; berechnen 


lassen. Dabei ist 
; (w, f) = — (w; 8), (3) 
und das Vorzeichen von 

(toa f) = Va, — a + (1; f)? (4) 
-dadureh bestimmt, da& (wa f) fiir a, — a, mit (w,f) zusammenfiallt. 
Die so bestimmten GréBen (w,f) und (wa f) treten aber auch in den 
}- Ausdriicken fiir e, m,; eg mg auf. Das in (1) und (2) sich ausdriickende 
- Koexistenzgesetz der Wellennormalenpaare gibt die méglichen Wellen- 
-normalenpaare fiir jede der angesetzten Sekundarwellen an, gleich- 
_giiltig, ob sie auftreten kann oder nicht. Dariiber bestimmen stets 
erst die Bedingungen, denen die Wellenvektoren, hier e und m, der 
_betreffenden Welle unterliegen. Hinsichtlich (w,f) ist uns das ge- 
: lanfig von der Brewsterschen Bedingung fiir reflexionslosen Kinfall 
“her. Ebenso ist (taf) im Grunde genommen bloB eine Abkiirzung 


~ 


fiir Ya, — a, + (mf)? Kommt eine Welle im zweiten Mittel durch 


| 1) K. Uller, Brechung und Zuriickwerfung elektromagnetischer Wellen 
_ (Verh. d. D. Phys. Ges. 16, 875, 1914). Vorstehende Formelnu sind gegen die a. a. O. 
} etwas anders geschrieben. Auch erwies es sich als zweckmASig die Zeiger an 
| 


™. und N,, zu vertauschen. 


' 7 
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den Einfall wirklich zustande, so ist (waf)f wirklich die Normal- 
komponente des gebrochenen Wellennormalenpaares, kommt es aber 
nicht zu einer Welle, so bleibt (waf) eine eindeutige Ab- 
kiirzung fiir den genannten Wurzelausdruck. 

Den elektrischen Wellenvektor e zerlegen wir rechnerisch in 


= (ef)E+ (erm) we/w; und e, = (e[w])[mf]/we. (3p, 38) 


Maite. 


Dementsprechend nennen wit in der einfallenden Welle die Kompo- _ 


nente von ©, die f und ty, proportional ist, die P,-Komponente und 
die Komponente, die [wf] proportional ist, die S,-Komponente. Die 
P- und S-Bezeichnungen beziehen sich auf ,parallel* und ,senk- 
recht zur Einfallsebene“, diese Ausdriicke wie immer sym- 
bolisch verstanden. In Wirklichkeit gibt es an U zwei Ebenen, 
die sich im Lot f schneiden, von denen die eine die ww’ aller Wellen, 
die andere die w” aller Wellen enthilt. Da wegen der Divergenz- 
losigkeit des €-Feldes (e¢1;) = — (ef) (wf), kénnen wir auch schreiben 

ep = (ef) (f — (wF)/rw;e . wy}. (3p) 

Nun entnehmen wir der angezogenen Stelle 


Ae» (Wi f) T Ge, (wa f) Qey { (1; y= (wv, f) } 


(ef) = = (e:f); (eat) = N, (ef); (4p) 
Ne == — ae, (w, f) + ae, (ta £); 
(¢e[mpt]) = — See Oe) — tm 009 Gt, 
(bg [wa f]) ae, Amy {(1w; ue (wa t)} (e; [1w; fl); (4 8) 
dN Ams (1, f) — am, (wa f). 


Da diese Formeln allgemein und in ihnen aile Gré8en komplex 
sind, ist im Gegensatz zu den speziellen Einfallformeln 3) in § 1 die 
Moéglichkeit vorhanden, da8 bei endlichem Zihler die Nenner N, bzw. 
Nm durch Null hindarchgehen. In der Tat tritt unter Um- 
standen fiir N. baw. N, der Nullwert auf, ohne daB gleich- 
zeitig der zugehérige Zaihler verschwindet. Den Beweis hier- 
fiir stellen wir noch zuriick. 

Dann versagen die Hinfallformeln. Das besagt, da8 dann 
die physikalischen Voraussetzungen, auf denen diese Formeln beruhen, 
versagen; es existiert dann eben nicht die angesetzte Sekundirwellen- 
Gemeinschaft! — Was nun aber, wenn die Wellenparameter in beiden 


Mitteln derart sind und in der einfallenden Welle 1; gegen die U- | 


Flaiche so orientiert ist, daB die Voraussetzungen fiir das Verschwinden 
von NV. oder N;, vorliegen? Diese mathematische Frage heischt eine 


| 


“ 
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S physikalische Antwort, denn es ist klar, daB auch dann die einfallende 


Welle ein physikalisches Geschehnis einleiten muB.’ 


Unter diesem Liésungszwang betrachten wir den ersten Sonder- 


 einfall: N, — 0, wobei N,, endlich ist. Dann ist 


TR 


mag & 


i. 


(wat) = ae,/Ge,- (wrt) == — ae,/ Ge, - (10; f) (5) 
wobei wir im Auge behalten miissen, daB, wie oben besprochen, (vq f) 
nur eine Abkiirzung ist fiir Va, —a,+(w;f)?. Indem wir quadrieren, 


ergibt sich im Hinblick auf (2) 


(1 f)? Az — ay 
ae (6) 
Ae Aes Ue, 
oder auch 
2 2 
A, Ue, — A, a 
2 é Whkes3 2 “e 
pt = Big ee (7) 
Gey — Oey 


Das sind aber genau dieselben Ausdriicke, die bei der 
gebundenen Zweimittelwelle I. Art eine fundamentale Rolle 


spielen! Wenn N, = 0, ist sonach die Moéglichkeit einer gebun- 
denen Welle I. Art gegeben; entsprechend, wenn N,, — 0, die Méglich- 


keit einer gebundenen Welle IJ. Art, in der +a, mit + am vertauscht 


 erscheint. Sind die Voraussetzungen fiir das Verschwinden 


SN ON 


TEL ONT 


q 


i 


: 


von N, bzw. von Np» gegeben, so haben wir keinen gewohn- 
lichen Einfall vor uns, bei dem zwei freie Sekundiarwellen 
an der U-Fliche hervorgerufen werden, sondern je einen 
Sondereinfall, bei dem neben etwaigen freien Sekundar- 
wellen noch eine gebundene Welle zustande kommt, die wir 
Induktionswelle benennen wollen. Dieser Name ist gewahlt, 
nicht nur weil er den Vorgang in Kiirze gut wiedergibt, sondern auch 
weil die Induktionswelle I. Art es ist, die bei der Faradayschen 


- Induktion auftritt. 


Wenn nun w,, eine Wurzel der Gleichung Ne = 0 ist, 


- d.h., wenn das einfallende Wellennormalenpaar w; in bezug auf das 


Flichenlot f gerade so liegt, daB der Nenner Ne in den Formeln (4p) 


p fiir’ (e, f) und (eaf) verschwindet, wobei w;; der Formel (7) genigt, 


dann treten P,-Komponenten in der zuriickgeworfenen und 
in der gebrochenen Sekundiarwelle nicht auf, dann spaltet 
sich die einfallende Welle in drei Wellen! Die P.-Kompo- 
nente der einfallenden Welle ,induziert“ im angrenzenden 
Kérper die Flanke einer gebundenen Welle, in untrennbarer 


~Gemeinschaft mit welcher sie als P,-Induktionswelle, auch 


Induktionswelle I. Art genannt, lings der U-Flache von ihr 
gefiihrt fortlauft. Die S.-Komponente der einfallenden 
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Welle spaltet sich in eine zuriickgeworfene und in eine 
gebrochene freie S,-Welle, und zwar wie sonst nach den 
Formeln (458). 

An Stelle der Formeln (4p) tritt also ein anderer Zusammenhang. 
Erinnern?) wir uns, daB fiir die gebundene, bimediare Planwelle I. Art, 
der wir den Zeiger b geben, neben den Formeln (6) und (7), die aus 
(1, £)/ae, == (iv, f)/a.. hervorgehen, die folgenden gelten 

eng == — (ty F) (eof) Woe/tres = My —=_—- Mot — Ae (en F) [wr FE] ve 

Mit w,; und (ef) ist diese gebundene Welle vollstandig, wenn 
auch zweideutig in bezug auf die Richtung des Energietiberganges 
durch die U-Fliche, gegeben. Wenn nun iiberhaupt durch Einfall 
eine Induktionswelle entstehen kénnen soli, dann mu nach dem Ko- 
existenzgesetz der Wellennormalenpaare sein 

Wot == Wit, (8) 
so daB dann zur vollstandigen Beschreibung dieser gebun- 
denen Welle lediglich noch die Kenntnis des einen Skalars 
(eof) erforderlich ist und das Vorzeichen von (mf). 

Bei dem durch NV, = 0 bestimmten Einfall laBt sich die indu- 
zierte gebundene Welle nur so von der anlaufenden P,;-Komponente 
abhangig machen, da diese selbst zur Wellenflanke der Induktions- 
welle auf der Anlaufseite wird, in Formeln ausgedriickt, wenn wir 


ee (0,1) = (Gt) und (wi, ) es. (9, 10) 

Die genannte anlaufende Welle induziert nun auf der anderen 
Seite der U-Flache unmittelbar die GréSen 

(es, f) — Ge, | Aes : (e; D5 (105, f) = Mey / Ae, « (1; f) (11, 12) 
_ (08) a8) 

Qe, Wit 
aus welchen Werten an der U-Flache sich nun die zweite Flanke der 
Induktionswelle seitlich entwickelt. 

Wir sehen, da8 beim Sondereinfall die Grenzbedingungen 
zweimal gesondert zur Erfiillung kommen, einmal bei den 
P-Komponenten und einmal bei den S-Komponenten. Darin 
liegt die Lésung der oben erwahnten mathematischen Paradoxie. 

Die Verhiltnisse sind in beifolgendem Bilde der Anschauung 
naher gebracht, worin die Wellenstiicke zwischen zwei benachbarten 
Energiebahnen gezeichnet sind. Es ist rein schematisch und symbo- 
lisch zu verstehen. Die Strahllinien  liegen in Wirklichkeit nicht 


Che t = Cb, ¢ SS 


Fe (13) 


1) ZS. f. Phys. 3, 364—365, 1920. 
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immer in einer Ebene. Die Wellennormalenpaare liegen, wenn 
(£[1; w*]) == O in zwei Ebenen, die sich im Flachenlot f schneiden. 

Das Wort Induktion, mit welchem einst Faraday die Strom- 
erzeugung in Leiterdrahten bezeichnete und durch Kraftlinienschwall 
oder -schwund erklirte, damit freilich véllig in die Irre gehend, gibt 
ersichtlich den Vorgang in Kiirze treffend wieder. Es handelt sich 


hier in Wirklichkeit um die Einfiihrung oder Einlassung einer 


anlaufenden Welle in eine U-Flache, derart, daB sie ab- 
gewandelt in untrennbarer Gemeinschaft mit der von ihr 
auf der anderen Seite hervorgerufenen Zweimittel-Flanken- 
welle an der Flache von ihr gefiihrt entlang liuft. Diese 
Einlassung geht nur unter gewissen Bedingungen fiir 
die anlaufende Welle und das Kérperpaar vor sich. Faraday 


gebraucht das Wort in der Bedeutung von Influenz, indem er die Schei- 
dung der Elektrizitaiten im Leiter durch die Anderung des_,,Elektro- 
tonischen Zustandes“ fiir das wesentliche der seltsamen Erscheinung 
hielt. Diese Scheidung ohne Beriihrung ist aber eine ganz unwesent- 
liche und nicht immer anuftretende, also eine gelegentliche Neben- 
erscheinung. it 

Die Breite der Welle zwischen zwei benachbarten Strahllinien 3 


ergibt sich aus der Auwendung des Energieprinzips auf einen ge- 
schlossenen Raum, der das Induktionsgebiet umfaBt. Demzufolge ist 


' die Energie der austretenden Induktionswelle gleich der Energie der 


P.-Komponente der einfallenden Welle, vermindert um die Energie- 
verschluckung im Innern. 

Anf eines mu man scharf achten: nicht immer, wenn (7) erfiillt 
ist, ist N. = 0; aber umgekehrt, wenn VN. = 0, ist immer (7) erfillt. 
Das kommt von der physikalisch notwendigen Beseitigung der Doppel- 
deutigkeit der Wurzel Va, — 4, + (w; £2 = (waf) her. Die Gl. (6) 


100 Karl Uller, 


und (7) fiir die Betrige von (1w»,f), (ws, f) und ww sind so oder in 
der spiiter zu besprechenden allgemeinen Form immer erfiillbar, d. h. 
an jedem Kérperpaar ist eine elektromagnetisch gebundene 
Welle méglich. Aber nicht an jedem Korperpaar ist die In- 
duktionsbedingung WN, = 0 erfiillbar, also nicht an jedem 
Korperpaar ist die Erzeugung einer elektromagnetisch ge- 
bundenen Welle durch Einfall méglich. 

Die Einfallformeln (4) versagen ferner im zweiten Sonder- 
einfall: NV,, = 0, wobei N, endlich ist; jetzt hinsichtlich der S,-Kom- 
ponenten. Dann spaltet sich ebenfalls die einfallende Welle unter zwei- 
maliger Erfiillung der Grenzbedingungen in drei Wellen: in eine 
S.-Induktionswelle, auch Induktionswelle II Art genannt, wobei 
die Energie der einfallenden S,-Komponente auf diese iibergeht, 
ferner in eine freie zuriickgeworfene P.-Welle und in eine freie ge- 
brochene P,-Welle. Die Induktionswelle II. Art ist praktisch lange 
nicht so ausgeprigt, wie die I. Art, weil die Unterschiede der magne- 
tischen Erregungsbeiwerte wu, und «lg bei weitem nicht so gro sind 
als die der é und 4. 

Es gibt also zwei Induktionsméglichkeiten, und nur zwei, 
wie wir spiter beweisen werden. 

Sehr haufig tritt der wichtige Fall auf, daB in der Nachbarschaft 
von U noch eine Unstetigkeitsflache U’ sich befindet, die eine ge- 
bundene Welle heranfihrt. Dann entsteht, wenn an U die Vorbedin- 
gungen fiir Induktion gegeben sind, eine Induktionswelle mit 
Doppelfiihrung an U’ und U. 

Das System der Beziehungen (5) bis (13) wollen wir das System 
der Induktionsgleichungen J. Art nennen, worin die erste Beziehung 
die Vorbedingung fiir Induktion enthalt. Entsprechend gibt es auch 
ein System von Induktionsgleichungen II. Art. 

Ist insbesondere der eine der beiden Kérper schlecht leitend, der 
andere sehr gut, so wird nach (6) und (7) 

(to; €)2/wi, & a,/a, == &,/ Eo (14) 
eine sehr kleine bzw. eine sehr groBe Zahl. Bei Induktion von Luft 
her gegen Metall ist daher die Lage des Wellennormalen- 
paares in der induzierenden Welle fast streifend, von Metall 
gegen Luft fast normal. 

3. Besprechung derInduktionsgleichungen und allgemeine 
Zusammenfassung. Zuvodrderst haben wir zu rechtfertigen, weshalb 
wir bei Sondereinfall die einfallende Welle lieber anlaufende be- 
nennen. Indem bei gewéhnlichem Einfall die einfallende Welle die 
U-Flache erreicht, erzeugt sie in ihr die Ursprungswerte fiir. die 


Z 
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-Sekundirwellen und verschwindet hier aus der Welt. Eine Riick- 


_ Wirkung von dem Treffgebiet her auf den Bau des noch nicht an- 


gekommenen Wellenteils findet deshalb nicht statt. Die einfallende 
Welle bleibt, wie wir sagen kénnen, steif. Wiirde auch bei Sonder- 
einfall die ankommende Welle verschwinden, dann miiBte die indu- 
_zierte gebundene Sekundirwellenflanke auf der anderen Seite von U, 
indem sie das Treffgebiet verliBt, sich eine neue Flanke im ersten 
K6rper induzieren, denn sie allein befriedigt ja nicht die Grenzbedin- 
gungen. Damit ware aber auerhalb des Treffgebietes eine Energic- 


_wanderung vom zweiten Korper zuriick nach dem ersten Kérper not- 


wendig verbunden und dementsprechend eine Kriimmung der w-Linien 


nach dem ersten Kérper zu. Dieser Vorgang wire physikalisch ab- 


=" 


-surd; im Hinklang damit béte sich auch keine mathematische Hand- 
habe zu seiner Darstellung. Es bleibt sonach nur die Vorstellung 


iibrig, die spater auch auf Experimente gestiitzt wird, namlich, daB 


bei Sondereinfall die induzierende Komponente der ankommenden 
Welle nicht verschwindet, sondern im Verein mit der auf der anderen 
Seite induzierten Wellenflanke langs der U-Flache von dieser gefihrt 
fortliuft, wobei auf dem ganzen Wege neben diesem Teil, der sich 
in die Induktionswelle umwandelt, gleichzeitig Zuriickwerfung und 


_ Brechung vor sich gehen kann, herriihrend von der nicht-induzierenden 
- Komponente der ankommenden Welle. Dadurch nun, da8 die indu- 


mien. 


zierende Komponente der ankommenden Welle nicht wie bei 
gewohnlichem Einfall verschwindet, geht von der U-Flache 


eine Riickwirkung auf die gesamte anlaufende Welle vor 
sich: sie wird umgestaltet, abgewandelt, verbogen. Im all- 
-gemeinen werden die Wellenflichen der anlaufenden Welle nicht 


parallele Ebenen sein, wird mithin das w-Feld ortlich variieren, und 


awar derart, daB w? = a—idivw ist. Die Induktionsbedingungen 


AS 


-variieren also auch mit dem Ort, und zwar so, da sie in einem zu- 
sammenhingenden Gebiet der U-Fliche zusammenhingend erfiillt ist. 


Eine weitere Beeinflussung erfahrt bei Sondereinfall die anlaufende 


i Welle durch andere benachbarte U-Flachen. Denn an solchen wird 
der an U weiterlaufenden Welle Energie entzogen durch Reflexion 
“und Brechung, sowie durch etwaige Induktion ihrer Flanke an jenen. 
Die Induktionsbedingungen betreffen auBer der Natur 
des Kérperpaares lediglich das anlaufende Wellennormalen- 


“pa ar.w,;, und nicht die elektrischen oder magnetischen Wellenvektoren e; 


“und m;,. Fiir die Richtungen der Feldlinien sind aber diese und nicht 
w; maBgebend, und iiber ihre Bewegung sagt keine Theorie etwas 
aus. Deshalb ist es verfehlt, sich den Vorgang der Induktion 


4 
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durch Einfall unter dem Bilde des ,Schneidens von Feld- 
linien* von seiten der U-Flache vorzustellen und die Feld- 
linien auch ,f[nduktionslinien* zu nennen. 

Die Induktionswellen fallen, bezogen auf die einfallende Energie, 
am stirksten aus, wenn freic Sekundirwellen nicht abgespalten 
werden kénnen, sonach, wenn in der anlaufenden Welle eine S,- 
Komponente bzw. eine Sn-Komponente nicht vorhanden ist. Ist 
das Feld in der induzierenden Welle nicht so orientiert, 
daB eine elektrische Normalkomponente in bezug auf die 
U-Flache auftritt, so kommt eine Induktionswelle I. Art 
nicht zustande, obgleich die Induktionsbedingungen fir 
das anlaufende Wellennormalenpaar erfillt sind; es treten 
dann nur freie Sekundarwellen auf. Hier wird der Gegensatz zur 
bisherigen Auffassung sehr deutlich. Hertz (Ausbreitung der elek- 
trischen Kraft, S.10—11) meinte: ,,.Wenn die elektrischen Kraftlinien 
senkrecht zum Draht stehen, kann ein gerader wellendurchflossener 
Draht auf einen benachbarten parallelen Draht keine Induktions- 


wirkung ausiben“. Wir werden sehen, daf es an Metallen gerade © 


dann Induktion gibt. — Hinsichtlich der Induktionswelle II. Art gilt 
das gleiche, wenn eine magnetische Normalkomponente nicht vor- 
handen ist. 

Weiter mu8 uns auffallen, daB die uns gewohnte Feldrick- 
wirkung nicht sichtbar ist. Geht die anlaufende Welle vollstandig 
in die Induktionswelle iiber, dann ist das magnetische Feld der Induk- 
tionswelle im wesentlichen gleich dem magnetischen Felde der an- 
laufenden Welle, also gleich dem ,,fremden“ Felde. Gegenfelder gibt 
es nur bei Uberlagerung von Induktionswellen, woriiber spiter aus- 
fiihrlich gesprochen werden soll. 

Ferner stellen wir fest, da8 die Induktionsbedingungen symme- 
trisch sind hinsichtlich der Zeiger (1) und (2). Wenn daher In- 
duktion méglich ist fiir den Einfall von (1) her, so ist sie 
auch méglich fiir den Einfall von (2) her. Dabei bleibt die Lage 
der Wellennormalenpaare in jedem der beiden Mittel die gleiche; nur 
die Richtungen sind die entgegengesetzten in beiden Kérpern und 
damit auch die Strahlungen. 

Dennoch ist Induktion ein unumkehrbarer Naturvorgang. 
Denn die induzierte Welle wurzelt als gebundene Welle in der U- 
Flache und wird von ihr gefiihrt, soweit die Flache sich erstreckt; an 
Verzweigungslinien der Fliche verzweigt sich die Welle, und zwar 
ohne Zuriickwerfung. Wohl kénnen die beiden Wellenflanken der 
Induktionswelle sich seitlich ausdehnen, an benachbarten U-Flichen 
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Reflexion und Brechung erfahren oder erneute Induktion, kénnen an 
starken Kriimmungen nicht unmittelbar der U-Flache benachbarte 
Teile der Wellenflanken sich vermége ihrer Wellentragheit scheinbar 
unabhangig von der U-Flache weiter bewegen, niemals und nirgendwo 
aber kann die induzierte Welle ihre Wurzeln, mit denen sie sich 
gleichsam an der Erzeugungsfliche anklammert, verlieren. Deshalb 
kann nie eine induzierte Welle, umgekehrt, eine freie ausfallende 
Welle werden. 

Nicht im Widerspruch mit der Unumkehrbarkeit der Induktion 
steht die obige. Aussage iiber die Verkehrbarkeit der Induktions- 
méglichkeit. Diese bezieht sich auf den Einfall von dem anderen 
Mittel her. Das wird deutlich an dem Beispiel eines platten- 
férmigen, induktiven Kérpers, der in ein homogenes Mittel ein- 
gebettet ist. Hier ist zweifache Induktion méglich, und zwar 
mit Verkehrung der Induktionsbedingungen. Die gegen die eine 
Oberfliche anlaufende Primarwelle wandelt sich ganz oder zum Teil 
in eine Induktionswelle um und deren innere Flanke lauft gegen 
die andere ‘parallele Oberflache von innen her an, wobei ae, und ae, 
sowie (waft) und (w;f) ihre Rollen vertauschen, und an ihr fort als 
zweite Induktionswelle. Es lauft sonach an Platten bei Sondereinfall 
die Induktionswelle in Doppelfiihrung entlang, in welcher Welle natiir- 
lich der Teil an der zweiten Oberfliche geschwacht ist, wenn die 
Platte Energie verschlucken kann. Wahrend die Strahlung an der 
einen Oberfliche in die Platte hineingeht, tritt sie an der anderen 
Oberfliche aus der Platte ganz oder zum Teil wieder heraus. Wir 
werden spater auch doppelgefiihrte Wellen mit zweiseitiger Strahl- 
richtung kennen lernen. Die doppelgefiihrte Welle lauft am Ende 
der Platte durch sich selbst hindurch, wobei an der Innenseite partielle 
Reflexion auftreten kann. — 

Wir wollen nun unsere Erklarung der Induktion kurz 
zusammenfassen und der bisherigen Meinung gegeniiber- 
stellen. Nach der letzteren ist Induktion einfach: Spannungserzeu- 
gung elektrischer und magnetischer Art langs jeder materiellen Linie 


durch jedes veranderliche Feld, und somit jedes veranderliche Feld 


induktorisch. Im Gegensatz zu dieser einfachen, aber dunklen, 
herrschenden Meinung ist Induktion eine ganz eigenartige, eine aus 
unseren gewohnten Vorstellungen vollig herausfallende, tiefwurzelnde, 
aber nicht dem elektromagnetischen Felde eigentiimliche Erscheinung. 
Induktion ist ein Wellenvorgang, und zwar Umwandlung einer unter 
besonderen Umstinden einfallenden und gegen eine besondere Un: 
stetigkeitsflache anlaufenden Welle in eine gebundene Welle, unter 


Se 
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etwaiger Abspaltung einer zuriickgeworfenen und einer gebrochenen 
freien Welle. Solcher Induktionen sind zweierlei Art méglich. Der 
Entstehungsbedingungen sind drei: Die Eigenschaften des Kérper- 
paares in Verbindung mit der Zeitform der Welle miissen eine ge- 
wisse Ungleichung erfiillen, die, wie wir besonders noch nachweisen 
werden, aus Gl. (5) in § 2 hervorgeht; zweitens muS das anlaufende 
Wellennormalenpaar eine gewisse Lage zur U-Flache haben, die von 
den Kigenschaften beider Kérper und der Zeitform der Welle ab- 
hangig ist, Gl. (6) und (7) ebenda; drittens mu die anlaufende Welle 
eine Normalkomponente zur Fliche haben, eine elektrische in der 
Induktionswelle I. Art, eine magnetische in derjenigen II. Art, Gl. (9) 
bis (13) ebenda. Wie auch die anlaufende Welle polarisiert sein mag, 
die induzierte Welle I. Art ist ,senkrecht zur Einfallebene polarisiert“, 
die II. Art ,,parallel* derselben. Lauft daher durch ein Mittel, in 
welchem zylindrisch geformte Kérper parallel zueinander eingebettet 
sind, ein Komplex von Phasenwellen normal zur Erzeugenden, so ist die 
Sekundarstrahlung der Induktion I. Art polarisiert. Die Kérper kénnen 
verschiedenartig scin, wenn sie nur induktiv sind. Entspréchendes gilt 
hinsichtlich der Sekundarstrahlung der Induktion IJ. Art. Nicht jede 
Spannungserzeugung ist induktiv. Nicht der Schwall oder Schwund 
von Feldliniengarben, nicht das Schneiden von Feldlinien seitens der 
Materie, nicht die Richtung einfallender Feldlinien bedingen Induktion. 
Das findet immer in verdnderlichen Feldern statt und lieBe sich auch 
fiir elastische Felder konstruieren. Solche Bilder stellen sich leicht 
ein, wo man bemiiht ist, einen auf unsere Sinne direkt nicht einwir- 
kenden Naturvorgang, dessen Gesetzmafigkeit man im wesentlichen 
erkannt glaubt, sich auch in unserer Vorstellung abspielen zu lassen. 
Auch gibt es nicht zwei sich iiberlagernde Induktionskrafte1): ,die- 
jenige, welche die Anderung der auSeren magnetischen Kraft hervor- 
bringt, und die Wirkung der fuBeren elektrischen Kraft.“ Indu- 
zieren kann nur ein einfallendes, ein fremdes Feld; dies ist die Ursache, 
die induzierte Welle die Wirkung. Induktion ist auch nicht Interferenz 
eines Primarfeldes und eines Sekundirfeldes. Feldlinien, insbesondere 
Stromlinien, kénnen nicht aufeinander induktorisch einwirken. Magne- 
tische Gegenfelder gibt es nur bei Uberlagerung von Induktionswellen. 

Wir entdecken bestiirzt: Auf unverstandenen Induktions- 
erfahrungen sind die MH-Gl. aufgebaut worden! — Wieviel 
Gliick trotzdem dabei gewesen und welche neue Erkenntnisse durch die 
Aufdeckung freigelegt sind, werden wir noch zeigen. 


1) Drude-Kénig, Physik des Athers, 2. Aufl., 8. 531. Stuttgart, Enke, 1912; 
nach dem Vorgang von Hertz, Ausbreitung der elektrischen Kraft 1892, 8. 87. 
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Die Dimensionen der elektrischen Einheiten. 
Von R. Rinkel in Kéln. 


(Hingegangen am 12. November 1921.) 


Der Verfasser méchte hier fiir eine neue Festsetzung der Dimen- 
sionen der elektrischen Einheiten in Verbindung mit einer anschau- 
licheren Gestaltung der Elektrizititslehre eintreten. Irgend eine Ande- 
rung der GréBe der Kinheiten der Elektrodynamik und ihrer 
Bezeichuungen braucht damit nicht verbunden zu sein, nur ware es 
zweckmibig, daB die bisherigen besonderen Einheiten der Elektro- 
statik verschwanden und denen der Elektrodynamik angepaBt wiirden. 

Der Anblick der kreisférmigen magnetischen Kraftlinien, die 
einen stromdurchflossenen Leiter umgeben, legt die Auffassung nahe, 
‘daB8 hier Rotationsvorgange vorliegen. Es erscheint dem Verfasser 
deshalb wiinschenswert, von der iiblichen Anschauung, da der Strom 
lings des Leiters flieBe, abzugehen und dafiir anzunehmen, daB der 
Strom in dem Leiter rotiert, wie etwa eine Welle mechanisch sich 
dreht. Diese Annahme wird auch durch folgende Uberlegung wahr- 
scheinlich gemacht. Elektrizitit pflanzt sich mit Lichtgeschwindigkeit 
durch den Draht fort. Betrachtet man die Elektrizitét unter dem 
Bilde der Elektronen, so wiirde die Stromstarke als Menge der in 
der Zeiteinheit durch den Querschnitt flieBenden Elektronen er- 
scheinen; eine durch einen Querschnitt flieBende Menge ist aber pro- 
portional der FlieBgeschwindigkeit. Damit ergibt sich hier die 
Schwierigkeit, daB man es mit zwei Geschwindigkeiten zu tun hat: 
einmal mit der konstanten Fortpflanzungsgeschwindigkeit der Elek- 
trizitit und zweitens mit der von der Stromstarke abhingigen Ge- 
schwindigkeit. Es scheint dem Verfasser nicht zulassig zu sein, etwa 
zu sagen, daS nur ein mehr oder weniger grofer Bruchteil der vor- 
handenen Elektronen an der Fortbewegung teilnimmt, der mit der 
Stromstirke wichst. In einem homogenen Drahtmaterial befinden 
_sich alle Elektronen — wenn man solche iiberhaupt annimmt — 
unter ganz gleichen Bedingungen, und es liegt kein Grund vor, dah 
nur ein Teil davon in Bewegung kommen soll, dessen GréBe von der 
angelegten elektrischen Spannung abhingt. Es miissen vielmehr alle 
Elektronen gleichmaSig in Bewegung kommen, und zwar mu sich 
die Bewegung mit Lichtgeschwindigkeit fortpflanzen; dann wird es 
aber unmdéglich, noch von einer zweiten mit der Stromstiirke variie- 
renden Geschwindigkeit langs des Drahtes zu sprechen. Dieser 
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Schwierigkeit wird man dagegen sofort Herr, wenn man die Elek- 
tronen sich nicht lings des Drahtes fortbewegen, sondern an Ort und 
Stelle rotieren liBt. Die Rotationsgeschwindigkeit entspricht dann 
der Stromstiérke und die durch Anlegen der Spannung eingeleitete 
Rotation pflanzt sich mit Lichtgeschwindigkeit langs des Drahtes 
fort, so wie sich ein mechanisches Drehmoment lings einer Welle 
fortpflanzt mit einer Geschwindigkeit, die von ihren Elastizitats- 
verhaltnissen abhangt. 

Von dieser Anschauung ausgehend, gelangt man zu einer ein- 
fachen und klaren, iibereinstimmenden Vorstellung aller elektrischen 
Erscheinungen, sowohl auf dem Gebiet der Elektrostatik wie der 
Dynamik. Wie man sich das Bild der Rotation im einzelnen aus- 
malen will, ist in das Belieben eines jeden gestellt. Man kann sich 
denken, daS der Elektronenring jedes einzelnen Atoms in Rotation 
fiir sich kommt, wenn man der Bohrschen Atomtheorie folgt. Man 
kann aber auch die Elektronen als Gesamtmasse im Querschnitt 
rotierend ansehen. Diese Frage soll hier nicht weiter gepriift werden, 
da sie fiir das Folgende belanglos ist. 

Auf Grund unserer Auffassung stellen wir uns vor, daB die 
elektrische Spannung einem Drehmoment, die Stromstarke 
einer Winkelgeschwindigkeit entspricht. Daraus geht sofort 
der dipolare Charakter der elektrischen Erscheinungen hervor, ohne 
da8 man genétigt wird, von zwei Arten Elektrizitit, positiver und 
negativer, zu sprechen, es handelt sich einfach immer um Relativ- 
verdrehungen. Von diesen beiden GréSen ausgehend, ergeben sich 
alle tibrigen ohne jeden Widerspruch und gew&hren uns ein an- 
schauliches Bild der Vorgiinge. 

Es ist die Dimension eines Drehmomentes = Kraft x Linge 
= Masse . Beschleunigung . Linge = mil?t-2; die Dimension einer 
Winkelgeschwindigkeit ist.f-1. Daher schlagt Verfasser vor 
fiir die 


Dimension einer elektr. Spannung EF . . . ml2t-2) 
. » Stromstitke J 2) J. 5% ial 
Damit wird die Dimension eines elektrischen Effektes E. J/m22t-3. 


ml2t—2 
a = mit} 


als Drehmoment fiir die Winkelgeschwindigkeit 1. Bisher gilt fiir 
den Widerstand die Dimension einer Geschwindigkeit, was aber zu 
irgend einer brauchbaren Vorstellung tiber die physikalische Funktion 
des Widerstandes nicht fiihrt. Dagegen gibt uns der Widerstand als 
das bei der Winkelgeschwindigkeit 1 widerstehende elektrische Dreh- 


Fiir den Widerstand W erhalt man aus W = E/J = 


- 4 
‘ 
u 


“moment sofort ein klares Bild des physikalischen Vorganges; man 
_ sieht ein Medium vor sich, das der Bewegung der Elektronen einen 
Widerstand entgegensetzt, der direkt proportional der Drehgeschwindig- 


_keit ist. 
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Weiter wird die Dimension einer Elektrizitatsmenge Q = J.t 
= t!}.t =i? = 1; die Elektrizitatsmenge wird dimensionslos, sie ist 
_ nichts weiter als der in ¢sec von den sich drehenden Elektronen 
_wuriickgelegte Winkel. 


* 


In einem Stromkreis, dessen Kapazitaét C betrigt, wird durch die 


2 
Spannung £ eine elektrische Arbeit aufgespeichert A = oe Die 


Arbeit als Produkt von Effekt und Zeit hat die Dimension m/?t—?; 
m12t—2 1 


2A : - : : ; R 
aus C = 2 ergibt sich die Dimension fiir C (m121-2)3 =e ges 


Vee 


“~* 


me eh 


vet 


1 
oder fiir E> ml2t-?. Der reziproke Wert der Kapazitét hat also 


“die Dimension eines elektrischen Drehmomentes, d.h. die Kapazitit 
‘gibt uns den reziproken Wert der Spannung an, die wir anlegen 
_miissen, um eine elektrische Torsion 1 zu erziclen. Die im Dielektrikum 
‘sitzenden Elektronen kénnen nur tordiert, aber nicht in dauernde 
“Drehung versetzt werden. Uberschreiten wir mit der angelegten 
" Spannung die Grenze der ,elektrischen Torsionsbruchfestigkeit“ des 
“Dielektrikams so erfolgt ein teilweises oder schlieBlich vollstindiges 
 Nachgeben der Elektronen, es tritt Stromleitung, Koronabildung an 
Leitungen usw. cin. 


Hiermit ist die Verbindung von Elektrostatik und Elektrodynamik 
_hergestellt, und sinngema8 sollten die heutigen elektrostatischen Ein- 
heiten, die bisher auf Grund rein mechanischer Wirkungen geladener 
_Kérper abgeleitet wurden, geindert werden. Kinen einzelnen elek- 
-_trisch gcladenen Kérper gibt es iiberhaupt nicht, denn die +-Ladung 
_besteht einfach in den Torsionsspannungslinien, die von dem geladenen 
'Korper zur ungeladenen Umgebung verlaufen. Das wird bisher durch 
die wenig klare entgegengesetzte Influenzladung ausgedriickt. 


Die Kapazitit ist also nichts weiter als die elektrische Torsions- 
fahigkeit und die simtlichen Kapazitétserscheinungen decken sich 
yollstindig mit den mechanischen Torsionsvorgangen. Legen wir eine 
_ Spannung an eine offene Leitung, so wird sie entsprechend ihrer 
lektrischen Torsionsfihigkeit tordiert werden, es tritt ein Ladungs- 
strom auf, ebenso wie eine lange Welle, die an einem Ende fest- 


ehalten wird, durch ein Drehmoment in sich tordiert wird. 
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In einem Stromkreis mit dem Selbstinduktion skoeffizientenL 


; LJ? 
speichert ein Strom J die elektromagnetische Arbeit A = ayo auf ; 


: ‘ 2 Ae : F 
Dimension ml2t-2; daraus ergibt sich fir Z — — die Dimension ~ 


J2 
“"__ — mB; das ist aber die Dimension eines Tragheits- 


momentes. Damit gewinnt der sonst so unanschauliche Selbst- 
induktionskoeffizient wirkliches Leben in unserer Vorstellung; er ist 
einfach das Trigheitsmoment der Rotationsbewegung, die wir elek- 


trischen Strom nennen. wird das Beschleunigungsmoment der 


Ld 

inte 
aJ Fihow ss . - 
ae denn die Dimension wird m/?t—?. 

Der Selbstinduktionskoeffizient eines Stromkreises von z Win- 
dungen, in denen ein Strom J die Kraftlinienzahl N erzeugt, ist 
eave of daher N = pes! 
die Dimension eines Produkts aus Trigheitsmoment und Winkel- 
geschwindigkeit, das ist aber die BewegungsgréBe rotierender 
Bewegung, entsprechend @.@, wenn © Trigheitsmoment, @ Winkel- 
geschwindigkeit der mechanischen Rotation. Damit erhalten wir also 
auch fiir die Kraftlinienzahl eine dem _ physikalischen Vorgang 
quantitativ und qualitativ entsprechende Vorstellung; wir haben in 


Winkelbeschleunigung 


= ml2t—). Die Kraftlinienzahl hat also 


den Kraftlinien nicht gespannte elastische Bander vor uns, sondern 


einen Bewegungsvorgang von Massen, die mit einer gewissen Winkel- 
geschwindigkeit rotieren und einen Energievorrat reprasentieren. 

Simtliche wichtigen GréBen der Elektrizititslehre sind so einem 
lebendigen Verstindnis erschlossen und die einheitliche Darstellung 
des ganzen Gebietes der Elektrostatik und der Elektrodynamik auf 
Grund dieser Vorstellungen bietet keine Schwierigkeit. Auf die Be- 
ziehungen zu elektrochemischen Vorgangen wollen wir an dieser 
Stelle nicht eingehen; auch sie werden sich leicht klarstellen lassen, 
wenn man mehr vom energetischen Standpunkt ausgeht und die 
materielle Auffassung von einer atomistischen Elektrizitit in den 
Hintergrund treten 1laBt. 

Man wende nicht ein, da& die Auffassung des Verfassers eine 
grob mechanische sei. Sie ist es viel weniger als die heute wieder 
in Aufnahme gekommene Idee einer besonderen Elektrizititsmaterie. 
Wir betrachten die Vorginge lediglich vom energetischen Stand- 
punkte und meinen allerdings, daS irgend ein Substrat, ein Trager 
der Energie vorhanden ist, wahrscheinlich der Ather. Aber man 


: 
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gewinnt eine lebendigere Vorstellung, wenn man nicht nur mathe- 
matische Formeln hinschreibt, sondern die elektrischen Energie- 
vorginge physikalisch begreifen kann. 

Die Bedeutung der hier gegebenen Vorstellung geht aber weit 
iiber cine einfache Analogie hinaus; Verfasser ist vielmehr tiberzeugt, 
da die elektrischen Vorgiinge tatsiichlich als Torsion (statisch) und 
dauernde Drehung (dynamisch) verlaufen, teils der Elektronen, teils 
des Athers. Auf weitere Einzelheiten soll aber hier zunachst nicht 
weiter eingegangen werden. 


Kéln, Physikal. Institut der Universitat, 10. Nov. 1921. 
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Der experimentelle Nachweis 
des magnetischen Moments des Silberatoms. 
Von W. Gerlach und QO. Stern in Frankfurt a. M. 
(Vorlaufige Mitteilung.) 
(Eingegangen am 18. November 1921.) 


Vor kurzem hat der eine von uns einen Weg zur experimentellen 
Priifung der Richtungsquantelung aufgezeigt!). Die dort erwihnten 
experimentellen Untersuchungen miissen aus 4uferen Griinden voriiber- 
gehend unterbrochen werden. Es sei uns daher gestattet, im folgen- 
den kurz das bisher sichergestellte Ergebnis mitzuteilen, da es uns 
bereits von hinreichendem Interesse zu sein scheint. 

Ein Silberatomstrahl von 1/.)mm Durchmesser geht in hohem 
Vakuum (10-4 bis 10-?mm Hg) hart an der Kante des schneiden- 
formigen Polschuhs eines Elektromagneten [Halbringelektromagnet 
nach du Bois 2)] vorbei. Der Strahl kommt aus einem kleinen (1/, em? 
Tnhalt), elektrisch geheizten, stahlernen Ofchen durch eine im Deckel 
befindliche, 1mm? grof8e, kreisférmige Offnung. Der Ofen ist von 
einem wassergekihlten Mantel umgeben. Etwa lem vom Ofenloch 
entfernt passiert er die erste kreisférmige Blende (1/.,mm Durch- 
messer) in einem Platinblech. 38cm hinter dieser passiert er eine 
zweite, ebensolche Blende, die sich am vorderen Ende des Schneiden- 
pols des Elektromagneten befindet. Er geht von hier ab langs der 
3cm langen Polschneide’ und trifft an ihrem anderen Ende auf ein 
Glasplittchen. Die dort niedergeschlagene Silberschicht ist auch bei 
achtstiindiger Dauer des Versuchs weit unter der Grenze der Sicht- 
barkeit. Sie wird durch Niederschlagen von naszierendem Silber ent- 
wickelt, wobei die geometrische Form des urspriinglichen Nieder- 
schlags erhalten bleibt 3). 


1) 0. Stern, ZS. f. Phys. 7, 249, 1921. In dieser Arbeit befindet sich ein 
Irrtum auf 8.252 unten. Im klassischen Fall ergibt sich das Intensitits- 
maximum an der Stelle des urspriinglichen Flecks nicht fir jede einheitliche 
Geschwindigkeit, sondern erst durch Beriicksichtigung der Maxwellschen Ge- 
schwindigkeitsverteilung. Hine einheitliche Geschwindigkeit ergibt einen Streifen 
konstanter Intensitat. An den 1. c. gefundenen Resultaten Andert sich hierdurch 
nichts. St. 

*) Der Firma Hartmann und Braun schulden wir herzlichen Dank fiir 
die leihweise Uberlassung des Elektromagneten. 


3) Naheres ttber Entwicklungsmethodik usw. wird in einer spateren Notiz 
mitgeteilt werden. 
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Es wurden in abwechselnder Folge neun Versuche gemacht, fiinf 
ohne Magnetfeld, vier mit Magnetfeld. Je ein Versuch ohne und mit 
Feld ergab gar keinen Niederschlag, einmal aus unbekannten Griinden 
(Hindernis im Strahlengang?), einmal wegen Verstopfung der vorderen 
Blende durch aus dem Ofchen herausgespritztes geschmolzenes Silber. 
Die iibrigen vier Versuche ohne Feld ergaben einen der geometri- 
schen Dimensionen der Anordnung entsprechenden runden Fleck von 
etwa 1/,,mm Durchmesser. Die drei Versuche mit Magnetfeld er- 
gaben einen in Richtung — ‘) auseinandergezogener Fleck von 1/;5 mm 
Hohe und 0,25 bis 0,3mm Linge. Intensitatsstruktur innerhalb dieses 
Bandes ist noch nicht mit Sicherheit zu erkennen. Der Betrag der 


_ beiderseitigen Verbreiterung entspricht ungefahr einem magnetischen 


Moment des Silberatoms von 1 bis 2 Bohrschen Magnetonen. Genauere 


Angaben sind yorliufig nicht méglich, einmal, weil es noch nicht 
yy 

: 0) ; ‘ : 

gelungen ist, das —* so nahe der Schneide zu messen, zweitens, weil 


0z€ 


wir noch nicht wissen, welche Silberdicke durch die Entwicklung noch 


nachgewiesen wird. Nach unseren bisherigen Erfahrungen zweifeln 
wir nicht daran, durch Versuche mit Strahlen kleineren Durchmessers 
und eventuell einer verbesserten Entwicklungsmethodik die Entschei- 
dung auch iiber die Richtungsquantelungen treffen zu kénnen. 

Das Ergebnis dieser Arbeit ist der Nachweis, daB das Silberatom 
ein magnetisches Moment hat. 

Wir méchten auch an dieser Stelle der Firma Messer u. Co., 
Luftverfliissigungsanlagen, G. m. b. H. in Frankfurt a. M., unseren 
herzlichsten Dank aussprechen fiir die kostenlose Uberlassung der 
groBen Mengen fiiissiger Luft. 


Frankfurt a. M., 14. November 1921. 


1) 1.e., 8.251. 


Uber die 
Wellengeschwindigkeit langs Fara dayscher Kraftlinien. 
Von Satyendra Ray in Lucknow. 


(Hingegangen am 18. November 1921.) 


Die X-Strahlen werden als Pulse langs der elektrischen Kraft- 
linien betrachtet, welche vom Elektron ausgehen. Der Unterschied 
zwischen X-Strahlen und Lichtstrahlen ist nur eine Frage der Wellen- 
lange. Die Wellengeschwindigkeit wurde als Funktion der Maxwell- 
schen Formel fiir Spannung und Zug im Kraftrohr und als Funktion 
der Masse der Lingeneinheit derselben gemaf der Formel fiir Wellen 
von Saiten 


|P 

a ) m () 

berechnet. (Vgl. Campbell’s Modern Electrical Theory.) Hier ist 
o 

P= a (2) 


wobei 20g 


aufgebracht wird durch den Zug langs der Kraftlinie und 
eine gleiche Menge durch den hydrostatischen Druck auf ihre Ober- 


flache. Setzt man fiir die Masse in der Langeneinheit 


m= 4009, (3) 


so erhalt man sofort 


1 
a 
Vue 
Im obigen ist eine kleine Korrektur fiir den Winkel zwischen 
der Richtung der Kraftréhre und der Fortpflanzungsrichtung not- 
wendig. Die Masse in der Lingeneinheit ciner Réhre ist nimlich 
m—=A4AnuF sin? y, (4) 
wo wy der Winkel zwischen der Richtung der Kraftréhre und der Be- 
wegungsrichtung ist, der in Gleichung (3) gleich 5 gesetzt wurde. 
Wenn die Gleichung der Kraftlinie 
1 


te 
y = asin —— 


A 


242 4 
sin?y = (1+ ae cos") 


ist, so bekommen wir 


me, 
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und der Durchschnittswert der Masse in der Liangeneinheit kann ge- 


: geben werden als 


wobei m =427u0 
= m.(1+k)-*2, 
wobel (== ——— 


1 " 
reel ae (5) 


Damit sich die Wellen jeder Schwingungszahl mit der 
gleichen Geschwindigkeit fortpflanzen kénnen, mu8 k eine 
Konstante sein oder 


2 


- = const. (6) 
Fiir eine sphiarische Welle ist a umgekehrt proportional zu r, der 

Entfernung von der Welle, oder 
6 ” 


=), i 
: 


) 


Man beachte, da% in dieser Gleichung 6 die Dimension einer 
Flaiche hat. Aus (5) und (7) erhalten wir: 


2 G2\1/4 
e=a(lt ar) » 


wobel 
C= > (8) 


Wenn wir der Lichtquelle so nahe als méglich kommen und 


trotzdem = klein bleibt, so haben wir ungefahr 


Le 0+5m) (9) 


r2 A2 


Die Geschwindigkeit ist eine Funktion der Entfernung 


_y von der Quelle. 


Gleichung (9) kann folgendermaBen ausgedriickt werden: 


ne (1+ a) (10) 


m1? 62 
— —_—___—_—_—_—_. == t. 
(1 aha ma) dr Cy d 
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Wenn wir integrieren, so erhalten wir 
ve 2°: Ar|? = 
— ——|arctan—]| = @|t 11 
Ir A | Ai es | \ Gs 


2 6 
(r =— (Cg t) = OF * (12) 


oder 


Der linksseitige Ausdruck driickt den Gewinn in der zuriick- 
gelegten Entfernung zufolge der Korrektur in dem Ausdruck 
fiir ¢ fiir den kleinen, aber endlichen Wert von & in Gleichung (5) aus. 
Dieser Gewinn ist, wie wir sehen, eine Funktion der Wellenlange. 


Hier erinnern wir uns an eine andere Funktion von A, die in 
der mathematischen Analyse in der physikalischen Optik vorkommt. 
Um mittels des Huygensschen Prinzips die Welle in der richtigen 
Phase zu erhalten, miissen wir annehmen, daf$ die sekundaren Wellen 
t/4 Sekunden friiher abgehen oder einen Vorsprung von 4/4 erhalten. 
Vielleicht gibt uns das Obige eine Erklarung, wie dieser Vorsprung 
erlangt wird. Wenn wir setzen 


1? 6 A 
Swe ce, 
so erhalten wir 
6 1 
ie) Const. (14) 
Aus (6) und (14) erhalten wir 
6) 
a = Const. (15) 


Es kénnte also yo im Zusammenhang mit dem Durchmesser der 
Quelle sein. 


Wenn ¢ sehr klein ist, kann Gleichung (11) annahernd geschrieben 
werden, weil arctan @ — tan @, 


one earl 09) 


=r annahernd. 


Oder der Gewinn ist annahernd gleich der zuriickgelegten 
Entfernung selbst. Bei dieser Geschwindigkeit wiirde der Gesamt- 


gewinn [reo 7 in einer Strecke 4/4 vollstindig sein. Praktisch 
0 


kénnen wir uns vorstellen, daB die Quelle durch eine Entfernung 4/4 


=) ra oa 
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vorwarts bewegt wird und dann geht die Welle von dort mit einer 
konstanten Geschwindigkeit ¢ aus. Die Tatsache, daB der Gewinn 
der zuriickgelegten Entfernung gleich ist, entspricht dem Vorsprung 
im Huygensschen Prinzip. Physikalisch ist es fiir uns unméglich, 
einen Punkt als Quelle zu haben. Im Bohrschen Atom z. B. ist 
die Quelle der Wellen in einer bestimmten Entfernung vom Mittel- 
punkt. Vielleicht entspricht die Konstante yo der Entfernung der 
festen Bahn vom Mittelpunkt. 


Wien, III. Physikalisches Institut der Universitat, 
11. November 1921. 
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Das L-Dublett des Neon. 
Von Walter Grotrian in Gottingen. 


Mit zwei Abbildungen. (Hingegangen am 15..November 1921.) 


Durch die letzten Ergebnisse der experimentellen Forschung und 
die daran ankniipfenden Arbeiten zur Systematik der Réntgen- 
spektren!) kann es als sichergestellt angesehen werden, daS es eine 
K- Absorptionsbandkante, drei L- und sieben N-Kanten gibt. Die 
beobachteten Linien lassen sich bis auf wenige Ausnahmen deuten 
als Uberginge zwischen den durch die Absorptionsbandkanten defi- 
nierten Energieniveaus, denen Quantenzahlen derart zugeordnet werden, 


K - Serie 
UG === 1,-Serie 
as 44.0 =e Serie 
m=4 TAN m Grundquantenzahl 
za NNN n' yadiale Quantenzahl 
= eS n azimutale Quantenzahl 
Ny. een Auswahlprinzip : 
n=3 3 B Si m——> mil 
eT SiR eae eer 
sie 2 > TR Zs ni n 


da ein Auswahlprinzip, das dem fiir die optischen Spektren giiltigen 
ahnlich ist, das Auftreten der beobachteten und das Ausbleiben der 
auBerdem noch méglichen Spektrallinien véllig erklart. 

Das Gesamtergebnis dieser Untersuchungen 1la8t sich iibersicht- 
lich darstellen durch ein graphisches Schema der Energieniveaus, 
wobei die auftretenden Spektrallinien durch Verbindungslinien zwischen 
den Niveaus eingetragen werden. Ohne hiermit etwas prinzipiell 
Neues bringen zu wollen, méchten wir dieses Schema in Fig. 1 in 


1) A.Smekal, ZS. f. Phys. 5, 91 u. 121, 1921. D. Coster, ebenda 5, 139, 
1921 u. 6, 185, 1921. G. Wentzel, ebenda 6, 84, 1921. A. Sommerfeld und 
G. Wentzel, ebenda 7, 86, 1921. 
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der Darstellungsform reproduzieren, die analog ist der zuerst von Bohr!) 
fiir die Darstellung der optischen Spektren angewandten Form. Von 
einer vertikalen Nullinie aus werden auf tibereinanderliegenden hori- 
zontalen Geraden die Werte der Frequenzen der Absorptionsband- 
kanten aufgetragen, und zwar geordnet nach den ihnen von Sommer: 


_ feld und Wentzel®) zugeteilten Quantenzahlen, derart, daB in der 


untersten Horizontalreihe die Kanten aufgetragen sind, denen die 
Grundquantenzahl m = 1, die azimutale Quantenzahl » = 1 und von 
0 bis 3 wachsende radiale Quantenzahlen zukommen, auf zwei dartiber- 
liegenden Horizontalen die Folgen der Kanten mit der Grundquanten- 
zahl m — 2, gesondert nach dem Werte ihrer azimutalen Quantenzahl n, 
dariiber die Folgen mit m = 3 in analoger Weise usw. Dabei sind 
die Kanten nur in der Reihenfolge ihrer GréBe, aber nicht mafstabs- 
gerecht eingetragen, weil die Figur sonst uniibersichtlich werden 
wiirde. Die Spektrallinien, die durch den Ubergang zwischen zwei 
Energieniveaus entstehen, sind durch geradlinige Verbindung der 
beiden Niveaus eingetragen. Simtliche beobachteten Linien bis auf 
wenige Ausnahmen gehorchen einem Auswahlprinzip, das nur solche 
Ubergiinge gestattet, bei denen m in m+1 iibergeht und n in n+1 
iibergeht oder unverandert bleibt). 

An Hand des Schemas der Fig. 1 soll nun die Frage erértert 
werden, wie das Auftreten so zahIreicher Absorptionsbandkanten modell- 
maBig zu verstehen ist. Die Frequenz der Absorptionsbandkanten ist 
ein MaB fiir die Arbeit, die geleistet werden mu, um ein Elektron 
aus dem K-, L-, M- oder N-Ring‘) ins Unendliche zu bringen. Die 
Tatsache, daB dicse Arbeit fiir denselben Ring verschiedene Betrige 
annehmen kann, wurde bisher so gedeutet, daB es verschiedene Dauer- 
zustande des Atoms gabe, die sich durch verschiedene Konfiguration 


_ der Elektronen (Kreisring oder Ellipsenverein) in dem betreffenden 


1) N. Bohr, ZS. f. Phys. 2, 423, 1920; s. auch W. Grotrian, Phys. ZS. 


21, 639, 1920. 
2) A. Sommerfeld u. G. Wentzel, Le. 
3) Es sei darauf hingewiesen, daB das Schema der Roéntgenspektren véllig 
analog ist einem optischen Dublettspektrum, z.B. dem des Natriums, mit dem 


1 einzigen, allerdings wesentlichen Unterschiede, da®B die Quantenzahlen m und 7 


ihre Rolle vertauschen und die radialen Quantenzahlen etwas anders zugeordnet 
werden. Der Versuch, diese Zuordnung als die richtige anzusehen, scheitert an 


t der Unmiglichkeit, die relativistischen Dubletts zu erklaren. Immerhin bleibt 
es bei der von Sommerfeld und Wentzel (l.c.) gegebenen Zuordnung merk- 


wirdig, daB fiir die azimutale Quantenzahl der Ubergang n —> n gestattet ist, 


was bei den optischen Spektren nicht zutrifft. ale: 
4) Wir benutzen hier der Kiirze halber noch das Wort »Ring“, obwohl 


diese Bezeichnung nach den neuesten Forschungsergebnissen nicht mehr berechtigt. 
erscheint. 


118 Walter Grotrian, 


Ringe unterscheiden, dergestalt, daB die Arbeit zur Entfernung eines 
Elektrons gerade den der Frequenz der Absorptionsbandkante ent- 
sprechenden Wert habe. Diese Auffassung stéfSt nun aber bei dem 
Befunde, da& die Zahl der Absorptionsbandkanten so grof ist, auf ganz 
erhebliche Schwierigkeiten, denn es geniigt nicht anzunehmen, daB die 
Zahl der méglichen Dauerkonfigurationen des Atoms gleich der Zahl der 
Absorptionsbandkanten sei, sondern jeder in einem bestimmten Ringe 
mégliche Dauerzustand miiBte in Kombination mit jedem méglichen 
Daunerzustande eines anderen Ringes vorkommen kénnen, wodurch die 
Zahl der méglichen Zustinde auferordentlich groB wiirde. AufSerdem 
miiBte z.B. die Energie eines bestimmten M-Zustandes abhangen von 
dem Zustande, in dem sich der Z-Ring gerade befindet, und umgekehrt, 
man miiBte also bei jeder Absorptionsbandkante eine komplizierte 
Feinstruktur erwarten, die sicher nicht vorhanden ist. Fragt man 
schlieBlich, wie iiberhaupt ein statistisches Gleichgewicht zwischen 
diesen vielen, energetisch erheblich verschiedenen Dauerzustanden eines 
Atoms modglich sein sollte, so sieht man leicht ein, da diese An- 
nahme zu unmédglichen Konsequenzen fiihrt. 

Es bleibt also nur die folgende Auffassung annehmbar, die auch 
N. Bohr — aus einer Bemerkung in D. Costers Arbeit!) zu. schlieBen 
— zu teilen scheint: Fiir jedes Atom gibt es nur einen Dauerzustand! 
Die verschiedenen Absorptionsbandkanten entstehen dadurch, daB sich 
die tibrigbleibenden Elektronen in dem Ringe, aus dem ein Elektron 
herausgerissen ist, in verschiedenen Konfigurationen anordnen, denen 
auch verschiedene Energiebetrage zukommen. Die Multiplizitit der 
Absorptionsbanden findet ihre Ursache nicht im Anfangs-, sondern 
im Endzustande der Absorption. Unter Zugrundelegung dieser Auf. 
fassung gewinnt man an Hand der Fig. 1 folgendes Bild von der 
einer Absorption folgenden Emission der Serienlinien: Ist durch Ab- 
sorption der K-Absorptionsbandkante ein Elektron aus dem K-Ring 
entfernt, so kann sich das im K-Ringe iibrigbleibende Elektron nur 
in einer Weise einordnen, entsprechend der einzigen beobachteten 
K-Grenze. Der Defekt im K-Ringe kann beseitigt werden dadurch, 
da ein Elektron aus dem Z-Ringe in den K-Ring springt. Geschieht 
dies unter Emission von Ka, so ist der Z-Ring nach der Emission in 
demselben Zustande I,, der auch dadurch erreicht wird, da das 
Atom im Dauerzustande die Frequenz der Absorptionsbandkante I, 
absorbiert. Gleicht sich der Defekt im K-Ring unter Emission von 
LG, aus, 80 ist der defekte Endzustand im Z-Ringe derselbe, der durch 


1) D. Coster, ZS. f. Phys. 6, 198, 1921, 
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Absorption der Kante LZ, durch das normale Atom erreicht wird. 
Der Ubergang aus dem defekten K-Zustande in den Zustand Lg ist 
durch das Auswahlprinzip verboten, ZL, kann nur durch direkte Ab- 
sorption der Absorptionsbandkante ZL, durch das normale Atom er- 
reicht werden. Ein fehlendes Elektron im L-Ringe kann nun unter 
Emission einer Linie der L-Serie aus dem M- oder N-Ringe ersetzt 
werden, wobei entsprechend dem Auswahlprinzip wieder verschiedene 
Ubergiinge méglich sind, und es stellt sich im M-Ringe diejenige 
Konfiguration ein, die auch durch Absorption der betreffenden M-Ab- 
sorptionsbandkante erreicht wird. So schiebt sich also der durch das 
HerausreiZen eines Elektrons entstandene Defekt unter Emission von 
Serienlinien immer weiter nach auBen, bis schlieBlich beim Fehlen 
eines Elektrons im 4uBeren Ringe ein ionisiertes Atom im gewéhn- 
lichen Sinne entsteht, das sich durch Anlagerung eines Elektrons 
unter Emission von optischen Serienlinien wieder neutralisieren kann. 
Die Fig.1 ist also entgegen der bei optischen Spektren tiblichen 
Methode so zu lesen, daS die Emission einer Linie den Ubergang 
yon einem weiter rechts gelegenen defekten Zustande in einen weiter 
links gelegenen zur Folge hat. 

Fragen wir schlieBlich, was die Zuordnung von drei Quanten- 
zahlen zu einer Absorptionsbandkante bei dieser Auffassung bedeutet, 
so liegt es nahe anzunehmen, daS sich dieselbe nicht auf die Konfi- 


guration aller Elektronen in einem Ringe bezicht, sondern. nur auf 


das Elektron des Ringes, das wir durch den Absorptionsakt heraus- 
reiBen, oder das bei der Emission einer Serienlinie von einem Ringe 
zum anderen springt. Wir kommen also zu der Auffassung, daB den 
beiden Elektronen des K-Ringes dieselben Quantenzahlen zuzuordnen 
sind, dafi dagegen die acht Elektronen des L-Ringes in drei Gruppen 
zerfallen, dergestalt, da den Elektronen der ersten Gruppe ent- 
sprechend der Absorptionsbandkante L, die Quantenzahlen 2, 2, 0 
zazuordnen sind, den Elektronen der zweiten Gruppe entsprechend L, 
die Quantenzahlen 2, 2, 1, den Elektronen der dritten Gruppe die 
Quantenzahlen 1, 1, 1. Analoges wiirde fiir die Elektronen des M- und 
N-Ringes gelten. Wenn diese Auffassung richtig ist, diirfte sie wohl 
im engsten Zusammenhange stehen mit den Untergruppen, die Bohr 
in seinem Briefe an die ,,Nature“ postuliert. 

Die vorstehenden Uberlegungen lassen sich mehr oder minder 
deutlich aus bereits vorliegenden, vor allem den eingangs erwahnten 
Arbeiten entnehmen. Sie sind hier mdglichst iibersichtlich dargestellt 
worden, um aus ihnen die folgenden Schliisse iiber die Ionisierungs- 
arbeit der Edelgase um so sicherer ziehen zu kénnen. 
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Betrachten wir zunachst das Helium, bei dem der K-Ring eben 
vollendet ist, so ist eine K-Absorption identisch mit der Ionisierung 
des Heliumatoms. Entsprechend der einen K-Absorptionsbandkante 
oibt es auch nur eine Jonisierungsspannung des He-Atoms. 

Beim Neon (Z = 10), bei dem der Z-Ring gerade vollendet ist, 
ist eine L-Absorption identisch mit der Ionisierung des Atoms. Wenn 
es also drei L-Absorptionsbandkanten gibt, so mu es auch drei ener- 
getisch verschiedene Zustinde des + -Ions und somit drei verschie- 
dene Jonisierungsspannungen des Neon geben. Auf der Suche nach 
diesen drei Jonisierungsspannungen wollen wir zunachst nicht nach 
deren Absolutwerten fragen, sondern nach den Betragen der Diffe- 
renzen L,— IL, und L;—Z,, von denen in der Bezeichnung von 
Sommerfeld und Wentzel L, — ZL, ein regulires, relativistisches, 
Ls; — L, ein irregulares Dublett ist. Wir behaupten nun: das relati- 
vistische Dublett D,— LZ, ist identisch mit der von Paschen?) im 
Spektrum des Neons gefundenen Konstanten A — 782cm7—!, auf 
deren Bedeutung weiter unten naher eingegangen werden soll. Zu- 
nachst wollen wir zeigen, daB der Zablenwert iibereinstimmt mit dem 
fiir das L-Dublett des Neons zu ge ot Werte. Zu dem Zwecke 


tragen wir in Fig. 2 die Werte V4v/N als Funktion der Ordnungs- 
zahl Z auf, wobei die Werte von Z = 92 bis 41 dem Sommer- 
feldschen Buche?), von Z = 40 bis 33 dem Bericht von Siegbahn’), 
die Werte von Z=30 bis 17 einer Arbeit von Stensson‘) und der 
Wert fiir Z = 16 der soeben erschienenen Arbeit von E. Hjalmar5) 
entnommen sind. Durch die eingetragenen Punkte legen wir eine 
Kurve, die in ihrem unteren Teile, wo die héheren Relativititskorrek- 
tionen keine Rolle spielen, entsprechend der Formel 4v = 4yy(Z—z)* 
genau geradlinig verliuft und bei ihrer Verlingerung die Abszissen- 
achse bei Z =.3,5 schneidet, entsprechend der Abschirmungszahl 
2 == 3,5. Aus der Neiguiig der Geraden ergibt sich der Wert Jy 
4 


= 0,38em~. Tragen wir nun bei Z = 10 den Wert | A/N = 0,291 
ein, so liegt er, wie Fig. 2 zeigt, mit iiberraschender Genauigkeit auf 
der geraden Linie. 

Stimmt demnach einerseits der Zahlenwert der Konstante A mit 
dem fiir das L-Dublett des Neons zu erwartenden Werte tiberein, so 


1) F. Paschen, Ann. d. Phys. 68, 201, 1920. 

) A. Sommerfeld, Atombau und Spektrallinien, 2. Aufl., 8. 362. 
3) M. Siegbahn, Jahrb. d. Radioakt. u. Elektronik 18, 296, 1916. 
4) N. Stensson, ZS. f. Phys. 3, 60, 1920. 

5) E. Hjalmar, ZS. f£. Phys. 7, 346, 1921. 


a ee oe 


e 


Das L-Dublett des Neon. 121 


_*‘1aBt sich andererseits zeigen, daf auch die Art und Weise, wie diese 


eR AKG 
Nie ie ce, Y 


Konstante im Spektrum des Neons auftritt, diese Deutung zulaft und 
yerstandlich macht. Bei der Kinordnung der Bogenlinien des Neon 
in ein System von Haupt- und Nebenserien stieS Paschen auf folgende 
Schwierigkeit: Versuchte er die Terme so zu berechnen, da8 die 
Frequenzen der Linien, wie es das Kombinationsprinzip verlangt, sich 
stets darstellen lassen durch die Differenz zweier Terme, so muBte 
er Termfolgen zulassen, die nicht der Ritzschen Formel gehorchen. 


0 70 20 30 40 50 60 70 80 90 700 


Fig. 2. 


 Andererscits lieBen sich alle Termfolgen durch die Ritzsche Formel 


gut darstellen, wenn man bei bestimmten Kombinationen zu der 


' Differenz der beiden Terme eben die Konstante A = 782 em? additiv 
oder subtraktiv hinzufiigte. Da diese Konstante im Sinne der Bohr- 
_schen Theorie die Differenz zweier Energiestufen bedeutet, darauf hat 


cal tak ico my 


-Paschen bereits hingewiesen. Da derselben auch wirklich die Be- 


deutung der Frequenzdifferenz des L-Dubletts L, — L, zukommt, kann 


man auf folgende Weise verstehen: den beiden Absorptionsband- 


122 Walter Grotrian, 


kanten LZ, und ZL, entsprechend gibt es — zwei Jonisierungsspan- 
nungen Jz, und Jz, derart, dab 


It, — Jt, =e aa 


ist, wo h die Plancksche Konstante bedeutet. Bezeichnen wir die 
Gesamtionisierungsenergie des Neonatoms, d.h. die Arbeit, um alle 
zehn Elektronen vom>Kern zu entfernen, mit J;) und die Jonisierungs- 
energien der beiden energetisch verschiedenen Zustande des ioni- 
sierten Atoms mit Jy und Jy, so ist 


Jy = Jig 
J, = Jy —Jrmy wd Jg—Ji = Ach. 


ReiBen wir nun ein Elektron nicht ganz aus dem Atomverbande 
heraus, sondern heben es nur auf eine héhere Quantenbahn, die durch 
den Term 1,5 s; charakterisiert sei, so ist die Gesamtionisierungsenergie 
Ji,5 5, des Atoms in diesem angeregten Zustande verschieden, je nach- 
dem sich die sieben iibrigbleibenden Elektronen des Z-Ringes in der 
I, oder L, entsprechenden Form anordnen. Es ist also 


J15 i Jig +h.(1,5 s;) fi 
Ji s, = Jo th.(1,5 Si) 1B 


Betrachten wir eine andere Quantenbahn, z.B. m,p;, so gibt es 
auch hier zwei Energien 


Im, py == Jo +h (m, px) Til 
Tm; py =e +h (m, px) tv 
Wahrend das Elektron von der Babn m,p, nach der Babn 1,5 s; 
springt, kann nun die innere Konfiguration entweder bestehen bleiben 
oder von Jy in Jy bzw: umgekehrt tibergehen. Indem wir fiir die 
verschiedenen Uberginge die Energiebilanzen bilden, erhalten wir die 
Frequenzen 
Vint = 1,5 s;—m pr 


Vqr, IV 1,5 3; — m px 
Viiv = 1,538;—mp, + 1/h (Jo —Js) 
= 153s;—mp,+A 
Viz, r= 1,55; — mp, — 1/h (Jy — Ja) 
= 1,53s;—mp;,— A. 
Dies sind nun gerade die Frequenzformeln, die auch Paschen 
empirisch ableitet. Bedenkt man, daB auch die Energie einer héheren 


Quantenbahn etwas davon abhingen muB, wie die Anordnung der 


sieben tibrigen Elektronen ist, und nmgekehrt, so daB also die 1,5 s, 
in I und II und die m,p, in III und IV nicht genau iibereinstimmen 


.. 
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so kommt man gerade auf das von Paschen!) beschriebene Schema 
_ von vier Hauptserien, von denen zwei nahezu zusammenfallen, und 
die Linien der beiden anderen ungefahr im Frequenzabstande A ober- 


halb und unterhalb liegen. Es sind dies die vier Hauptserien des 
Schemas a 


1. v= 1,58; —mp, 
% 2. v == 1,55,— mp, 
: 3. v = 1,58; — mp, 
4 4.v = 1,5s,—mp,, 


- die durch die nahezu erfiillten Beziehungen 


; 1,58, —=1,5s,;+A und mp, =mp,+A 
in das Schema II iibergehen, 


A 
4 


_ 2.v = 1,5s,—mp, 
3 3. v = 1,58; — mp, 
: 4.vy = 1,5s,;—mp,+ A, : 


das, wie man sieht, mit dem oben theoretisch abgeleiteten vollig 
-identisch ist. 

Die GesetzmaBigkeit der irreguliren Dubletts, zu denen L; — L, 
_gehért, besteht darin, daB die beiden Grenzen sich in ihren Ab- 
Sschirmungszahlen um einen konstanten Betrag unterscheiden 2). Die 
' Differenzen der Wurzeln aus den Frequenzen sind dann nahezu kon- 
stant, weisen aber einen Gang auf, derart, daB Av mit abnehmen- 
dem Z auch abnimmt. Extrapolieren wir aus den bisher vorliegenden 
-Werten geradlinig den fiir Z = 10 zu erwartenden Wert, so erhalten 
wir, allerdings mit geringer Zuverlassigkeit, den Wert WE, — a 0,5. 
Um nun zu priifen, ob tatsichlich zwei Ionisierungsspannungen exi- 
stieren, deren Wurzeln sich um diesen Betrag unterscheiden, miissen 
_wir auch die Absolutwerte der Ionisierungsspannungen kennen. Die 
iiber die Anregungs- und Jonisierungsspannungen des Neon vor- 
~ liegenden Messungen sind kritisch zusammengefaBt in dem letzten 
"Bericht von J. Franck3). Vor allem kommt hier eine Arbeit von 
Frank Horton und Ann Davies‘) in Frage; diese finden drei 
Tonisierungsspannungen bei 16,7, bei 20,0 und 22,8 Volt, wobei aber 
‘zu bemerken ist, da8 J. Franck gegen die Existenz der beiden ersten 
‘Spannungen aus experimentellen Griinden berechtigte Einwande erhebt. 


1) FP. Paschen, l.c., S. 217. 
| 2) G. Wentzel, ].c., Tabelle 6. 
I} 3) J. Frauck. Phys. ZS. 22, 388—391, 409—414, 441—448, 466—471, 1921. 
4) F. Horton und A. OC. Davies, Proc. Roy. Soc. (A) 98, 124, 1920. 
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Es ist auch sicherlich unmdglich, die von uns geforderten drei Ioni- 
sierungsspannungen mit diesen drei gefundenen zu identifizieren. Denn 
fiir die Differenz L,—, ergibt sich in Volt umgerechnet ein Betrag 
von etwa 0,1 Volt, eine GréBe, die mit dem Elektronensto8verfahren 
vielleicht eben nachweisbar, bisher aber nicht gefunden ist. Von den 

drei Spannungen kénnen also héchstens zwei recll sein, und wir wollen 


deshalb die bei 20 Volt gemessene Jonisicrungsspannung, gegen deren 


os 


Richtigkeit die stirksten Bedenken bestehen, aus der Betrachtung 
ausscheiden lassen. Dagegen findet der bei 16,7 gefundene Wert 
eine Stiitze in Messungen von Foote und Mobler?), die auf licht- 
elektrischem Wege die Grenze der L-Serie fiir die Atome 8, P, Mg 
und Na messen und auSerdem berechnen aus Messungen der K-Serien- 
grenze von Duane und Shimizu’), deren Arbeit dem Verf. leider 
im Original nicht zuginglich ist. Die Grenze wird gewonnen durch 
Subtraktion der Linie Ky von der K-Grenze. Die Werte stimmen 
gut iiberein, und auf die Gerade, die den Verlauf von /v in Abhangig- 
keit von Z darstellt, fallt fiir 
sprechende Wert. MHieraus sollte man schlieBen, da diese Ionisie- 
rungsspannung doch recll ist, und zwar miiBte sie den beiden Grenzen 
I, LI, entsprechen und also doppelt sein mit einer bisher sicher nicht 
nachgewilesenen Differenz von 0,1 Volt. Die Ionisierungsspannung bei 
22,8 Volt miiBte dann L, sein. Wir kénnen, um dies zu kontrollieren, 
aus diesen beiden Werten yL; — Vis ausrechnen und bekommen 0,18, 
wahrend 0,5 der extrapolierte Wert ist. Wiirden wir aus der be- 
kannten Grenze L, = 16,7 Volt und der gegebenen Differenz VE — Wie 
= 0,5 den Wert der Grenze Z,; ausrechnen, so kimen wir zu Lz 
== 35 Volt. Man sieht also, daS8 hier Theorie und Beobachtung noch 
keineswegs in Einklang sind. Die Annahme, da8 YL; — yL, mit ab- 
nehmender Ordnungszahl selbst erheblich abnimmt, wiirde den obigen 
Widerspruch erklaren; sie entbehrt aber bisher der experimentellen 
Bestitigung, so da8 man zur Entscheidung der die Kante Z, be- 
treffenden Fragen weitere experimentelle Untersuchungen sowohl der 
Tonisierungsspannungen als auch der Z-Grenzen, vielleicht auch eine 


Vervollkommnung des Seriensystems abwarten muB. Jedenfalls geht — 


aus den vorstehenden Uberlegungen hervor, daB Ionisierungsspan- 


nungen, die sich um mehrere Volt voneinander unterscheiden, auch 
vom snagecteadion Standpunkte durchaus méglich sind. 


1) F. L. Mohler und P. D, Foote, Journ. of the Opt. Soc. of America 5, 
328, 1921. 


*) Duane und Shimizu, Phys. Rev. 14, 67, 1919. 
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Was soeben fiir das Neon auseinandergesetzt wurde, gilt analog 
natiirlich auch fiir die anderen Edelgase. Das Argon muS im ganzen 5, 
das Krypton 7 Ionisierungsspannungen haben. Im Spektrum des 
Argon waren demnach 2, den relativistischen Dubletts 1, — M, und 
M, — M; entsprechende Frequenzdifferenzen zu erwarten, fiir die sich 
aus der Sommerfeldschen Formel unter Einsetzung der Abschir- 
mungszahlen z = 13,160 und z = 8,25, sowie des Wertes J vq = 0,38!) 
die Werte M, — M, = 210cm—! =— 0,026 Volt und’ M, — M; 
= 344cem—! = 0,0425 Volt ergeben. Die bisherigen Kenntnisse der 
Serien im Argonspektrum 2) lassen noch keine Priifung dieser Voraus- 
sage zu. Da die Differenzen M,— VM, und M,— M, zu klein sind, 
um mit dem ElektronenstoB8verfahren nachgewiesen werden zu kénnen, 
so sind entsprechend den drei irregularen Dubletts drei Ionisierungs- 
spannungen zu erwarten, die sich um merkliche Voltbetrige unter- 
scheiden kénnen. 


Zusammenfassung. 


1. An Hand eines graphischen Schemas fiir die Réntgenspektren 
wird die Auffassung vertreten, daS es nur einen Dauerzustand des 
unerregten Atoms gibt, und da die verschiedenen Absorptionsband- 
kanten nicht durch verschiedene Anfangs-, sondern verschiedene End- 
zustinde der Absorption zu erklaren sind. 

9. Hieraus wird der Schlu8 gezogen, dai von den Edelgasen 
Helium eine, Neon drei, Argon fiinf, Krypton sieben Ionisierungs- 
spannungen haben mub. 

3. Fir Neon wird gezeigt, daB die Dublettdifferenz L,—L, 
identisch ist mit der von Paschen im Spektrum des Neon gefun- 
denen Konstanten A — 782cm—1. Die Absolutwerte der Jonisierungs- 
spannungen lassen sich bisher noch nicht einwandfrei festlegen. - 

Gottingen, Physikalisches Institut, November 1921. 


1) A. Sommerfeld, Atombau und Spektrallinien, 2. Aufl., 8. 359. 
2) K, A. Nissen, Phys. ZS. 21, 25, 1920. 


Zeitschrift fiir Physik. Pd. VIII. 9 


126 


Uber einen 
nach der Lenzschen Theorie zu erwartenden Unter- 
schied zwischen dem Absorptionsspektrum und dem 
vollstandigen Fluoreszenzspektrum des Joddampfes. 
Von Peter Pringsheim in Berlin. 
Mit einer Abbildung. (Hingegangen am 18. November 1921.) 


Nach der von W. Lenz?) entwickelten Anschauung entsteht ein 
Resonanzspektrum in einem Gase mit zweiatomigen Molekiilen — 
etwa in J, — in der Weise, daS zunachst durch Absorption mono- 
chromatischer Strahlung Molekiile aus einem Anfangszustand (n,, 1, m) 
in einen erregten Zustand (2, po, my) versetzt werden; die drei Gréfen 
n, p und m sind dabei die Quantenzahlen, durch welche die Bahn 
des Leuchtelektrons, die Kernschwingungsenergie und die Rotations- 
energie fiir den betreffenden Zustand bestimmt werden. Die Fre- 
quenz der bei einem solchen Ubergang absorbierten Strahlung ist 
gegeben durch die Beziehung hv1. == W(ms, po, ms) — Wm, Pry 1), 
wenn W die durch eben jene drei Parameter charakterisierte Energie 
des Molekiils ist. Nur diejenigen Molekiile, die sich gerade im Zu- 
stand (n,, p1, m,) befinden, vermégen Strahlung der Frequenz hv; zu 
absorbieren. Da der Quantenzustand der Elektronenbahn fiir alle 
unerregten und, solange es sich um eine ecinheitliche Bande handelt, 
auch wieder fiir alle erregten Molekiile der niamliche ist, brauchen 
wir uns mit diesen nicht weiter zu beschaftigen. Ebenso wollen wir 
aber auch vorliufig von der eventuellen Anderung der Rotations- 
energie (m;—>m,) absehen, die nur fiir die Feinstruktur der Bande 
(Dublettnatur der Resonanzlinien) eine Rolle spielt. 

Fiir die meisten Molekiile ist bei Zimmertemperatur die Quanten- 
zahl der Kernschwingung p,.—= 0, infolge der Absorption einer be- 
stimmten Frequenz werde unter gleichzeitiger Verinderung von n die 
Kernschwingungsenergie erhéht, etwa auf p, == 20. Kehrt dann unter 
Strahlungsemission das Elektron auf die Normalbahn zuriick, so kann 
gleichzeitig auch wieder p auf 0 herabsinken: dann wird die urspriing- 
lich absorbierte Frequenz als ,Linie Oter Ordnung“ (,,Resonanzlinie“) 
ausgesandt. Es kann aber auch p auf jede zwischen 20 und 0 liegende 
Zahl iiberspringen, die dabei frei werdende Energie ist kleiner als 
beim Ubergang 20 —> 0, demgemi® ist auch die zugehérige Frequenz 
der emittierten Strablung kleiner, und so erhilt man die bekannten 


1) Phys. ZS. 21, 691, 1920. 
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von der Resonanzlinie nach Rot zu sich erstreckenden Serien ange- 
nahert Aquidistanter Linien. Ist der bei der Emission erfolgende 
Ubergang z. B. 20» 15 (15. Linie des Resonanzspektrums), dann 
wird das Molekiil spiiter wohl wieder in den Kernschwingungszustand 
0 oder 1 zuriickkehren, wie er bei Zimmertemperatur im Mittel am 
wahrscheinlichsten ist; diesem Ubergang 15 — 0 entspricht, da er ohne 
gleichzeitige Anderung der ja schon wieder normalen Elektronenbahn 
erfolgt, eine Schwingungszahl des kurzwelligen Ultrarots, er tritt aber 
vermutlich iiberhaupt nicht spontan unter Strahlungsemission ein, da 
es sich um homdéopolare Molekiile handelt, wird vielmehr erst durch 
MolekiilzusammenstéBe herbeigefiihrt; jedenfalls aber kommt er fiir 
die sichtbare Fluoreszenz nicht mehr in Betracht. 


Durch Pfeile sind hier ausschlieBlich solche Anderungen der 
Kernschwingungsquantenzahl gekennzeichnet, die einen Elektronen- 
bahnsprung begleiten und daher auch im sichtbaren Bandenspektrum 
zur Wirkung gelangen. Die Uberginge 20> 19, 20> 18 usw. 
kénnen nach erfolgter Erregung im Emissionsproze8 vorkommen; sie 
kommen in der Tat auch vor, da Wood in Resonanzspektren des 
Joddampfes bis zu 27 Gliedern positiver Ordnung gezihlt hat. Die 
entsprechenden Frequenzen 19 —> 20, 18—> 20 usw. fehlen dagegen 
im Absorptionsspektrum; denn unerregte Molekiile von so hoher Kern- 
schwingungsenergie sind im Joddampf von Zimmertemperatur prak- 
tisch nicht vorhanden. Es existieren zwar im Absorptionsspektrum 
Frequenzen, die den genannten sehr nahe liegen: O—> 1, 0—> 2, auch 
1—> 2, 1—>3 usf., also mit derselben Quantenzahldifferenz 1 bzw. 
2 usw., sie fallen aber, da das aus den beiden Atomkernen gebildete 
System keinen linearen Oszillator darstellt, nicht vollistiindig mit jenen 
zusammen. SchlieBlich die Uberginge 0 —> 20, 1—> 20, 2—> 20 
bzw. die ihnen zugehérigen Frequenzen sind auch in den Absorptions- 
banden enthalten. Daraus folgt, da& nur diese ersten Glieder eines 
Resonanzspektrums in einer von der Fluoreszenzstrahlung zu durch- 
setzenden Joddampfschicht merklich absorbiert werden, und zwar ab- 
nehmend mit wachsender Ordnungsnummer, entsprechend der ab- 
nehmenden Wahrscheinlichkeit, da8 im kalten Dampf Molekiile von 
der betreffenden Kernschwingungsenergie vorhanden sind). 

Dieser theoretisch geforderte SchluB wird durch den Versuch 


1) Die von Wood und Kimura [Phil. Mag. (6) 35, 252, 1918] beschriebene 
Erscheinung, daf& von den beiden Komponenten, aus denen jedes Glied des Re- 
sonanzspektrums besteht, zum mindesten fiir die Linien Oter Ordnung die eine 
im Joddampf wiederum sehr viel starker reabsorbiert wird als die andere, wird 
durch obige, die Feinstruktur nicht beriicksichtigende Uberlegung nicht erklart. 
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durchaus bestitigt: in der Figur (a, b, c) ist dreimal das durch die 
griinen und die gelben Hg-Linien erregte Joddampfresonanzspektrum 
in ganz gleicher Weise aufgenommen, nur da bei b sich zwischen 
Resonanzlampe und Spektralapparat noch ein weiteres mit Joddampf 
gefiilltes Rohr befand, wahrend bei a und ¢ der Joddampf in diesem 
Absorptionsrohr durch Kiihlen eines Ansatzes mit Kohlensdéureschnee 
kondensiert war; das Absorptionsgefa8 war eine Kugel von 10 cm 
Durchmesser, die einige Jodkristalle enthielt und fiir die Aufnahme b 
auf etwa 40° erhitzt wurde. Es zeigt sich in der Figur deutlich, 
wie die erste Linie des Resonanzspektrums, die in a@ und ¢ weitaus 
am hellsten ist (abgesehen natiirlich von den erregenden Hg-Linien), 
in b fast ganz fehlt; ebenso sind auch 
noch die folgenden Glieder in b merk- 
lich geschwacht, .wahrend etwa vom 
fiinften ab ein Unterschied kaum mehr 
zu existieren scheint. Das Glied Oter 
Ordnung, das theoretisch am stirksten 
absorbiert werden miiBte, ist auf allen 
Aufnahmen durch die diffus zerstreute 
sehr viel breitere griine Hg-Linie (die 
erste helle Linie links auf den Spektren) 
vollstandig tiberdeckt. Auf der Original- 
aufnahme 1la8t sich dieselbe Erscheinung fiir das an sich sehr viel 
lichtschwichere, durch die gelbe Hg-Linie 577,0 hervorgerufene Re- 
sonanzspektrum leicht erkennen. Insbesondere fehlen im Spektrum b 
die hier sonst auch schon bei Zimmertemperatur relativ kraftigen 
drei antistokesschen Glieder; deren Vorhandensein in der Emission 
beweist, daB die Molekiile, welche die Linie 577,0 zu absorbieren im- 
stande sind, bereits im unerregten Zustande drei Kernschwingungs- 
quanten besitzen miissen. Und da solche Molekiile im Joddampf von 
Zimmertemperatur immer nur in geringer Zahl vorkommen kénnen, 
erklirt sich dadurch als selbstverstandlich die so sehr viel kleinere 
Helligkeit des von der gelben Linie 577,0 ausgelésten Resonanzspek- 
trums im Vergleich mit dem durch die griine Linie hervorgerufenen. 
Daf bei Temperaturerhéhung dieses Verhiltnis sich zugunsten der 
gelben Linie verschieben muB, wie bei anderer Gelegenkeit gezeigt 
werden konnte1), ist eine weitere notwendige Folge. 


546,1 577,0 579,1 ue 


Erregt man die Fluoreszenz des Joddampfes mit weiSem Licht, 
so wird jede Linie des Absorptionsspektrums in Funktion treten, 


1) ZS. f. Phys. 7, 206, 1921. 
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ebenso wie vorher nur die eine zur Absorption gelangende, erregende 
monochromatische Linie: von jeder Absorptionslinie wird jetzt ein 
Resonanzspektrum ausgehen, und von jedem dieser Resonanzspektren 
werden immer nur die ersten (kurzwelligsten) Glieder ihrerseits mit 
Absorptionslinien koinzidieren. D. h. das vollstindige Fluoreszenz- 
spektrum ist nicht, wie man etwa denken sollte, eine bloS’e Umkehr 
des Absorptionsspektrums, sondern es ist, obschon sich tiber das 
gleiche Spektralgebiet erstreckend und im wesentlichen von derselben 
Struktur, bedeutend linienreicher als jenes. Da aber die nur im 
Emissionsspektrum vorkommenden Linien immer bei gréSeren Wellen- 
langen liegen als die zugehérigen Absorptionslinien, so mu8 die durch 
weiBes Licht erregte Fluoreszenzstrahlung des Joddampfes, falls sie 
eine weitere Joddampfschicht durchsetzt, ehe sie ans Auge gelanet, 
einen Farbumschlag ins Rétliche erleiden. Diese so als Folgerung 
aus den obigen Uberlegungen zu erwartende Erscheinung ist in der 
Tat schon lange bekannt und wiederholt beschrieben worden ?). 


Wie durch das Auftreten antistokesscher Glieder héherer Ord- 
nung bewiesen wird und wie es auch nach der Theorie zu erwarten 
ist, sind bereits bei 350° mehr Molekiile im Dampf vorhanden, deren 
Kernschwingungsenergie einer héheren Quantenzahl entspricht; danach 
miiBten in einem auf diese Temperatur erhitzten Absorptionsrohr 
auch Linien von héherer (positiver) Ordnung stirker absorbiert werden 
als im kalten Dampf von gleicher Dichte. Dies konnte ebenfalls 
verifiziert werden. Der Vergleich zwischen Aufnahmen desselben 
Resonanzspektrums, bei denen das Absorptionsrohr einmal auf 50°, 
das andere Mal auf 350° erwairmt war, zeigen deutlich eine relative 


“Schwiichung der Linien bis etwa zum sechsten Glied fiir die héhere 


Temperatur. Doch sind die Kontraste in diesem Falle lange nicht 
so groB wie vorher, und die Aufnahmen eignen sich darum nicht zur 
Reproduktion. Dies ist keineswegs verwunderlich, wenn man bedenkt, 
wie relativ gering in den friiher publizierten Photometerkurven noch 
die Intensit’t der vierten antistokesschen Linie im Vergleich mit den 
anderen war. 

Hier liegt allerdings eine prinzipielle Schwierigkeit, die noch der 
Erklirung bedarf. Es scheint, dab in allen Resonanzspektren des 
Joddampfes (méglicherweise nicht des Na-Dampfes) die Intensitaét der 
antistokesschen Glieder mit wachsender Ordnungsnummer abnimmt. 
Nach unserer Vorstellung sollte das AuBerste antistokessche Glied einer 


1) A. W. Wood und W. P. Spies, Phys. ZS. 15, 317, 1919; ZS. £. Phys. 5, 
130, 1921. 
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Serie (also in der erwihnten Photometerkurve die mit — 4 bezeich- 
nete Linie) dem Ubergang vom erregten Zustand (p,) auf die Kern- 
schwingungsquantenzahl 0 entsprechen: p, —> 0; und wenn dieser Uber- 
gang fiir eine Serie ohne antistokessches Glied (unerregtes Molekiil: 
p1 = 0) der hiufigste iss — was sich dadurch ausdriickt, daf in einer 
solechen Serie die Resonanzlinie (0) die gréBte Intensitat aufweist —, 
so miiBte in einem -Resonanzspektrum mit antistokesschen Gliedern 
auch immer das Auerste antistokessche Glied das intensivste sein. 
Denn wenn das Molekiil erst in den erregten Zustand versetzt ist, 
kann es nicht mehr wissen, ob dies aus dem Anfangszustand p = 0 


oder p = 4 geschehen ist; und so sollte man meinen, da$ es, wenn 
im einen Fall, dann auch immer mit gréSter Wahrscheinlichkeit in 
den unerregten Endzustand p = 0 zuriickfallt. Vielleicht kann man 


diesem Widerspruch noch dadurch entgehen, dafi die Zugehérigkeit 
der antistokesschen Glieder zu einem bestimmten Resonanzspektrum 
noch nicht eindeutig festgestellt ist, indem man meistens durch. ,, Viel- 
facherregung“ cine gréBere Zahl wirklich einheitlicher Resonanz- 
spektren gleichzeitig hervorruft. 

Aber man st6£t auf dieselbe Schwierigkeit noch ein zweites Mal. 
Ich habe friither gezeigt, daB im gesamten Absorptions- und Fluoreszenz- 
emissionsspektrum des Joddampfes der Energieschwerpunkt bei Er- 
warmung des Dampfes nach gréBeren Wellenlingen riickt; gleichzeitig 
treten betrichtliche Verschiebungen in der Feinstruktur der einzelnen 
Absorptionsbanden auf. Beide Erscheinungen hat neuerdings auch 
W. Steubing!) beschrieben, und zwar fiir das Emissionsspektrum, 
das bei seinen Versuchen nicht als Fluoreszenz, sondern durch elek- 
trische Fntladungen hervorgerufen wurde. Da die Feinstruktur der 
Banden durch den jeweiligen Rotationszustand des Molekiils (Quanten- 
zahl m), nicht aber fiir jede einzelne Linie durch dessen ungleich groBe 
Anderung verursacht sein soll — die Anderung von m soll bei jedem 
elementaren Strahlungsproze8 immer -+1 betragen —, so ist es ver- 
standlich, daS wenn durch Temperaturerhéhung die mittlere Rota- 
tionsenergie der Molekiile vermehrt wird, dieses in gleicher Weise im 
Absorptions- und im Emissionsspektrum sich zeigt. Doch kann das, 
wie gesagt, nur fiir die Feinstruktur der Banden von Bedeutung sein 
— etwa durch das Hervortreten gewisser Linien oder Liniengruppen 
in verschiedenen Banden, wie es tatsichlich von Herrn Steubing 
und von mir beobachtet wurde. Eine Vergréferung der mittleren 
Kernschwingungsenergie der unerregten Molekiile hingegen mu8 wohl 


1) Ann. d. Phys. 64, 673—692, 1921. 
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auch im Absorptionsspektrum zur Geltung kommen, indem ja nun 
die Molekiile im Durchschnitt zur Absorption anderer Wellenlangen 
disponiert sind, aber es ist wiederum nicht einzusehen, wie die — 
durch Lichtabsorption oder elektrische Vorginge — erregten Mole- 
kiile bei dem die Lichtemission verursachenden Ubergang in den 
unerregten Zustand durch die Temperatur beeinflu{t werden sollen, 
d. h. durch den augenblicklichen mittleren Zustand der anderen, un- 
erregten Molekiile. Hier miissen also wohl doch kompliziertere Ver- 
hiltnisse vorliegen, die bislang durch die Theorie noch nicht ganz 
erfaBt werden. 


Zusammenfassung. 


1. Theoretisch ist zu erwarten, da die Glieder héherer Ordnungs- 
nummer eines Resonanzspektrums im kalten Joddampf nicht merklich 
absorbiert werden; dies wird durch das Experiment bestatigt. 

2. Dementsprechend ist das durch weibes Licht erregte Fluo- 
reszenzspektrum des Joddampfes keine cinfache Umkehrung des Ab- 
sorptionsspektrums, sondern es ist bedeutend linienreicher, und so wird 
der Farbumschlag der Fluoreszenzfarbe im Joddampf héherer Dichte 
durch nur teilweise Reabsorption des Fluoreszenzlichtes erklart. 

3. Im Joddampf von hoher Temperatur werden auch Resonanz- 
linien héherer Ordnungsnummer stirker absorbiert. 

4. Der Farbumschlag im durch Fluoreszenz oder elektrische Ent- 
jadung hervorgerufenen Emissionsspektrum des Joddampfes von kon- 
stanter Dichte, der bei Temperaturerhéhung auftritt, lat sich vor- 
laufig theoretisch nicht deuten. 

Ein Teil der bei den hier beschriebenen Versuchen verwandten 
Apparate waren aus Mitteln beschafft, die ich der Jagorstiftung 
verdanke. 


Berlin, Physikal. Institut der Universitit, November 1921. 


Uber die Zerfallsgeschwindigkeit der Molekiile. 
Von Karl F. Herzfeld in Miinchen. 


(Eingegangen am 20. November 1921.) 


Kiirzlich hat Polanyi auf eine Schwierigkeit hingewiesen '), die 
in der Theorie der Gasreaktionsgeschwindigkeiten auftritt. Sie betrifft 
die Frage, woher ein Molekiil die zum Zerfall in die Atome nétige 
Energie nimmt. Die naheliegendste Annahme wire, da es diese Energie 
bei den StéBen aufsammelt, die es von den anderen Molekiilen erfahrt. 
Diese Annahme glaubt nun Polanyi am Beispiel der Bromwasser- 
stoffbildung wiederlegen zu kénnen. Wie Bodenstein und Lind ”) 
aus der von ihnen gemessenen Reaktionsgeschwindigkeit geschlossen 
haben, geht diese Reaktion in zwei Stufen vor sich, deren erste der 
Zerfall des Brommolekiils in Atome, deren zweite die Umsetzung 

Br+ H, —» HBr+H (1) 
a Polanyi zeigt nun, daB die Energieaufsammlung durch StéBe 
beim Brommolekiil langsamer vor sich geht als die gefundene Brom- 


wasserstoffbildung. Da nach seiner Meinung letztere keinesfalls — 


schneller als der Bromzerfall stattfinden kann, so schlieBt er, daB 
auch der Zerfall des Brommolekiils schneller vor sich geht als die 
Energienachlieferung durch StéBe. Diese Ansicht scheint nun nicht 
richtig zu sein, die Aufklarung findet sich in einer friiheren Arbeit ?). 
Es zeigt sich namlich, da$S die Bromwasserstoffbildung tatsich- 
lich schneller verlauft als der formelmaBig schnellstmégliche Zerfall 
des Brommolekiils, und da8 dies durch eine Nebenreaktion verursacht 
ist. Das in (1) freiwerdende H-Atom reagiert namlich nach Nernst 
in folgender Weise weiter: 
H + Br, — HBr-+ Br, (2) 
d. h. fiir jedes verschwindende Bromatom [Reaktion (1)] wird ein 
anderes durch die Reaktion (2), die praktisch unmeBbar schnell 
stattfindet, frei; die Bromwasserstoffbildung vermindert also die Zahl 
der Bromatome nicht und hangt daher von der Nachlieferungs- 
geschwindigkeit derselben aus den Molekiilen nicht direkt ab. Nur 
die Zahl der vorhandenen Bromatome ist maSgebend, und diese 
ist durch die thermodynamische Gleichgewichtsformel festgelegt. Wenn 
also die Giiltigkeit dieser letzteren zugegeben ist, kann man aus der 


1) M. Polanyi, ZS. f. Phys. 1, 337, 1920. 
*) M. Bodenstein u. 8. C. Lind, ZS. f. phys. Chem. 57, 168, 1907. 
3) K. F. Herzfeld, Ann. d. Phys. 59, 654, 1919. 
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_ Bromwasserstoffbildung nichts iiber die Energienachliefe- 
rung schlieSen. Sie spricht daher nicht fiir die nichtmechanische 


Natur der chemischen Vorvange. 
Im Vorhergehenden haben wir angenommen, da8 sich das Gleich- 
gewicht zwischen Brommolekiilen und -atomen entsprechend der 


_ thermodynamischen Formel eingestellt hat. Fiir diese Einstellung er- 
gibt sich nun aber aus den Untersuchungen von Polanyi allerdings 
_ eine Schwierigkeit, gleichgiiltig, ob die Atome an anderen Reaktionen 
noch teilnehmen oder nicht. 


Wir denken?!) uns ein zweiatomiges Gas (Konzentration C,) im 
Gleichgewicht mit seinen Atomen (C,, C3), wobei beliebige fremde 


_ (neutrale) Gase (C,...) beigemischt seien. Dieses Gleichgewicht abt 
sich aus dem Nernstschen Theorem berechnen. Aus der friiher 


ea 


gemachten Annahme, da bei jedem Zusammenstof8 zweier Atome 
Verbindung zum Molekiil erfolgt, kann man hieraus die in einer 


'Sekunde neugebildete Zahl von Molekiilen berechnen; sie (und die 
ihr gleiche Zahl zerfallender Molekiile) ist gleich 


eae TN pore 20 
oem KT) ¢ bk? NC,. (3) 


Jedes der neu entstandenen Molekiile hat eine Energie > q, 


der Bildungswarme beim absoluten Nullpunkt. 


Nun ist die Zahl der Molekiile, die im Glceichgewicht Schwin- 


gungsenergien > go haben, a on NC, (4) 


bzw. wenn die Bildungswirme sich auch auf die Rotationsfreiheits- 
_ grade verteilen kann: 


_ % 
if eae “m4 ae kT NC. (4) 
Da (3) die Zahl der in der Sekunde durch Vereinigung ent- 


_stehenden, (4) bzw. (4’) die Zahl der im Gleichgewicht vorhandenen 
Molekiile des betrachteten Energieinhalts darstellt, so ergibt sich die 
mittlere Lebensdauer fiir ein eben entstandenes Molekiil, das also den 


} Energieinhalt > qo hat, durch Division zu 2) 


oe: a : 
——;, =, sec ~ 10-* see (5) 
ae Ey oe 
- : % I h eS, 5 10-12 5/ 
Se (is ¥ =x) eT a ie 
j ; 1 =a rN ig ; 


hr er ee 


1) Hine weitgehende Klarang der hier vorgebrachten Darlegungen ver- — 
danke ich der schriftlichen Diskussion mit Herrn Polanyi. 
2) Fir die vorkommenden Falle ist meist hus kT. 
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Wir erkennen also, daS ein neu entstandencs Molekiil, das seine 
Energie nicht innerhalb 10—*% see bzw. 1077 bis 10-12 sec abgeben 
kann, wieder zerfallen muf. Nun gibt das Molekiil diese Energie 
nicht durch Strahlung ab, was daraus zu schlieBen ist, daB die wirk- 
liche Strahlung viel kleiner ist als sie in diesem Falle ware’). 

Polanyis Standpunkt 2) geht im Grunde darauf hinaus, daf das 
Molekiil die Energie durch einen Quantensprung des ganzen Gases 
abgibt, daB also etwa an Stelle des neu entstandenen ein anderes 
Molekiil zerfallt. 

Diese Auffassung scheint noch mit solchen Schwierigkeiten ver- 
bunden, daS wir einen anderen Ausweg suchen und damit zu fol- 
gendem Schlu8 gefiihrt werden. 

Die Dauer eines StoBes berechnet sich der GréSenordnung nach 
* 'tmolekulare Dimension 10-§ 


als eC 10-18, die zwischen zwei Sté8en 
“4g  Geschwindigkeit ROW Pe ; 
Weglange ; cane 
aus =—_-—-— hei normalen Druck- und Temperaturverhialtnissen 
Geschwindigkeit 


zu => 10-1 sec. Es ist daher (5) von der GréBenordnung der Stofi- 
dauer, (5') zwar etwa 50mal gréBer, aber noch immer viel kleiner als 
die Zeit zwischen zwei StéBen. 

Es zerfallen also die neu entstandenen zweiatomigen Molekiile im 
allgemeinen nach einer Zeit wieder, die nur von der Dauer eines ge- 
wohnlichen StoBes ist. Solche Gebilde als Molekiile zu bezeichnen, ist 
natiirlich méglich, aber im allgemeinen physikalisch und chemisch 
sinnlos. Wenn wir nun lingerlebige Gebilde so nennen, so kénnen wir 
nur solche AtomzusammenstéBe als Molekiilneubildung bezeichnen, bei 
welchen das neu entstandene Gebilde die Méglichkeit hat, unmittelbar 
darauf seine Energie zu vermindern, ohne zu zerfallen, und das ist 
nur durch Sto8 (mit einem beliebigen anderen Teilchen) méglich. 
Die Zahl der StéBe nun, die diejenigen Molekiile erleiden, deren 


Schwingungsenergie > q ist, ist nach der Rechnungsart, die Polanyi 
angewendet hat) 


oe 
211 € kT 0, (OC, + aC, + ag Cy +--+), (6) 


1) M. Polanyi, ZS. f. Phys. 8, 31, 1920; s. auch W. M. C. Lewis, Phil. 
Mag. 39, 26, 1920. 


*) Lc. ZS. £. Phys. 1, 337, 1920. 
3) In seiner ersten Arbeit ist eine andere Formel gegeben, da dort die 


Annahmen méglichst weit gezogen sind. Die oben durchgefiihrte Einschran-— 


kung (AnteiInabme der Schwingung bzw. Rotation allein) verdanke ich der 
Diskussion, ebenso den Hinweis auf die Unzweckmifgigkeit, die kurzlebigen Ge- 
bilde als Molektile zu bezeichnen. 
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_ wo Z,, die StoBzahl in einem Gas 1 von der Konzentration C, = 1 
und die Koeffizienten a leicht ausrechenbare Zahlfaktoren von der 
GréBenordnung 1 sind (sie enthalten die Molekulargewichts- und 
Radienverhaltnisse der Gase 2, 3,.. und 1). Kann auch die Rota- 


tionsenergie an der Bildungswarme teilnehmen, so kommt noch der 
' Faktor 


do -* , 
hv ie < sigs (6) 
© hinzu. 
Das bedeutet, daf nicht jeder Zusammensto8 von Atomen zur 
wirksamen Molekiilbildung fiihrt, sondern nur der Bruchteil 


VA 
ae kT (C, + a, Cy + az €3). 
G € a) N 
Hier ist 
Ey Llp: eel a Gs ae 
i Ae 
aay “isles: (elapen Ba 2M, UW, RT 


; M, 300 1 

mee = nn a 

{cee 
wo s’ = s.108 der Abstand der Molekiilmittelpunkte beim Sto8 in 
Angstrémeinheiten (10-8em), M, das Molekulargewicht und M,, M; 

- Atomgewichte sind. 

z Da die Konzentration C€ bei Atmosphirendruck und normaler 
Temperatur ~ 1/,.10~* sind, ist der Bruchteil der zur Molekiilneu- 
bildung fiihrenden Stéfe, in diesem Falle ~ 1/5900, von der Tempe- 


; 1 ‘ 
ratur nur wenig abhangig ( 7m etwa proportional dem Gesamt- 
\ 


druck. 

Bei Teilnahme der Rotationsenergie kommt hierzu der Faktor 
(6') ~ 50. 

Driicken wir die Molekiilbildungszahl statt in der Konzentration 


(4, die nur im Gleichgewicht Bedeutung hat, durch die Konzentra- 


tion der Atome aus, so wird sie 


16NART 2 ae s2d2 Cy C3(C, + ag Cy + ag C3 +>: ‘), 


wo ‘H,, s die frihere Bedeutung hat, d der Abstand der Atom- 
schwerpunkte beim Sto8 ist. 
Auch hierzu tritt eventuell der Faktor (6’). 
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Eine Molekilbildung aus Atomen im Gas ist also prin- 
zipiell héherer als zweiter Ordnung. 

Entsprechend dieser Molekiilbildung, die erfolgt, wenn unmittelbar 
nach der Vereinigung zweier Atome ein weiterer StoB1) die ent- 
standene Bildungswirme fortfiihrt, ist der Molekiilzerfall im Gleich- 
gewicht dieser Neubildung gleich und durch Formel (6) bzw. (6’) 
gegeben. : 

Diese Formeln gelten natiirlich auch entfernt vom Gleichgewicht, 
nur ist dann C, eben keine Gleichgewichtskonzentration. 

Der Molekiilzerfall findet statt, wenn durch StéBe die 
Zerfallsenergie als Schwingungs- bzw. Rotationsenergie in 
einem Molekil aufgehiauft ist®). Hierauf findet innerhalb 
10-8sec (1071 — 10-1”) der Zerfall statt. Daraus folgt, daB der 
Zerfall eines Molekiils in zwei Atome im Gas kein monomolekularer 
Vorgang ist. 

Durch das Aufgeben der Annahme, daS AtomzusammenstéBe 
stets zur Molekiilbildung fiihren, andert sich an den anderen SchluB- 
folgerungen der friiher angefiihrten Arbeit nichts. Die Ansichten 
iiber Reaktionen der Art Br, + H—~» HBr+ Br brauchen nicht 
geandert zu werden, weil die hierbei frei werdende Warmeténung zum 
Zerfall von HBr nicht ausreicht. 

Zusammenfassung. Die Bromwasserstoffbildung beweist nicht, 
wie aus den Polanyischen Uberlegungen zu folgen scheint, die nicht 
mechanische Natur der chemischen Vorginge. Dagegen folgt aus 
den Polanyischen Arbeiten fiir das Dissoziationsgleichgewicht bei 
einem zweiatomigem Molekiil entweder diese ,nichtmechanische Natur“ 
oder die Tatsache, da nicht alle ZusammenstéBe von Atomen zur 
Molekiilbildung fiihren, sondern nur ein von der Dichte aller vor- 
handenen Gase abhingiger Bruchteil, der unter gewéhnlichen Druck- 
und Temperaturverhaltnissen ~ 1/199) (bzw. 4/5) bei Mitwirkung der 
Rotation) betrigt. 


Miinchen, Chemisches Laboratorium d. bayer. Akad. d. Wiss., 
Phys.-chem. Abteilung. 


1) Wir haben hier also in einem gewissen Sinne Dreierst6Be, entgegen der 
Annahme von Trautz (ZS, f. Elektrochem. 22, 104, 1916). Ihre Haufigkeit ver- 
halt sich zu der der ZweierstéB8e wie die molekularen Dimensionen zur freien 
Weglange, also ~ 1:1000, ist also durchaus nicht zu vernachlassigen. 

*) Die Zahl der Falle, wo durch StoB8 erworbene Zerfallsenergie unmittelbar 
darauf wieder durch StoB verloren geht, ist zu vernachlassigen. 
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Die chemische Konstante des Na und K. 
Von R. Ladenburg und R. Minkowski in Breslau. 
Mit zwei Abbildungen. (Hingegangen am 14. Oktober 1921.) 


Auf Grund der kiirzlich an dieser Stelle mitgeteilten optischen 
Messungen der relativen Dampfdrucke des Na1) und vor allem auf 
Grund der mit diesen so vortrefflich iibereinstimmenden direkten 
Dampfdruckmessungen der Herren F. Haber und W. Zisch vom 
Kaiser Wilhelm-Institut fiir physikalische Chemie?) ist es nunmehr 
méglich, die chemische Konstante des Na mit einiger Genanigkeit zu 
berechnen. Die spezifischen Warmen sind aus zahlreichen dlteren und 

-neueren Messungen wenigstens bis herab zu 50° abs. bekannt. Fir K 
liegen nur Dampfdruckmessungen von Kréner®) vor; die spezifischen 
Warmen sind weniger gut bekannt als bei Na, so dafi die Unsicher- 

- heit in der chemischen Konstante hier gréSer wird. 

Wir benutzen zur Berechnung die bekannten Formeln‘). Es be- 
deutet im folgenden: p, den Dampfdruck in mm Hg, |, die Ver- 
dampfungswarme bei der Temperatur 7,, Q;, die Schmelzwirme, 7, 
den Schmelzpunkt, C, = 4,965 die spezifische Warme bei konstantem 
Druck des als einatomig angenommenen Dampfes, C;, die spezifische 
Warme des Kondensats, die oberhalb des Schmelzpunktes konstant 
= C;, angenommen wird, und C die chemische Konstante. Dann ist 


j (he Qs C= Cy ‘ie 
2 —= — - : — ——— a ] J MOO 
PIA 45717, 4,571 T, Pees «es 
ie 1, 
oid 
[Gao 
Co ee ee apie + log 760 + 0. 
Tes eae i ei) oT Le 
0 


J. Natrium. Wir benutzen die Werte 
. p, = 3,59mm, 7, = 7735) 


ere hes OEP arto) 
4,571 1 
AT 


1) R. Ladenburg u. R. Minkowski, ZS. f. Phys. 6, 152, 1921. 

2) Ebenda, i. f. zitiert als a. a. O. 

8) A. Kréner, Ann. d. Phys. 40, 438, 1913. 

4) W. Nernst, Die theoretischen und experimentellen Grundlagen des neuen 
Wirmesatzes (Halle 1918), 8.108, 142ff.; O. Stern, ZS. f. Elektrochemie 25, 
66, 1919. 

5) Vel. die Werte von Zisch, a. a. O. Tab. Il sowie S. 162. 
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d. h. 1, == 24560, ferner 7, = 371, Q, == 630 cal (Literatur vel- 
Anm. 1). 

Die vorliegenden Messungen der spezifischen Warme des Na sind 
in Fig. 1 zusammengestellt1). Zur Beurteilung ist nicht nur die Ge- 
nauigkeit der thermischen Messung zu beriicksichtigen, sondern auch 
die Reinheit des verwendeten Na. In letzterer Beziehung sind wohl 
die, Versuche von Rengade am hdchsten zu bewerten, da er im 


W 750 200 250 300 350 400 50 
if ae 
ii © Regnault —— Rengade 
if a Schiiz : 
ob ie ) Eastman 
if o Bernini % Gunther 
ji x Kleiner u. Thum 
y o Koref 155 » 
/ o Estreicher u. Staniewski ---- Cp = fDebye (=) ae 10-4 Taz 
FA ° Dewar 170 b 
ay 50 |e a lei --~+ p= Thepye (FP) + 1,4.10—* Tle 


Fig. 1. Spezifische Warme des Na (bei konstantem Druck). 


Vakuum destilliertes Na verwendet. Die Berechnung der erforder- 
lichen Integrale wird naturgem&4$ dadurch beeintrachtigt, dafS Werte 
oberhalb 400° und unterhalb 50° fehlen. Wir wollen im folgenden 
oberhalb des Schmelzpunktes, wie bereits erwahnt, C;, konstant — 7,30 
ansetzen und bis zum Schmelzpunkt eine Debyesche Funktion ver- 
wenden, namlich 
» (160 
Ch = Fosrye “> + 14. 10+ 72! 

setzen. Dann wird 


0,551 = — 5,952 —0,372 —8,402 +-9,450 —1,192 —1,794 +1,086 + 2,881.0, 


1) H. Regnault, Ann. chim. (3) 46, 257, 1856; Pogg. Ann. 98, 396, 1856; 
L, Schiiz, Wied. Ann. 46, 177, 1892; A. Bernini, Phys. ZS. 7, 168, 1906; 8, 
150, 1907; A. Kleiner u. Thum, Arch. de Genéve (4) 21, 275, 1906; F. Koref, 
Ann. 86, 49, 1911; T. Estreicher u. M. Staniewski, Krakauer Anz.,(A) 1912, 
8. 834; I. Dewar, Proc. Roy. Soc. (A) 89, 158, 1913; BH. Griffith, Proc. Roy. 
Soc. (A) 89, 561, 1913; E. H. Griffith u. E. Griffith, Proc. Roy. Soc. (A) 90, 
557, 1914; M. EH. Rengade, O. RB. 156, 1897, 1913; Journ. chim. phys. 11, 832, 
1913; E. D. Eastmann, Journ. Amer. Chem. Soc. 40, 489, 1918; Chem. Zentralbl. 
1918 (2), 34; P. Ginther, Ann. 63, 476, 1920. 
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also C= 0,846. Die vorliegenden Theorien fiihren bekanntlich zu 


wo M das Soni tekiyeiant 1 padentes ea gael — 1,59 ist, was durch 
die vorliegenden Messungen an Hg, Ar, H,, Cd und Zn 1) innerhalb 


der Meffehler bestitigt wird. Hier ergibt sich jedoch mit M—= 23,00 


der Wert Co = — 1,20. 


Die vorliegenden Daten sind nicht so genau, daS man hier bereits 
mit Sicherheit eine reelle Diskrepanz behaupten kénnte, die bei der 
grundlegenden Bedeutung des Nernstschen Wiirmesatzes sehr wichtig 
ware; iibrigens entspricht der Unterschied von 0,39 ~ log 2 bzw. log3 
einer kiirzlich von Schottky*) ausgesprochenen Vermutung. Viel- 
mehr ist der eigentliche Zweck dieser Mitteilung auf die Bedeutung 
Weiterer, méglichst genauer Messungen des Natriumdampfdrucks bei 
tieferen Temperaturen und der spezifischen Warme von reinem Na 
bei hohen und tiefsten Temperaturen hinzuweisen. Dann erst kann 
diese wichtige Frage endgiiltig entschieden werden. 

Eine genaue Angabe des Fehlers der hier berechneten chemischen 
Konstante ist willkiirlich, solange diese fehlenden Messungen nicht 
vorliegen. Wir beschranken uns deshalb auf folgende Angaben, die 
wir gréBtenteils Herrn O. Stern verdanken, der unsere Rechnungen 
einer kritischen Durchsicht unterzogen hat: 

1. Wahlt man statt @perye = 160 den Wert Piere = 170; 60 
wird C, um 0,077 verkleinert, d.h. Cy naihert sich um diesen Betrag 
‘dem theoretischen Wert von Sackur-Tetrode-Stern. Um diesen 
Wert ganz zu erreichen, miiBte () den Wert 210 haben, was aus- 
geschlossen scheint. 

2. Die Schmelzwirme scheint nicht sehr sicher, doch andert selbst 
ein Fehler von 10 Proz. Cy erst um 0,04. 

3. Ist die spezifische Warme der Fliissigkeit nicht, wie ange- 
nommen, konstant, sondern nimmt vom Schmelzpunkt bis zur Tem- 
peratur 7, (d.h. in einem Intervall von 400°) von 7,4 etwa auf 6,2 
ab 3), so ist Cy um 0,11 zu verkleinern. 


| _ 3) Vgl. etwa Zusammenstellung bei R. Ladenburg, Jahrb. der Radioakt. 
ta 4, 273, 1921. 

2) W.Schottky, Phys. ZS. 22, 1, 1921. Hier ist eine Vorzeichenyerwechslung 
passiert, die Herr Schottky selber berichtigen wird. 

3) Diese Abnahme wire etwa ebenso grof wie die von Wiist, Meuthen 
und Durrer (Heft 24 der Forschungsarbeiten d. Ingenieurwesens 1918) bei Zn 
und anderen Metallen gefundene; nach Braune andererseits (ZS. f. anorg. Chem. 
111, 109, 1920) ist die spezifische Wirme von Zn und Cd zwischen Schmelz- und 
Siedepunkt nahe konstant. Hierauf wies uns in dankenswerter Weise Herr 
A. Hucken hin. 
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Hier miiBte 


4. Den gréften Kinflu8 hat die Verdampfungswarme. 
Kom- 


der Fehler 5 Proz. betragen, was wir fiir ausgeschlossen halten. 
biniert man die Messungen Minkowskis mit denen von Haber- 
Zisch und benutzt die 1. c. angegebene Formel 

25950 


306, 
i571. i. 11,5 


lg p TH — — 


so findet man bei Z = 773 
1, = 25950 — 2,34 « 773 = 24140 (statt 24560) 


und p = 3,66 mm (statt 3,59); 
damit wird 

C. == 0138 
und 

Cy —-— 150; 


so daB der Unterschied gegen den theoretischen Wert 0,29 wird. 
5. Die Wirkung mehratomiger Molekiile (vgl. das unvermeidliche 
Auftreten von Bandenlinien, a. a. O., S. 161) ist vorlaiufig schwer ab- 


zuschatzen. 


70 T T T 7 
| | | | 
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vf | | 
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| { | o 
| | J | Lig RE a 
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al re | 
6 — 30 6 + ; hay 
| e0F--—— i Schmelz- 
in | | punkt 
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4 a | I L re, 
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Hf e Regnault Z 
i eo Schiiz 
| a Bernini ( 7) —2 pl 
Lane = as =a a 4,8.10 bY i | 
2 i 4 Koref P Dene’ 3 
i o SHstreicher u. Staniewski + 0,6.e pee! 
H e Dewar ae 87,6 
/ v— Rengade -+-> Op =fDebye (=) +1,9.10—4 T3J2 
La a o Eastman 
Qo 50 700 
Fig. 2. Spezifische Warme des K. 


Die verschiedenen gréStméglichen Abweichungen, die unter 1. 
bis 4. diskutiert sind, miiBten also alle in gleichem Sinne liegen, um 
die Diskrepanz vom theoretischen Wert zu beseitigen. 

I]. Kalium. Die Berechnung von ©, bei K ergibt nach der 


obigen Formel den Wert 
: Cy —— 1,37, 


f 
——— wa = 


ry 
% ~ 
‘ , 
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wenn folgende Daten benutzt werden (betreffs der spezifischen Warmen 
{ vgl.. Fig. 2): 
ae p, = 0,74mm bei T, = 600° 
l, = 21292 —1,985. T, = 20100 
TS 335.5 Q; = 574 cal 


1 : 
i — ee +1,9.104 73/2 1) 


C, konstant?) = 6,95. 
Breslau, Physikal. Institut der Universitat, 14. September 1921. 
. 1) Benutzt man die andere Kurve (@ = 110), so wird Cy und damit die 
Abweichung vom theoretischen Wert etwas groier. 

. 2) Beim Schmelzpunkt (336°) betragt die spezifische Warme etwa +7,0 und 
steigt nach Rengade bis tiber 8 bei 400°, oberhalb 400° fehlen Messungen. . Bei 
Beriicksichtigung dieses Anstieges der spezifischen Warme wirde Cy noch gréBer 

: werden, d. h. noch mehr vom theoretischen Wert abweichen. Nimmt die: spezi- 
( fische Wirme des fliissigen K im fraglichen Temperaturgebiet erheblich ab, so 
ware ebenso wie unter 8. bei Na diskutiert, Cy merklich kleiner. 


# 
7] 
: 
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Uber eine Quantenbeziehung in der Maxwellschen 
Lichttheorie. 


Von Satyendra Ray in Wien. 
(Eingegangen am 29. November 1921.) 


Das Zeitintegral der kinetischen Energie eines vibrierenden. Teil- 
chens fiir eine ganze Periode dividiert durch die Periode ist: 


: 2 2 
= | 5m(— cos) dt = m=. (1) 
Tv T T 


Der Ausdruck schlie8t sowohl die Amplitude als auch die Schwingungs- 
periode ein. 

Gemi8 der elektromagnetischen Theorie ist der Lichtdruck die 
Energiemenge pro Volumeinheit und wird ausgedriickt durch die 


2 
Formel a Man beachte, daS, zum Unterschied von (1), die Formel 


augenscheinlich von der Schwingungsperiode unabhangig ist. 

Wenn in der Quantentheorie die Bahnen ausstrahlend waren, 
statt nichtausstrahlend, so wiirde daraus eine notwendige Beziehung 
zwischen Amplitude und Umlaufszahl — oder zwischen © und v — 
folgen. Selbst bei nichtausstrahlenden Bahnen ist bei hochwertigen 
Quantenzahlen die Schwingungszahl identisch mit der Umlaufszahl, 
und vielleicht ist © proportional dem a. 

Wenn eine solche 'Beziehung besteht, so ist es wahrscheinlich, 


2 
daB diese Beziehung in der Formel Ae 


der elektromagnetischen Theorie darstellt, enthalten ist. 

Analog der Gleichung (1) werden wir versuchen, den Lichtdruck 
nach der Dimensionsmethode in Ausdriicken der Amplitude ©, der 
Wellenlange 4 und der elektrischen Dichte des Athers @ darzustellen. 

Die Verwendung von @ ist notwendig nach der elektromagneti- 
schen Theorie. Fiir eine ebene Welle in einem isotropen Dielektri- 
kum mu jeder Teildifferentialkoeffizient der div€ nach 2, y, z und ¢ 
verschwinden. poe streng genommen, mu sein 


oa = 
ee ae Wie ee 


iS 
Wir kénnen also fiir ae here 28 die folgende Dimensionsgleichung 
aufstellen: 


[ere] = ter UY ter = [pees] er [ ae | @ 


, welche den Lichtdruck in 


== const. (2) 
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oder fo pee “7 = hese (4) 
: € Azxko 
oder i = - : | (5) 
Da die elektrische Verschiebung ® proportional © ist, ist auch 
a ote Pr 
7 = const. (6) 


Dies entspricht dem Ausdruck i) in Gleichung (1), welche fiir die 


elektromagnetische ebene Welle eine Konstante sein mu. Wenn wir 
eine kérnige Struktur des Athers annehmen, so ist das Zeitintegral 
der Energie fiir eine ganze Schwingungsperiode eines Atherteilchens 


2 
E= mm () -c? = const. (7) 
und unabhangig von der Wellenlinge. Wahrscheinlich steht die 
Konstante zur Quantenenergie h in Beziehung. 

Das Gesagte trifft zu fiir eine ebene Welle. Fiir eine spharische 
Welle ist ; unabhangig von der Wellenlinge, wenn die Entfernung 
vom Mittelpunkt r fest ist; bei derselben Wellenlinge ist a umgekehrt 
proportional der Entfernung r. Gleichung (7) ist auch fiir die Licht- 
quelle richtig, nur miissen m und a fiir die Lichtquelle statt fiir das 
Atherteilchen gesetzt werden. 

Eine Welle ist wesentlich eine Vermittlung der Energie in der 
Fortpflanzungsrichtung. Jede vollstindige Schwingungsperiode erzeugt 
einen Wellenpuls, welcher eine spharische Hiille von der Dicke A ist, 
wobei das Zeitintegral der Energie der Lichtquelle als ein Volum- 
integral auf die Hiille iibertragen und verbreitet wird. Da nun v 
solche Pulse in einer Sekunde erzeugt werden, ist die Energie, welche 
yon der Quelle pro Sekunde ausgeht, 


9 


1 
/ 2 v7 
fin Cr aunrfen(f<: 


0 
Die Ahbnlichkeit des Ausdruckes auf der rechten Seite mit den Licht- 
quanten vh ist bemerkenswert. 


Daher ist re 
h = oder prop. | 2a (3) | : (9) 
0 : 


Bohr nimmt auf Grund von Erwagungen, die auf dem Grund- 
satz der Erhaltung der Energie beruhen, nicht ausstrahlende Bahnen 
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an, und hat bewiesen, daf% die Energiedifferenz zweier Babnen aus- 
gestrahlt wird nach der Gleichung 
A, — A, = hv. (10) 

Hier erhebt sich die Frage, welches die Anzahl der Pulse ist, 
denen diese Energiedifferenz tibermittelt wird. Wenn die Anzahl der 
Pulse der Schwingungszahl proportional ware, ware die Proportio- 
nalitit (9) bewiesen. 

Physikalisches Institut der Wiener Universitat, 5. Nov. 1921. 


Anmerkung bei der Korrektur (hinzugéfiigt am 9. Dezember 
1921). Maxwell hat ausdriicklich die Méglichkeit der Existenz der 
elektrischen Dichte im Dielektrikum anerkannt, und er gibt die 
Méglichkeit der nichtperiodischen Effekte in Lichtwellen zu, welche 
er vernachlissigt, wie aus dem folgenden hervorgeht: 


Wahoos d 
vu (420+ KF.) ( 4 ) 4 pak tS a 


dt da 
d\ /aG dv aura ees 
u(are4 KT) (F +5) +6 G17, =0 


d\ (dH , dv dJ 
4 + +p? — = 
u( ete KS) (a a) ne ae 
These are the general equations of electromagnetic disturbances. 


If we differentiate thece equations with respect to a, y, and 4 
respectively, and add, we obtain 


: (4204 K 4) (4 — rv) ee 
If the medium is a non-conductor, C = 0, and p2y, which is 
proportional to the volume density of free electricity, is independant 
of t. Hence J must be a linear function of ¢, or constant or zero, 
and we may therefore leave J and # out of account in considering 
periodic disturbances.“ (Vol. II, 8S. 433 u. 434.) 
In diesem Zusammenhang vergleiche man auch die Helmholtzsche 


Theorie der elektro-osmotischen Erscheinungen. Die hydrodynamische 
Grundgleichung Oh 


po eae y 4?u 
zerfallt in zwei Teile 
oh 
ay oe 74?2u und X= 74?2u, 


worin der erste Teil rein hydrodynamisch und der zweite Teil rein 
elektroosmotisch ist. Was den letzteren anbelangt, lautet die Be- 
dingung X = v6, daher versagt die Theorie, wenn die elektrische 
Dichte € gleich Null gesetzt wird. (Graetz, Bd. Il, S. 375.) 


* 
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Die elektrodenlose Entladung des Quecksilberdampfes 
und des Cadmiumdampfes. 
Von J. Steph. van der Lingen in Baltimore. 


Mit fiinf Abbildungen. (EHingegangen am 19. Oktober 1921.) 


I. Quecksilberdampf. Im Jahre 1914 beschrieb J. v. Ko- 
walski1) seine Beobachtungen iiber die elektrodenlose Entladung des 
Quecksilberdampfes und kam zu dem SchluB, daB® es zwei Arten der 
Entladung gibt, welche den beiden Jonisierungsspannungen des Dampfes 
entsprechen. Bei 60° C erhielt er cine Entladung, welche einer zweiten 
Jonisationsenergie von Wachsmuth und Winawer?) entspricht. In 
diesem Falle fand er unbekannte Linien bei 3064 A und 3056 A und 
zugleich die ,,Hauptserie des Wasserstoffs“. Bei Zimmertemperatur 
trat keine Entladung ein, wihrend bei hoher Temperatur (140°) die 
Entladung automatisch aussetzte. Bei 120° fand er eine zweite Art 
der Entladung, welche sich durch griine Farbung von der ersteren, 
blendend weiBen, unterschied. Diese Entladung zeigt eine kontinuier- 
liche Bande von 4300 A bis 6500 A, und liefert scharf nur die griine 
Linie bei 5460 A, fibnlich der von Kalihne’) gefundenen. Er ver- 
glich diese Entladungen mit der elektrostatischen Entladung des heiSen 
Dampfes, wenn das Metall gegen die Wandungen einer Quarzréhre 
geschiittelt wird. 

Ich habe diese Versuche in anderer Absicht wiederholt; ich be- 
nutzte dabei eine hoch evakuierte, 10cm lange und 2cm weite Quarz- 
rohre, die etwas Quecksilber enthielt. Anstatt eines einzelnen Ringes 
wurde eine Spirale iiber die Réhre geschoben, welche sich in vertikaler 
Lage vor einem Quarzspektrographen befand. Zur Erzeugung eines 
hochfrequenten Stromes wurden ein Transformator und ein Konden- 
gator verwendet, wobei die Spirale mit einer Funkenstrecke in Reihe 
geschaltet war. Bei Zimmertemperatur wurde keine Entladung beob- 
achtet, aber schon bei schwacher Erwarmung trat eine eigentiimliche 
disruptive Entladung auf. Die Rohre wollte explosionsartig aufleuchten, 
erlosch aber wieder fast unmittelbar darauf. Mit einem geradsichtigen 
Spektroskop betrachtet, schien dag Spektrum fast ganz aus gelbem 
Licht zu bestehen. Bei Erhéhung der Temperatur hérte diese Ent- 
ladung auf und machte einer zweiten Art Platz. In diesem Falle 


1) Phys. ZS. 1d, 249, 1914. 
2) Ann. d. Phys. (4) 42, 585, 1913. 
3) Wied. Ann. 65, 815, 1898. 
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schien die Farbe des Lichtes dem Auge weiS zu sein mit einem rot- 
lichen Anflug. Bei weiter Temperaturerhéhung nahm die Entladung 
zunichst eine griinliche Farbung an, die sich nach und nach iiber die 
ganze Réhre ausbreitete; spater nahm die Intensitiit der Farbung zu, 
bis die Entladung sich in einzelne 
Faden aufléste und schlieBlich ver- 
schwand. 

Die Photographie der Spektren 
gab fiir die disruptive Entladung 
nur ein Linienspektrum, in wel- 
chem die Linien 4360 A, 4050 A 
und 3650 A ausnahmsweise stark 
hervortreten, wie es die Fig. 1 in 
b zeigt. In derselben Figur gibt 
e das Spektrum der gleichen Réhre 
bei einer hohen Temperatur wieder, 
wenn die griine Entladung auf- 
tritt. Diese eigenartige Entladung 
wurde mit einer doppelwandigen 
evakuierten Glasréhre erhalten. 
Fig.2b zeigt dasselbe Spektrum 
bei Benutzung einer Quarzréhre. 
Die Expositionszeit war dabei sehr 
viel kleiner als fiir die Glasréhre. 
In diesem Falle erschien eine Linie 
bei 2852 A, welche einer von 
Eder und Valenta bei der Queck- 
silberdestillation gefundenen Linie 
entspricht. Fig.2a gibt die Ent- 
ladung in Dampf von sehr nic- 
driger Temperatur wieder; sie 
14Bt erkennen, da die Linie 
2536 A ausnehmend hell ist, und 
zwar so hell, da sie noch einen 
Eindruck wihrend der kurzen Zeit 
hinterlieB, welche nétig war, um 
die Platte nach b zu verschieben. Ferner sieht man, da die Bande 
bei 3300 A verhaltnismiBig viel kraftiger ist, als die Bande bei 
4360 A. Dagegen fehlt die Linie 2852 A in diesem Spektrum, die 
unmittelbar dariiber gut entwickelt ist. Anderersecits treten zwei 
schwache Linien dicht unter 3132 A auf. Die beiden Spektren a 


— 


Die elektrodenlose Entladung des Quecksilberdampfes usw. . 147 


od = s 
ee : ie 
Aik ; _— 
pe a a ; 11* 


148 J. Steph. van der Lingen, 


und die beiden Spektren ¢ sind die gleichen; nur ist die Expositions- 
zeit fiir jedes Paar verschieden. — ¢€ ist das Spektrum der grimen 
Entladung; hier ist die Linic 2536 A nach der Seite der kurzen 
Wellenlingen scharf begrenzt, w ahrend sie in dem Spektrum a nach 
beiden Seiten abschattiert ist. Die Bande bei 4400 A ist viel starker 
als diejenige bei 3300 A und die beiden Linien unterhalb 3132 A 
fehlen. — Wir haben also drei Arten der Entladung zu unterscheiden: 
1. die explosive Entladung, welche nur ein Linienspektrum aufweist, 
in dem die Linien 3650 A, 4050 A und 4360 A stark entwickelt sind 
und eine Linie bei 9852 A auftritt, aber keine Linie unmittelbar 
unterhalb 2894 A; 2. eine kontinuierliche Entladung bei niedriger 
Temperatur, bei der die Linie 2536 A auferordentlich stark hervor- 
tritt, ahnlich derjenigen, die von einem wassergekihlten 
Quecksilberbogen erhalten wird; 2852 A feblt und zwei 
schwache Linien tnterhalb 3132 A erscheinen. Ferner zeigt sich eine 
strukturlose Bande zwischen 3132 A und 3650 A, und eine schwachere 
bei 4360 A; 3. eine kontinuierliche Entladung bei hoher Temperatur, 
bei der die Linien bei 2852 A und die beiden unterhalb 3132 A fehlen. 
Es zeigt sich eine wohlentwickelte strukturlose Bande bei 4360 A, 
die sich bis zu 6500 A ausdehnt, und cine schwiichere zwischen 
3132 A und 3650 A. In diesem Falle ist 2536 A schwiicher als bei 
der zweiten Art der Entladung. 

Bei den angestellten Versuchen konnte keine Entladung bei 
Zimmertemperatur erhalten werden. Wenn eine kleine evakuierte 
Quarzkugel benutzt wurde, zeigte sich bei Zimmertemperatur keine 
Entladung, wiederholte man indessen den Versuch, indem man die 
Kugel iiber einem Bunsenbrenner erhitzte, so erhielt man eine sehr 
schwache Entladung, die wahrscheinlich auf die Gase zuriickzufiihren 
ist, welche durch die Wandungen des heiSen Quarzrohres hindurch- 
diffundieren. In diesem Falle sieht man eine schwache blaSrétliche 
Entladung, die in einem verdunkelten Zimmer leicht beobachtet werden 
kann. Photographiert man das Spektrum dieser Entladung, 80 er- 
kennt man, da® es aus den Linien des Kohlenoxyds und des Queck- 
silbers besteht. Steigert man die Temperatur der Kugel, so treten 
die Quecksilberlinien stirker hervor und die yom Gas herriihrenden 
Linien verblassen. Dies zeigt, daB die Einfiihrung eines fremden 
Gases in ein Quecksilber enthaltendes Rohr das Quecksilber 
veranlaBt, scin Emissionsspektrum bereits bei einer viel 
niedrigen Temperatur auszusenden, als derjenigen, bei 
welcher der Dampf allein leuchten wiirde. Zur Demonstration 
dieser Erscheinung wurde ein 120cem langes, 2em weites Rohr mit 
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Quarzfenstern an den Enden be- 
nutzt. Das Rohr wurde evakuiert, 
ohne auf die Entfernung fremder 
Gase besondere Sorgfalt zu ver- 
wenden. Ferner wurde iiber das 
Rohr eine 50cm lange Spirale ge- 
schoben, deren Ende mit dem 
Rohrende gegeniiber dem Spektro- 
graphen abschlo8. Dann zeigte 
sich bei Zimmertemperatur wieder 
eine schwache fahlgelbe Entladung, 
die sich fast iiber die ganze Réhre 
ausdehnte. Das Spektrum bestand 
aus Kohlenoxyd- und Quecksilber- 
linien. Zugleich zeigten sich meh- 
rere kannelierte Banden, welche 
keiner der Banden entsprechen, 


die yom offenen Kohlebogen er- 


halten werden (vgl. Fig.3). Bei 
geringer Erhéhung der Temperatur 
nehmen die Quecksilberlinien an 
Intensitiit zu, wihrend die vom 
Gase herriihrenden Linien prak- 
tisch ungeindert bleiben. — Diese 
Methode, durch Einfiihrung eines 
fremden Gases cine Quecksilber- 
entladung bei niedriger Temperatur 
zu erzeugen, erméglicht die Kon- 
struktion einer Lampe zur Be- 
strahlung innerer Organe, deren 
Verwendbarkeit darauf gegriindet 
ist, daB die Entladung sich auf 
eine betrachtliche Entfernung von 
der erregenden Spule ausdehnt. 
II. Cadmiumdampf. Ein 
kleines Stiickchen Cadmium wurde 
in eine Quarzkugel geworfen, die 
alsdann vollstindig evakuiert und 
abgeschmolzen wurde. Brachte man 
diese Kugel in die stromfiihrende 
Spule, so sah man, daB die elek- 
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trodenlose Entladung bei etwa 100°C einsetzte; das Aussehen der Ent- 
ladung war bliulichgriin. Die Photographie des Spektrums zeigte, da8 
die Intensitatsverteilung ganz verschieden war von derjenigen des 
Cadmiumfunkens. Die Linien 3612A, 3467 A, 3405 A, 2980 A, 
2880 A, 2288 A und 2266 A waren kraftig, die Linien 2572 A und 
2314 A dagegen ausnehmend schwach. Die Linie 2195 A fehlt ganz, 
wihrend 2147 A gut ausgebildet ist. Ferner treten bei 2748 A zwei 
Linien gleicher Intensitit auf an Stelle einer starken Linie im Funken- 
spektrum. Bei etwa 4500 A bis 5500 A ist eine schwache strukturlose 
Bande vorhanden !) (vgl. Fig.4). Erhéht man die Temperatur, so ver- 
schwindet 2288 A und eine schwache Bande erscheint an derselben 
Stelle, die sich nach 2314 A abschattiert. Die Bande von 4500 A bis 
5500 A tritt in diesem Spektrum nicht auf. LaSt man die Kugel 
sich abkiihblen und wiederholt die Beobachtungen bei Zimmertemperatur, 
so entsteht cine blaBrétliche Entladung, deren Spektrum vollig ver- 
schieden ist von demjenigen des Cadmiums. Das Spektrum ist wahr- 
scheinlich auf Gase zuriickzufiihren, die bei der Erwarmung durch die 
Wandungen der Quarzkugel hindurchdiffundieren. Die Linien sind so 
schwach, daB sie nicht in dem Spektrum des Cadmiumdampfes er- 
scheinen, wenn er auf héherer Temperatur gehalten wird. In diesem 
Falle verursacht das fremde Gas keine Emission der Cadmiumlinien, 
wie beim Quecksilber. Fig.5b zeigt das Spektrum des fremden Gases, 
¢ dasjenige des Cadmiumfunkens und d das Spektrum der elektroden- 
losen Entladung des Dampfes. Die schwache Bande bei 2288 A 
kann auf der Platte deutlicher hervorgerufen werden, laBt sich aber 
in dem Abdruck des Spektrums nicht wiedergeben. Sie entspricht 
der Fluoreszenzbande, welche der Dampf bei Anregung mit 2288 A 
aussendet. 


Baltimore, September 1921. 


1) Kalahne, Wied. Ann. 65, 828, 1898. 
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Diffusion von Wasserstoff durch Eisen und Platin. 
Von Gerhard C. Schmidt und Th. Liicke in Mimster i. Westf. 


Mit einer Abbildung. (Eingegangen am 19. November 1921.) 


Im Jahre 1876 wies Root!) auf Veranlassung von Helmholtz 
nach, da8 der durch Elektrolyse gegen die eine Seite einer diinnen 
Platinplatte gefiihrte Wasserstoff sich nach eciniger Zeit an der ent- 
gegengesetzten Seite dadureh bemerkbar macht, daB er auch dort 
galvanische Polarisation hervorbringt. Helmholtz schloB hieraus, 
daB der elektrolytische Wasserstoff durch Platinplatten hindurch- 
diffundiert. Hiergegen haben Nernst und Lessing?) Einwande er- 
hoben. Zuniichst entwickeln sie die Theorie des Vorganges. Die 
eine Seite der Platte sei dauernd auf konstanter Gaskonzentration y 
gehalten; die Beobachtung, daB das Potential einer lange Zeit schwach 
polarisierten Elektrode auch nach Aufhéren des polarisierenden Stromes 
sich nur sehr langsam indert, berechtigt, fiir die Konzentration w an 
der anderen Seite der Platte von der Dicke ¢ 

Ou 


=) tira == ¢ 


Ox 
zu setzen, wo x die Richtung des Diffusionsstromes bezeichnet. Fiir 
% = 0 ist also uw = y; ferner ist fiir ¢ = 0 itberall w = 0 und wu ge- 
horcht der bekannten Differentialgleichung 


Ou C2u 
eee? 
ct Ox? 
Fiihrt man statt x und ¢ 
es x t 
6 — und: +S 
(@ merce 


ein, so ergeben sich die Bedingungen 
fiir 6 == Oewird + iaup: 
Paves a0 
fir 2 ==sevird, —— 
0§ 


fiir," wird) ae, 


— 0, 


und es ist 


Cn, OF 

Ge: oe 
Ks sei w = F'(é,t) das gesuchte Integral, dann ist der Wert 
von t, der an der Stelle = 1 gilt, eindeutig durch w bestimmt; es 


1) Helmholtz, Wiss. Abh. 1, 835. 
*) Nernst und Lessing, Gottinger Nachr. 1902, 8.146. 
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wird t = f(w) oder t/c? = f(u), dh. die Zeit, die verstreicht, 
bis an der anderen Seite der Platte die Gaskonzentration 
einen bestimmten Wert angenommen hat, ist dem Quadrat 
der Plattendicke proportional. Was fiir die Konzentration w 
gilt, trifft natiirlich auch fiir das dadurch cindeutig bestimmte Poten- 
tial zu, 

Die von Nernst und Lessing angestellten Versuche bestitigtem 
dieses Gesetz beim Platin gar nicht; dicke Platten von Platin lieben 
sogar iiberhaupt keinen Wasserstoff hindurch, wihrend diinne gut 
durchlissig waren. Sie schlossen, daf es sich bei diesen Versuchen 
nicht um cine wirkliche Diffusion der Gase handle, sondern daB in 
dem Metall stets Poren vorhanden seien. Ein Versuch, diese Poren 
direkt nachzuweisen, miflang. Bei Palladium fand sich das Gesetz 
dagegen bestitigt. 

Die Versuche mit Pt lassen sich noch anders deuten, indem man 
anpnimmt, was vou vornherein wahrscheinlich ist und durch spatere 
Versuche (siche Tabelle I und IV) bestitiet wird, daB der durch das 
Metall hindurchdiffundierte H sich langsam in dem Elektrolyten lést- 
Bei Pd ist die Aufnahmefihigkeit des Metalls fiir H so grob, da 
dagegen die Abgabe des Gases an den Elcktrolyten verschwindet, 
deswegen gilt hier das Nernst-Lessingsche Gesetz. Beim Pt da- 
gegen diffundiert der Hi nur langsam, infolgedessen wird z. B. ber 
dicken Platten das Gas ebenso schnell 
in die Fliissigkeit wandern, wie cs ——=)} 
durch das Metall hindurchdiffundiert; { 
eine Potentialinderung wird daher nicht 
zu beobachten sein, obwohl cine wirk- 
liche Diffusion vorlicgt. Trotzdem wird 
man auch beim Platin das Nernst- x 
Lessingsche Gesetz priifen kénnen, 
indem man etwas diinnere Platten nimmt und die Potentialinderung 
so kurze Zeit nach Entwickeln des H beobachtet, da nennenswerte 
Mengen des Gases nicht in die Flissigkeit hincindiffundicrer, kénnen- 

Die Versuchsanordnung war ‘hnlich wie bei Ilelmholtz und 
Root. An die beiden entgegengesetzten Seiten cines Metallbleches 
wurden die ebenen, geschliffenen, gut eingefetteten Rinder zweier 
GlasgefiBe von der in der Figur dargestellten Form gepreBt und 
durch Klammern. festgchalten. Das Blech ragte nach allen Seite 
iiber den Rand der Glasréhren hinaus, so daB sicher keine leitende 
Fliissigkcitssiiule zwischen den beiden Glasréhren bestand. Als Elek- 
trolyt wurde in beiden GefaBen 1proz. Kalilange benutzt. In dem 
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einen Gefi8 wurde H entwickelt, wobei das Metallblech zur Erde ab- 
geleitet war; in dem anderen Gefi® wurde mittels eines empfind- 
lichen Dolezalekschen Quadrantenelektrometers unter Zwischenschal- 
tung einer Normalelektrode die Potentialanderung gemessen. Um die 
Temperatur konstant zu halten, wurde der Elektrolyt in dem Gefab, 
in welechem H_ entwickelt wurde, durch die kleinen Ansatzréhren 
fortdauernd in Flu8 gehalten. Die im folgenden angegebenen Poten- 
tialwerte sind auf die Normal-Wasserstoffelektrode als Nullpunkt be- 
zogen. In den Tabellen bedeuten 7 die Zeit in Min, H den Zeit- 
punkt, wo mit der Wasserstoffentwicklung begonnen wurde; ein * gibt 
an, da% die H-Entwicklung unterbrochen wurde. 


Tabelle IL. 
lk 12 JE i8 fh | te £ ie 
Hisenblech 0,03 mm dick; Stromdichte der H-Entwicklung 0,078 Amp. 

1 | 0,154 51. GP eon 37 105 — 0,009 185 |—0,064 
10 | 0,190 50:0 (arog 115 — 0,023 % | 
30 | 0,219 63 | ote 125 | —0,034 205 | 0,008 
45 | 0,224 55 1 PeeGs100 135 | —0,039 230 | 0,021 
50 | 0,226 65) eno 70 145 | —0,039 240 0,031 
H | 75 0,029 155 | —0,048 300 | 0,102 
50,3 0,180 85 | 0,009 165 | —0,055 
iy | Cy ay 95 ~ | 20,004 175 =| —0,065 

Hisenblech 0,05 mm dick; Stromdichte 0,078 Amp. 

5 l 0)155 100 0,129 185 0,034 300 | 0,037 
30 | 0,235 105 0,119 195 0,027 410 0,095 
75 | 0,209 115 0,100 205 | 0,023 450 | 0,115 
90 | 0,208 125 0,079 220) 00a5 490 | 0,141 

| H 135 0,064 240 0,006 510 | 0,154 
90,5 0,188 145 0,058 270 0,018 600 | 0,214 
91 | 0,158 155 0,051 285 0,016 | 
92 0,151 165 0,044 % . 
95 0,136 175 0,041 295 | 0,039 
Kisenblech 0,2mm dick; Stromdichte 0,078 Amp. 
1 0,219 145 0,268 175 0,198 | 380 ~| 0,120 

20 0,248 147 0,250 180 0,196 # | 

70 0,287 148 0,240 185 |= 0,199 480 | 0,129 
130M ERO S> 150 0,228 190 | 0,188 440 | 0,140 
140 | 0,280 155 0,224 200 0,172 560 =| 0,154 

lsip = | 160 0,216 205 0,168 1400 | 0,265 
142 | 0,286 165 0,211 210 0,166 
144 | 0,281 170 | . 0202 270) Ona | 


Bei Kisenblechen von iiber 1mm Dicke konnte mit der bisher 
angewandten Stromdichte von 0,078 Amp. innerhalb mehrerer Stunden 
keine nennenswerte Diffusion nachgewiesen werden. Die Stromdichte 
wurde daher auf 0,156 erhéht; cine Anderung des Potentials trat 
darauf ein, aber diese war nicht allein durch den diffundierten H 
hervorgerufen, sondern nebenbei machte sich geltend die Temperatur- 
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erhdhung infolge der Jouleschen Wirme. Da die beiden Einflisse sich 
nicht ohne weiteres trennen lassen, tibergehen wir diese Beobachtungen. 

Die ausfiihrlichen Daten, welche mit Eisenblechen von anderer 
Dicke erhalten wurden, teilen wir nicht mit, da die Werte analog wie 
die in Tabelle I verlaufen. 

Aus den obigen Zahlen und den soustigen Beobachtungen lassen 
sich foleende Ergebnisse entnehmen: 

1. Wird auf der einen Seite eines Eisenbleches Wasserstoff elektro- 
lytisch entwickelt, so macht sich derselbe auf der anderen Seite durch 
einen Potentialabfall geltend. 

2. Bei diinnen Blechen tritt dieser Potentialabfall sofort nach 
Beginn der Elektrolyse ein; er verlauft anfangs sehr steil, um sich 
allmithlich abzuflachen und cinen konstanten Wert anzunehmen, wenn 
die Wasserstoffentwicklung lingere Zeit fortgesetzt wird; bei mittel- 
dicken (0,5 bis 1mm) Blechen erfolgt der Spannungsabfall nur ganz 
allmiblich. Bei dicken (iiber 1mm) Blechen konnte eine EHinwirkung 
des Wasserstoffs nicht beobachtet werden. 

3. Nach Unterbrechung des polarisierenden Stromes steigt das 
Potential wieder an, und zwar um so schneller, je diinner das Blech 
ist. Hicraus ist zu entnehmen, daB der Wasserstoff in die Fliissigkeit 
hineindiffundiert. Bei dicken Platten erfolgt der Potentialanstieg nach 
Unterbrechung der Elektrolyse nur langsam; es erklirt sich dieses 
leicht, wenn man annimmt, da® in der dicken Elektrode verhialtnis- 
maiBig gréBere Mengen Wasserstoff enthalten sind, die nur allmahlich 
in den Elektrolyten diffundieren. 

4, Je gréfber die Stromdichte der Elektrolyse ist, um so schneller 
tritt der Potentialabfall ein. Dieses geht aus der folgenden Tabelle 
hervor, in der die Zeit Z verzeichnet steht, die bei verschieden dicken 
Platten (Dicke D) verstreicht, bis bei 0,078 Amp. und bei 0,026 Amp. 
Stromdichte eine Potentialanderung von 0,039 Volt eintritt. Die Zahl 
0,039 Volt ist willkiirlich gewihlt, ebensogut hatte eine andere kleine 
Potentialinderung genommen werden kénnen; weswegen sie klein 
sein mub, geht aus 5. hervor. 


Tabelle II. 


D 0,078 Amp. Stromdichte | 0,026 Amp. Stromdichte 
| Z | z 
0,05 mm 9! 99! 20! 43" 
0,08 | 9. 5 | 45 
0,1 10 | 55 
0,2 | 50 95 
0,5 280 | 435 
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Die Zeiten Z sind, wenn wir zunichst einmal annehmen, daf es 
sich hier um einen Diffusionsvorgang handelt, der Diffusionsgeschwin- 
digkeit des Wasserstoffs durch Eisen umgekehrt proportional. Die 
Tabelle zeigt somit, daB die Diffusionsgeschwindigkeit von der zur 
Polarisation angewandten Stromdichte abhingig ist. Sie ist um so 
gréBer, je gréBer die Stromdichte ist. Eine genaue quantitative Be- 
ziehung zwischen der Diffusionsgeschwindigkeit und der Stromdichte 
haben wir aus unseren Versuchen nicht ableiten kénnen. Winkel- 
mann?!) kam bei seinen Beobachtungen mit einem Eisenrohr von 
045mm Wandstiirke zu dem Ergebnis: Die Diffusion wachst bei kon- 
stanter Temperatur mit zunehmender Stromstarke, aber nicht dieser 
proportional, sondern langsamer. Aus unseren Versuchen mit Blechen 
von 0,5 und 0,2 mm Dicke kénnen wir denselben SchluB ziehen; bei 
den diinneren Blechen dagegen wichst die Diffusion schneller als die 
Stromstirke. 

5. Nach dem Nernst-Lessingschen Gesetz verhalten sich die 
Diffusionszeiten wie die Quadrate der Plattendicken, d.i. bei unseren 
Versuchen wie 1:2,77:7,11:11,1:44,4:274. Es erhebt sich die Frage, 
wieweit die Beobachtungen mit Eisenelektroden dieses Gesetz bestitigen. 

Aus dem Anstieg des Potentials nach Unterbrechung der Elektro- 
lyse geht hervor, da der Wasserstoff sich von dem Blech loslést 
und in die Fliissigkeit diffundiert, daB somit nicht, wie angenommen, 
2 = 0 ist. Dies mu8 man beriicksichtigen, wenn man die Giiltig- 
keit des Nernst-Lessingschen Gesetzes priifen will. Es wird natur- 
gemi$ um so weniger H in die Fliissigkeit diffundieren, je geringer 
die Gaskonzentration im Innern und in der Oberflache der Elektrode 
ist. Hiernach ist Ubercinstimmung zwischen Theorie und Erfahrung 
am ersten zu erwarten, wenn man nur kleine Potentialinderungen in 
Betracht zieht. Die Potentialiinderung, die der Rechnung zugrunde 
gelegt werden soll, setzen wir willkiirlich gleich 0,039 Volt und ent- 
nehmen die hierzu bei den verschieden dicken Blechen erforderlichen 
Zeiten den Messungen der Tabelle III. 

Bei den ersten beiden Reihen ist die Temperatur nicht gemessen 
worden. 

Aus diesen Beobachtungen geht hervor, da sich die Diffusion 
bei gré8eren Stromdichten nach dem Nernst-Lessingschen Gesetz 
vollzieht. Die Versuche mit der Stromdichte 0,026 Amp. geben da- 
gegen keine Ubereinstimmung mit dem Gesetz. Bei letzterem ist fiir - 


1) Ann. d. Phys. 17, 591, 1908. 
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Tabelle III. 


\| \| Nag Se iP as Se nee 
- : auae : 0.078 Amp. Stromd.) 0,078 Amp. Stromd. 
D | 0,026 Amp. Stromd., ‘tani Amp. Stromd. | 3 T a ad G pe Mae C 
mm \ ber. beob. | ber. | beob. | ber. | beob. a ber. beob. 
oo3 | 120"! weaor| vo | | yr ro] gf 18” 
0,05 $41 | 90743] 9 46”) 2 20”) 33 34 |) 49 | 45 
0,08 930 45 7 6 9 5 1/25 1745 | 2° 7 | 2/40 
0,1 14 40 55 hae eG 10 2 12 2 48 320) 3 
0,2 59 3 95 44 24 | 50 7 52 Gio | 13-16} Le Z0 
0,5 | 368 435 227 | 280 | 55 24 | 54 63) 76 60 
1 a = — — |o22 12 |197 (252 224 


die Ausbildung einer bestimmten Gaskonzentration an der Elektroden- 
oberflache mehr Zeit erforderlich, als nach der Theorie zu erwarten 
wire, offenbar, weil der H an der Oberflache in die Fliissigkeit ent- 
weicht und infolge der geringen Stromdichte nicht entsprechend 
schnell durch das Blech nachdringen kann. 

Den berechneten Werten in Tabelle III wurde willkiirlich die 
Potentialspannung 0,039 Volt zugrunde gelegt. Noch kleinere Werte 
wiirden zu demselben Resultat fiihren, also ebenfalls das Nernst- 
Lessingsche Gesetz bestitigen. Je betrichtlicher jedoch die Potential- 
anderung ist, die man der Rechnung zugrunde legt, um so mehr fallt 
der Umstand ins Gewicht, da8 der H sich von der Oberfliche der 
Elektrode loslést, um so bedeutender ist somit auch die Abweichung 
yon dem Quadratgesetz. ZB. ist eine Spannungsinderung von 
0,195 Volt beim Kisenblech von 0,03 mm Dicke nach 24 Minuten ein- 


Tabelle IV. 


Platinblech 0,02 mm dick; Stromdichte 0,026 Amp. 
5 | 0,926 so | 0,869 120 0,765 480 |. 0,441 
70 0,897 s2 | 0,859 230 | 0,565 
75 0,898 85 | 0,849 340 0,494 485 0,491 
H 90 | 0,833 360 0,476 490 0,529 
76 0,897 95 | 0,817 380 0,463 1320 0,777 
SG 0,892 100 ~=6| ~=0,802 400 0,460 | 
78 0,884 105 0,799 430 0,447 
79 0,876 110° | 0,778 460 0,441 

Platinblech 0,083 mm dick; Stromdichte 0,026 Amp. 
5 | 0,953 80 0,889 160 "105783 440 | 0,687 
20 | 0,944 85 | 0,882 180 jee O,7o7 % | 
40 0,938 90 ~—0, 876 200 0,736 441 0,692 
60 0,981 100 0,862 300 0,710 450 0,719 
H AO] | ROsS50 350 | 0,705 460 ,| 0,731 
65 0,923 120 | 0,845 400 ~| 0,692 470 | 0,746 
70 | 0,969 130°. |70;831 410 | 0,688 1290 | 0,818 


75  -| 0,901 P40 0) 03811 420 | 0,687 
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getreten. Durch Berechnung nach dem Quadratgesetz ergibt sich 
hieraus fiir 0,05 und 0,08mm Dicke 70 bzw. 170 Minuten, wihrend 
tatsichlich dieser Potentialabfall erst nach 105 bzw. 245 Minuten ein- 
getreten ist. 

Zusammenfassend ergibt sich somit: Bei kleinen Potential- 
abfallen gilt das Nernst-Lessingsche Gesetz; wir haben es 
somit beim Durchwandern des H durch Fe mit einer Dif- 
fusion zu tun. 

Mit Platinblechen haben wir nur wenige Versuche machen kénnen, 
da ung dickere Platten nicht zur Verfiigung standen. Zwei Beobach- 
tungsreihen gaben die Werte der Tabelle IV. 

Bei 0,078 Amp. Stromdichte wurden analoge Resultate erhalten, 
nur drang der H natiirlich viel schneller durch das Pt. Kine Reihe 
wird geniigen, um dies Verhalten zu charakterisieren: 


Tabelle V. 
Platinblech 0,03mm dick; 0,078 Amp. Stromdichte. 


L P > aap 7 ae T P 


5 |. 0,953 115 0,812 190 | 0,637 430 0,553 
10 0,950 120 0,734 200 0,630 - 
60 0,915 130 | 0,689 210 0,623 440 0,588 
70 0,912 14) 0,676 230 0,616 450 0,645 
100 0,892 150 0,667 370 0,559 ) 
110 0,897 160 0,660 380 | 0,553 
H 170 0,654 410 0,549 
112 0,857 180 0,646 420 | 0,553 


Das Durchdringen des H verlauft beim Pt genau so wie bei Fe. 
Sobald die H-Entwicklung beginnt, fillt das Potential sehr schnell, 
um nach einiger Zeit konstant zu werden. Unterbricht man die Elektro- 
lyse, so erfolgt ein rascher Potentialanstieg. Ein Vergleich zwischen 
Tabelle I und V 1a6t erkennen, daB Fe und Pt der Diffusion von 
H oungefihr in gleichem Mabe zuginglich sind. Das Maximum der 
Anderung des Gaspotentials betrigt bei 0,03 mm Dicke bei Fe 0,286 Volt 
in 2h 30’, bei Pt 0,344 Volt in 4h 20’. Nach 75’ Wasserstoffentwick- 
lung betragt die Potentialinderung sowohl bei Pt als auch bei Fe 
0,26 Volt. 

Die Zeiten, die bei Pt-Blechen von 0,02 und 0,03 mm Dicke dazu 
erforderlich sind, da8 die Anderung des Potentials infolge der H-Dif- 
fusion 0,039 Volt betrigt, verhalten sich nach Tabelle IV wie 7:18, 
d.i. wie 1:2,57, also annihernd wie die Quadrate der Plattendicken, 
die sich wie 1: 2,25 verhalten. Wir finden somit auch hier eine Be- 
stitigung des Nernst-Lessingschen Gesetzes. DaB dasselbe, wie 
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Nernst und Lessing gefunden haben, bei dickeren Blechen versagt, 
hat sicher denselben Grund wie bei den dicken Eisenplatten: der H 
entweicht ebenso schnell in die Flissigkeit wie er durch das Blech 
hindurchdiffundiert, so daB sich eine clektromotorisch wirksame Gas- 
konzentration an der Oberfliche der dicken Pt-Elektrode nicht aus- 
bilden kann. 

Zusammenfassend ergibt sich somit: Das Nernst-Lessingsche 
Gesetz gilt auch bei kleinen Konzentrationsinderungen bei 
Pt; wir haben es also beim Durchdringen des H durch Pt 
mit einer wirklichen Diffusion zu tun. Die Annahme von 
Nernst und Lessing, daB Kanile in der Platinfolie den H hindurch- 
lieBen, ist nicht aufrecht zu erhalten. 

Bei Nickelblechen waren die gemessenen Potentialinderungen sehr 
klein; offenbar vermag das Gas nur sehr langsam durch dieses Metall 
hindurchzudringen. 

Wie Nernst und Lessing gefunden haben, gilt ihr Gesetz fiir 
Palladium. Der Grund, weswegen es bei Pd gilt, wahrend es bei dicken 
Pt-Blechen versagt, ist nach den vorhergehenden Versuchen der fol- 
gende: Wegen der bekanntlich auBergewohnlich groBen Aufnahme- 
fiihigkeit des Pd fiir H entweicht nur wenig des auf die andere 
Seite des Bleches hindurchdiffundierten H in die Flissigkeit. Es ist 
hier Gw/d# sicher nahezu gleich Null, und damit ist die Bedingung 
erfiillt, die Nernst bei Aufstellung seines Gesetzes vorangestellt hat. 


Miinster i. W., Physik. Institut, 15. November 1921. 


Uber die 
durch einzelne Chininsalze hervorgerufene Ionisation. 


Von Gerhard C. Schmidt in Miinster i. Westf. 


(Eingegangen am 19. November 1921.) 


Wie Le Bon?) gefunden, vermag das Chininsulfat beim Erhitzen, 
wobei es Wasser abgibt, kurze Zeit zu leuchten und das umgebende 
Gas elektrisch Icitend zu machen. Bei darauf folgendem Erkalten 
und Wasseraufnahme aus der Umgebung leuchtet es wiederum und 
erzeugt Leitfihigkeit. Diese Erscheinungen sind spiter von F. Gates?) 
und Kalihne’) genauer untersucht worden. Im AnschluB an Ver- 
suche iiber dic Fluoreszenz der Chininsalze sah ich mich veranlaBt, 
die Versuche der genannten Forscher zu wiederbolen und zu erweitern; 
dabei wurde mancherlei Neues gefunden, woriiber an dieser Stelle 
kurz berichtet werden soll. 

Behufs Untersuchung der Leitfaihigkeit verfuhr ich 4hnlich wie 
Kalihne. Zur Erwirmung des Chininsulfats behufs schneller Wasser- 
abgabe diente ein Messingteller, der unten mit einer Kammer ver- 
sehen war, durch den Dimpfe von verschiedenem Siedepunkt geleitet 
werden konnten. Auf den mittleren Teil des Tellers wurde das 
Sulfat in diinner Schicht aufgestaubt. Nach Abstellen des Dampf- 
stroms wurde durch die Kammer ein kalter Strom von Wasser bzw. 
<ler anderen vorher benutzten Fliissigkeit geleitet, dadurch das Salz 
schnell auf Zimmertemperatur abgekiihlt und so zur Aufnahme von 
Wasser aus der Umgebung befihigt. Uber das Chinin konnte, wenn 
notig, eine Glasglocke gestiilpt werden, um Wasserdampf, Wasser- 
stoff usw. tiber das Chinin zu leiten. 

Meine Versuche bestiitigten die Resultate von Kalihne und 
Gates; das Leuchten ist an die Wasserabeabe bzw. Wasseraufnahme 
gebunden. Es bleibt beim Erhitzen in einer mit Wasserdampf ge- 
sittigten Atmosphire aus. Ebenso tritt kein Leuchten auf, wenn 
man beim Abkiihlen dafiir sorgt, daB kein Wasserdampf mit dem 
Salz in Beriihrung kommt. 

Ks fragt sich zunichst, ist das Chininsulfat das einzigste Chinin- 
salz, welches leuchtet und dic Luft ionisiert. Untergucht wurden: 
reines Chinin, Chininsulfat, -bisulfat, Chinin valerianicum, citricum, 


1) Le Bon, ©. R.7180, 891, 1900. 
2) F. C. Gates, Phys. Rey. 18, 135, 1905. 


3) A. Kalihne, Ann. de Phys. 18, 450, 1905; A. Kalahne und W. Federlin 
ZS. wiss. Photogr. 20, 199, 1921. 
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aceticum, nitricum, hydrojodicum, dihydrojodicum, hydrobromicum, 
dibydrobromicum, hydrochloricum, dihydrochloricum. Mit Ausnahme 
des Sulfats zeigte keins dieser Salze ein Leuchten, selbst als sie bis 
180° erhitzt wurden. Wenn man das erhitzte Chininnitrat von dem 
Messingteller auf Papier, Glas usw. schob und auf diese Weise schnell 
abkiihlte, blitzte es an einzelnen Stellen auf; Feuchtigkeit war ohne 
Einflu8 hierbei. Dies Leuchten riihrt vielleicht von einem Brechen 
der Kristalle her; jedenfalls hat es keine Ahnlichkeit mit dem Leuchten, 
welches man bei Chininsulfat beobachtet. 

Von den oben erwihnten Salzen ionisierten die Luft beim Er- 
hitzen das Chininsulfat und das Chininnitrat. Dagegen unterscheidet 
sich das Nitrat von dem Sulfat dadurch, daB es beim Abkiihlen in 
feuchter Luft die Luft nicht leitend macht. Dies Ergebnis spricht 
dafiir, daB auch beim Chininsulfat die Ionisation nicht von der Strah- 
lung herrihrt. Da8 auch kein kurzwelliges Licht beim ChHNO, 
auftritt, wurde bewiesen, indem man iiber dieses Salz eine photo- 
graphische Platte brachte. Trotzdem das Salz drei- bis viermal er- 
neuert wurde und daher Gelegenheit gegeben war, daB das Licht 
drei- bis viermal auf die Platte wirken konnte, trat keine Schwarzung 
auf. Gegen diesen Versuch kénnte man den Einwand erheben, daf 
die Strahlen von der Luft und dem Wasserdampf absorbiert wiirden; 
es wurden deswegen mehrere Versuche in Wasserstoff gemacht und 
der sich beim Erhitzen bildende Wasserdampf durch einen intensiven 
Wasserstoffstrahl beiseite geblasen, so da der Raum zwischen dem 
Salz und der photographischen Platte zum gré8ten Teil jedenfalls 
von Wasserstoff erfiillt war. Auch auf diese Weise konnte keine 
Spur einer Schwirzung der Platte erzielt werden. Wir kénnen daher 
schlieBen: Die beim Erhitzen von Chininnitrat auftretende Leitfahig- 
keit riihrt nicht sekundair von Strahlen her, sondern ist ein primirer 
Vorgang. Der Schlu8 liegt nahe, daB dies auch beim Chininsulfat 
der Fall ist. Dies wurde bestitigt durch Versuche tiber die Ein- 
wirkung von Chininsulfatstrahlung auf die photographische Platte 
unter Dazwischenschaltung von Glas; dasselbe absorbierte, wie das 
schon Kalahne und Federlin fanden, die Strahlung kaum; auch war 
die Schwirzung in H, ungefihr ebenso groh wie in Luft. Hieraus 
geht hervor, da sehr kurzwelliges Ultraviolett bei diesen Versuchen 
nicht oder nicht wesentlich im Spiele ist, da sonst die photographische 
Platte unter dem Glas, wegen der Absorption, geringere Schwarzung 
hitte aufweisen miissen. 

Da8 Kristallwasserabgabe die Ursache der Tonisation ist, ist 
auBerst unwahrscheinlich, denn es ist bisher kein Fall bekannt, daB 
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Salze bei Abgabe von Wasser die Luft leitend machen. Ich habe 
hierauf hin eine groBe Anzahl von Salzen untersucht, aber nie cine 
Spur von Leitfihigkeit beobachtet. 

Somit bleibt nur die Hypothese iibrig, da8 die beiden in Betracht 
kommenden Chininsalze sich beim Erhitzen chemisch umlagern und 
hierbei Elektronen bzw. Ionen aussenden. Beim Chininnitrat mu8 die 
Reaktion nur in einer Richtung vor sich gehen, bei dem Chininsulfat 
dagegen mu8 die neue Modifikation sich leicht wieder zuriickbilden. 

Es galt nun, die neue Modifikation zu isolieren bzw. ihr Vor- 
handensein nachzuweisen. Zu dem Zweck schien es am aussichts- 
reichsten, das Chininnitrat zu untersuchen, da dieses sich beim Ab- 
kithlen nicht wieder zuriick verwandelt. Versuche, die Umwandlung 
bei 100° nachzuweisen, fiihrten zu keinem Ergebnis. Es wurde daher 
dieses Salz sehr vorsichtig etwas hdher erhitzt, bis es schmolz; es er- 
starrte nach dem Erkalten zu einer schwach gelblich gefarbten, 
glasigen Masse, die sich in Wasser mit griiner Fluoreszenz liste; 
bei gréSerer Verdiinnung ging die Lumineszenzfarbe in Blau iiber. 
Trotzdem hierdurch die Hypothese von der Umwandlung des Nitrats 
und Sulfats durch Erhitzen eine kraftige Stiitze erhielt, kann diese 
Umwandlung nicht die Ursache fiir die Leitfahigkeit sein; denn alle 
. anderen Chininsalze verhalten sich ebenso; besonders leicht geht die 
Umwandlung bei dem Chininbisulfat vor sich, das sich lange nicht. 
so leicht vollstindig zersetzt wie das Nitrat. Ich begniige mich, die 
Erscheinung an einigen Salzen etwas genauer zu beschreiben. 

Chininbisulfat fluoresziert in CHCl, und aq. violett, erhitzt man 
das feste Salz eine Stunde auf 50° wobei es Wasser verliert, so zeigt 
es eine hellblaue Fluoreszenz, ebenso in Wasser; noch hoher bis zum 
Schmelzpunkt erhitzt, ist die Fluoreszenzfarbe in CHCl; weiter hell- 
blau, in aq. intensiv griin. Auch bei grofer Verdiinnung bleibt die 
griine Farbe. Chinin valerianicum geschmolzen, fluoresziert in Wasser 
intensiv griin; die griine Farbe geht bei groBer Verdiinnung in Violett 
tiber. In CHC); fluoresziert es stark hellgriin, in C,H, violett. 

ChHCl geschmolzen, fluoresziert in aq. grin, bei groBer Ver- 
diinnung blau, in CHCl, griin. Auch bei den tibrigen Chininsalzen 
konnte ebenfalls die griine Fluoreszenzfarbe erzielt werden, vielfach 
zersetzten sie sich aber etwas bei héherer Temperatur, sie verharzten; 
auch war die Fluoreszenzfarbe mehr blaulichgriin. 

Beim Erhitzen verlieren die Chininsalze Wasser, und zwar zelgte 
es sich, da die drei erstgenannten Salze (Bisulfat, HCl, valerianicum) 
nach lingerem Erhitzen auf 100° alles Wasser verlieren, wiihrend das 
reine Chinin keinen Gewichtsverlust zeigte; die iibrigen Salze geben 
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bei dieser Temperatur nur einen Teil ihres Wassergehalts ab. Diese 
Wasserabgabe kann natiirlich nicht der Grund fiir den auffallenden 
Farbenumschlag sein, es sei denn, daB das Wasser nicht Kristall- 
wasser, sondern Konstitutionswasser ist, denn im ersteren Fall wiirde 
das entwisserte Salz beim Lésen in Wasser dieses sofort wieder auf- 
nehmen. Offenbar hingt aber die Leichtigkeit, mit der die obigen 
drei Chininsalze ihr Wasser abgeben, mit der Schnelligkeit und glatten 
Umwandlung zusammen, mit der diese drei Stoffe aus der violett 
(v-Ch) in die griin (g-Ch) leuchtende Modifikation iibergehen. 


Die griine Bande liegt zwischen 575 —470uu, umfabt also Gelb, 
Griin und Blau. 

Die hellblaue Fluoreszenzfarbe des gewéhnlichen Chinins ent- 
halt ebenfalls Griin. Das Spektrum des Chininbisulfats z. B., dem 
eine Spur H,SO, oder HNO; zugesetzt ist, besteht aus zwei Banden, 
die durch ein undeutliches Minimum voneinander getrennt sind; 
Beginn bei 650, erstes Maximum bei 550, Minimum bei 500, zweites 
Maximum bei 460, Ende 420. Die naheliegende Vermutung, da die 
hellblau fluoreszierenden Chininsalze aus einem Gemisch von v-Ch 
und g-Ch bestehen, ist sicher nicht richtig; denn die Fluoreszenz des 
v-Ch wird durch Alkalien vernichtet, die des g-Ch dagegen nicht. 
Bestiinden die gewdhnlichen Chininsalze aus einem Gemisch beider 
Modifikationen, so miiBte bei Zusatz von KOH die blaue Fluoreszenz- 
farbe in Griin tibergehen, was tatsichlich nicht der Fall ist. 


Saiuren verwandeln die griine Fluoreszenz in Hellblau; nur die 
Halogensiuren verhalten sich anders, indem sie die griine Fluoreszenz 
bei kleinem Gehalt schwichen, bei gré8erer Konzentration vernichten. 
Bekanntlich vermégen die Halogensauren auch die blaue und violette 
Fluoreszenz zu vernichten, wenn sie in gro8em Uberschu8 vor- 
handen sind. 

Neutralsalze, wie KCl, K,SO,, KNO,, in sehr groBem Uberschu8 
schwichen die griine Fluoreszenz, durch KNO; konnte sie sogar zum 
Verschwinden gebracht werden. 

Das g-Ch besitzt eine andere Absorption als das v-Ch. Labt 
man nimlich weiBes Licht hindurchgehen durch eine blau fluores- 
yierende Chininbisulfatlésung in so dicker Schicht, daS eine dahinter 
gestellte zweite Lésung von Chininbisulfat nicht mehr fluoresziert, so 
leuchtet das g-Ch sofort auf, wenn man es in dieselbe Lage bringt. 
Da ich augenblicklich keinen Quarzspektrographen habe, so kann ich 
vorliufig diese Verhiltnisse nicht weiter verfolgen. Ich hoffe aber 
darauf spiter zuriick zu kommen. 
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Wie bereits oben erwahnt, kann die Umwandlung des vy-Ch in 
g-Ch nicht die Ursache dafiir sein, da das Chininsulfat und -nitrat 
die Luft leitend machen. Wahrscheinlich riihrt diese letztere Er- 
scheinung von folgendem Vorgang her. Diese beiden Salze gehen 
bei gelindem Erhitzen unter Aussendung von Elektronen bzw. Ionen 
in eine neue Modifikation iiber, bei weiterem Erhitzen verwandeln sie 
sich in g-Ch. Die iibrigen Salze gehen dagegen sofort ohne diese 
Zwischenstufe in das g-Ch iiber. Durch Messung der Absorption bei 
den festen Salzen werden sich die Verhiltnisse wohl klarlegen lassen. 

Ergebnisse. AuSer dem Chininstlfat ionisiert auch das Chinin- 
nitrat die Luft beim Erwairmen. Beim Erhitzen bis zum Schmelzen 
gehen die Chininsalze in eine intensiv griin fluoreszierende Modifi- 
kation tiber; das Verhalten der letzteren gegeniiber verschiedenen 
Lésungsmitteln, Siuren, Basen und Salzen wird beschrieben. 


Miinster i. Westf., Physikal. Institut, Nov. 1921. 


Se 


165 


4ur Kenntnis des Selens. 
Von Wilhelm Spith in Kiel. 
Mit acht Abbildungen. (Eingegangen am 24. November 1921.) 


Hinleitung. 


Seit der Entdeckung der lichtelektrischen LEigenschaften des 
Selens war das Verhalten dieses Elements dauernd Gegenstand viel- 
seitigen Interesses. An einer grofen Anzahl Zellenkonstruktionen 
wurden Untersuchungen angestellt, die sich meist auf das Verhalten 
der Leitfahigkeit des Selens bei Belichtung beziehen. Bei den 
mannigfaltigen Versuchsbedingungen weichen die Ergebnisse der 


einzelnen Autoren oft erheblich voneinander ab, andererseits wurden 


wesentlich neue Fortschritte durch spatere Untersuchungen nur spar- 
lich erzielt. Ein weiteres Eindringen in das lichtelektrische Verhalten 
des Selens, und der lichtelektrischen Stoffe iiberhaupt, war deshalb 
nur durch Versuche auf ganz anderer Grundlage zu erwarten. Das 
Nichstliegende war, parallel mit der Verinderang der Leitfahigkeit, 
die Dielektrizititskonstante des Selens bei Belichtung zu untersuchen, 
und im folgenden sollen die Resultate von Messungen in dieser Hin- 
sicht dargestellt werden. 

Das Ziel der Arbeit ist, zunichst in groBen Ziigen das Verbalten 
der Dielektrizitiitskonstante des Selens bei Belichtung, insbesondere 
in bezug auf Tragheit und Ermiidung festzustellen. Im Anschlub 
an die Beschreibung der Versuche und ihrer Resultate wird eine 
Theorie der Selenzellen gegeben. 


1. Experimentelles. 


1. Selenzellen. 


Die bei den Versuchen verwandten Selenzellen wurden als Platten- 
kondensatoren ausgebildet. Auf einer Glasplatte von der Grobe 7,5 
:1,8cm wurde bei schwacher Rotglut eine diinne, durchscheinende 
Platinschicht eingebrannt, als zweite Elektrode wurde ein gleich grofhes 
Messingblech benutzt, da Messing gegeniiber geschmolzenem Selen 
nur eine geringe Fettigkeit zeigt. Auch Nickel und Zink ist geeignet. 
Glasplatte und Metallblech wurden auf einer Metallplatte erhitzt und 
méglichst gleichmaBig mit Selen bestrichen. Lag auf beiden Elek- 
troden eine homogene, dickfliissige Selenschicht, so wurden sie unter 
Versetzung zusammengelegt, so da an beiden Enden die Kontakt- 
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stellen etwa lem hervorragten. Wa&hrend der Abkiihlung wurden 
die Zellen unter Druck gehalten, damit die beiden Elektroden gut 
aneinander haften. Die Dicke der Selenschicht betrug 0,2 bis 0,3 mm. 
Die Formierung der Zellen, d. h. die Uberfiihrung des amorphen, 
schwarzglinzenden Selens in die leitende, silbergraue, kristallinische 
Modifikation geschah in einem elektrisch geheizten Luftbade. Die 
Zellen wurden etwa innerhalb einer Stunde bis auf 180 bis 190° er- 
hitzt und auf dieser Temperatur eine weitere Stunde lang gehalten. 
Nach Beendigung der Formierung wurden die Zellen bei Zimmer- 
temperatur abgekiihit. Sie besaBen einen Widerstand von etwa 10° Ohm, 
ihre Kapazitat betrug etwa 50 bis 100 cm. 


2. Versuchsanordnung. 


Qualitativ lieB sich die Anderung der Kapazitat bei Belichtung 
in folgender Schaltung leicht nachweisen: Zwei Kreise, von denen 
der erste eine konstante Frequenz liefert, der andere in seiner Fre- 
quenz abhingig ist von der GréBe der eingeschalteten Selenkapazitat, 
geben in einem Detektorkreise Schwebungen, die, falls sie im hér- 
baren Bereich liegen, in einem Telephon wahrzunehmen sind. Wurde 
die Selenzelle belichtet, so konnte eine bedeutende Veranderung der 
Tonhéhe wahrgenommen werden (schitzungsweise 104 Schwingungen 
pro Sek.). Auf diese Weise gelang es im Herbst 1919, das Vorhanden- 
sein des vermuteten Effektes mnachzuweisen. Inzwischen haben 
B. Gudden und R. Pohl?) einen dhnlichen Effekt an Sidotblende- 
phosphor gefunden. 

Schon die Vorversuche ergaben, da8 die Anderung der Kapazitat 
der Selenzellen bei Belichtung nicht plétzlich erfolgt, sondern daB die 
Einstellung mit einer gewissen Tragheit vor sich geht. Es war des- 
halb eine Versuchsanordnung «za wahlen, die eine kontinuierliche Auf- 
nahme der Kapazititsinderungen erméglichte. 

Die endgiiltige Versuchsanordnung besteht aus drei Kreisen, einem 
Generatorkreis fiir ungedimpfte Schwingungen I, einem Zwischen- 
kreis IT und einem Detektorkreis III (Fig. 1). Der Generator, dessen 
Schwingungszab] von der GréBe der eingeschalteten Selenkapazitit 
abhingt, induziert in loser Kopplung auf den Zwischenkreis II. Die 
Stromstirke in IT wird im Detektorkreis III bestimmt. Kreis I und II 
werden nahe auf Resonanz eingestellt. Einer bestimmten Einstellung 
der Kreise I und II entspricht dann ein bestimmter Ausschlag im 


1) B. Gudden und R. Pohl, Zur Kenntnis des Sidotblendephosphors. ZS. 
f. Phys, 1, 365, 1920. 


ar 


Se Sik 


Zur Kenntnis des Selens. 167 


Mef&instrument des Kreises III. Verindert sich im Kreis I die Kapa- 
zitit der Selenzelle, so indert sich der Grad der Abstimmung mit 
Kreis II und somit auch der Ausschlag des Instruments im Kreis III. 
Um auch die Leitfahigkeitsinderungen bei Belichtung zu messen, 
kann durch einen Umschalter die Zelle in den Gleichstromkreis einer 
Batterie E und eines Galvanometers G, eingeschaltet werden. 

Zur Erzeugung der Schwingungen wird eine A.E.G.-Senderéhre 
Type R.S. 5, E. Ia in Riickkopplung benutzt. In den Anodenkreis 


der Rohre wird die Selenkapazitiit Z eingeschaltet. ine ihr parallel 


geschaltete kleine  ver- 
anderliche Kapazitat K, 
gestattet die Eichung der 
Anordnung. Zur Ein- 
stellung einer bestimmten 
Welle wird eine dritte 
Kapazitét K, in Serie mit 
K, und Z geschaltet. 

Kreis II besteht aus 
einer groBen Selbstinduk- 
tion und einer kleinen, 
veranderlichen Kapazitat 
K;. Die Dampfung ist 
méglichst herunterge- Fig. 1. 
driickt und ist durch Ein- 
schaltung kleiner induktionsloser Widerstinde verinderlich. Die Kopp- 
lung mit Kreis I und II ist sehr lose. 

Kreis III dient zur Aufnahme der Resonanzkurven. Zur Ab- 
gleichung der Dampfung und des Ausschlags des Galvanometers Gy 
gind die beiden Widerstinde FR, und R, eingeschaltet, die eine aperio- 
dische Einstellung von G, erméglichen. 

Die Belichtungsanlage besteht aus einem Nernstfaden L, der mit 
Hilfe der Linse J auf die Zelle Z so projiziert wird, da8 die Zelle 
gleichmaBig belichtet wird. Die Lichtintensitat wird gemessen durch 
ein Flichenbolometer nach Kurlbaum, das in Schienen vor der 
Zelle verschiebbar angeordnet ist. Die Zelle kann mit Hilfe eines 
Verschlusses, der durch einen Schnurlauf zu betiitigen ist, belichtet 
oder verdunkelt werden. 

Die Galvanometer G, und G, sind aperiodisch gedimpft und 
dienen zur Registrierung eines verinderlichen Stromes. Benndorf?) 


1) Benndorf, Sitzber. d. Akad. d. Wiss. Wien 118 [2a], 1163, 1909. 
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hat untersucht, unter welchen Bedingungen die abgelesene Stromkurve 
ein getreues Bild des tatsichlichen Stromverlaufes ergibt. Da die 
Schwingungszeiten beider Instrumente im ungedimpften Zustand 15 
bzw. 7 Sekunden betragen, so sind die erhaltenen Kurven mit groBer 
Anniherung als wabrheitsgetreue Abbildungen des tatsachlichen 
Stromverlaufes anzusehen. 

Da das Dielektrikum der Versuchskondensatoreu eine gewisse 
Leitfihigkeit besitzt, ist das Verhalten der Zellen im Arbeitskreis 
einer Senderdhre zu priifen. Eine Selenzelle ist aufzufassen als eine 
Kapazitait mit parallel geschaltetem Widerstand. Durch die Ande- 
rungen des Widerstandes allein ist eine Anderung der Dampfung und 
der Eigenfrequenz des Schwingungskreises bedingt. Die Anderung der 
Dampfung eines Schwingungskreises durch die Anderung des inneren 
Widerstandes der eingeschalteten Selenkapazitat ist verhaltnismaBig 
groB. Die Zellen miissen deshalb in den Arbeitskreis der Réhre selbst 
eingeschaltet werden, wobei die Verluste durch die Réhre gedeckt 
werden. In diesem Falle erhalt man fiir dunkle und belichtete Zellen 
Resonanzkurven von gleichbleibender Dampfung. 

Die Frequenzinderungen durch Anderung des Widerstandes der 
Zellen kénnen aus einer verallgemeinerten Thomsenschen Formel 
berechnet werden. Sie sind véllig zu vernachlassigen. Es seien zur 
Orientierung einige Werte angegeben, die sich der Versuchsanordnung 
anpassen. Kin Widerstand der Zellen von 10° Ohm bedingt bei einer 
Zellenkapazitat von 10—1° Farad, bei einer MeBfrequenz von 10%, eine 
Abnahme der Eigenfrequenz um etwa 5 Schwingungen/Sek. 

Da die Zellen in den Arbeitskreis der Roéhre selbst gelegt werden 
miissen, sind die hierdurch bedingten Erscheinungen noch zu unter- 
suchen, denn die Sendefrequenz eines Réhrensenders ist im allge- 
meinen nicht der Eigenfrequenz des Arbeitskreises gleich1). Es sind 
zwei Falle, fiir unterspannten und iiberspannten Betrieb der Réhre, 
za unterscheiden. Im ersten Fall wird die Sendefrequenz durch einen 
Zuwachs der Dimpfung im Arbeitskreis vergré8ert und es gilt: 


“2% = (=) 
a oy 


Hieraus ergibt sich fiir die vorliegenden Verhiltnisse bei Belichtung der 
Zellen eine Zunahme von 4@ 102, also etwa bis 5 Proz. des Gesamt- 
effekts. Bei tiberspanntem Betrieb der Réhre zeigt sich eine Abnahme 
der Frequenz von derselben GréSenordnung. Die Messungen wurden 
mit unterspanntem Betrieb der Rohre durchgefiihrt, ferner wurde nur 


1) Moller, Die Elektronenréhren und ihre technischen Anwendungen. 
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im aufsteigenden Ast der Resonanzkurve gemessen, so dab die be- 
trachteten Fehlerquellen subtraktiv auf den Gesamteffekt einwirken. 
Aus diesen Darlegungen geht hervor, daB eine bei Belichtung der 
Selenkapazitét auftretende Verkleimerung der Frequenz einer Ver- 
gréBerung der wirklichen Kapazitaét der Zellen zuzuschreiben ist. 


.2) 


3. Messungen Serie A. 


Die Messungen der Serie A dienen dazu, die hergestellten Zellen 
auf ibr Verhalten bei plétzlicher Belichtung und nachfolgender Ver- 
dunklung durchzuprifen. 
Vor allen Dingen war die 
Entscheidung der Frage 
von grofem Interesse, ob 
es in bezug auf die Ka- 
pazititsinderungen eben- 
falls harte und weiche 
Zellen gibt. In den Fi- 
guren wird die Licht- 
empfindlichkeit beziiglich 
der Leitfabigkeit nach 
der Formel: 


dargestellt, wo FR, den 
Dunkelwiderstand, R den 
jeweiligen Widerstand an- 
gibt. Die entsprechende 
Kapazitiatsempfindlichkeit 
wird als 


Ex =— = 

eingefiihrt. Um die beiden 
Kurven fiir Leitfihigkeit 
und Kapazitiit im Mafstab 
einander naher zu bringen, 


; ,4 R10 
ist in den Figuren, as 
bzw. = -100 aufgetra- 


Fig. 4. 


gen. Die Temperatur der die Zelle umgebenden ‘Luftschicht steigt 
wiahrend einer MeBreihe um 0,1 bis 0,39 an. In den Figuren 2 bis 4 
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sind die Messungen an einigen Zellen wiedergegeben. Zelle 3 und 
Zelle 5 sind ausgesprochene Vertreter der bekannten Typen hart und 
weich. Eine Anzahl der untersuchten Zellen zeigt im Gegensatz hierzu 
unregelmiBige Schwankungen des Verlaufs von Leitfahigkeit und 
Kapazitit, obgleich die Zellen zwei bis drei Monate nach der Her- 
stellung im Dunkeln lagerten (Beispiel: Zelle 1, Fig. 4). Bei spateren 
Messungen traten diese UnregelmaBigkeiten weniger stark auf und 
die Zellen naherten sich dem Typus der harten Zellen. Um ein Bild 
von den GréSenverhiltnissen zu liefern, scien die zu Fig.3 gehérenden 
Beobachtungsreihen in Tab. 1 und 2 wiedergegeben. Tab. 1 enthialt 
die Werte fiir den Verlauf des Widerstandes bei plétzlicher Belichtung 
und nachfolgender Verdunklung, Tab. 2 zeigt die entsprechenden Werte 
fiir den Verlauf der Kapazitat. 


Tabelle 1. Zelle 5. Widerstand. 4. Juni 1920, 
Spannung an Zelle 1,6 Volt. Temp. 16,59. Belichtung 0,9 Amp. in Nernstlampe. 


Belichtung | Verdunklung 
Zeit i-ted Boe 4R 
R.10°Q | 4R.108Q F.10°2 |4R.1082 ste! 
es R R 
0 sec 12,0 0 0 8,95 8,05 2,04 
a 3,65 8,35 2723 6,16 5,84 0,95 
14, 3,38 8,62 2,54 8,80 3,20 0,50 
80%, 3,54 8,46 2,38 10,04. | 1,96 0,16 
60 , 3,66 8,34 2,28 10570 Se Pale30, 0,12 
2 min 3,79 8,21 2,16 11,20 0,80 0,08 
oe 3,89 8,11 2,09 11,40 0,60 0,05 
A 3,95 8,05 2,04 11,60 0,40 0,04 


SS 


Tabelle 2, Zelles. Kapazitat. 5. Juni 1920. 
Wellenlange 109m. Temperatur 17,59. Belichtung 0,9 Amp. in Nernstlampe. 


Belichtung Verdunklung 
Zeit 
4Kem Kom ele 100 | 4Kem Kom bs 100 
K ik 

0 sec 0 27,0 0 alias) 28,8 6,2 
EOE 2,07 29,1 7,1 1,35 28,4 4,7 
LOM 2,25 29,3 Hist 0,45 27,5 1,6 
305 2,07 29,1 fig 0,16 | 27,2 0,60 
60 ” = — — 0,08 27,1 0,30 

2min . 1,82 28,8 6,3 0,02 27,0 0,07 

Sut, 1,80 28,8 6,2 0,01 27,0 0,03 
4 , Wags) 28,8 6,2 0,01 27,0 0,03 


er 
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Die Ergebnisse der Messungen Serie A seien kurz zusammen- 
gefaBt: 

1. An jeder Zelle findet parallel mit der Anderung der Leit- 
fihigkeit eine Anderung der Kapazitit bei Belichtung statt. Der 
endgiiltige Kapazititswert stellt sich unter ihnlichen Trigheitserschei- 
nungen wie die Leitfahigkeit ein. 

2. Wahrend die Leitfahigkeit der Zellen um das Zwei- bis Drei- 
fache steigt, nimmt die Kapazitét um etwa 5 Proz. zu. 

3. Eine Zelle, die in bezug auf Leitfahigkeit Ermiidung zeigt, 
weist dieselbe Ermtidungserscheinung auch fiir den Kapazitatseffekt auf. 


4, Messungen Serie B. 


Durch diese Feststellungen ist fiir spezielle Untersuchungen ein 
weites Feld geschaffen. Es kénnen die zahlreichen Untersuchungen 
an Selen in bezug auf den Kapazitatseffekt wiederholt werden. Eine 
nur einigermafen erschépfende Darstellung der mannigfaltigen Er- 
scheinungen geht jedoch weit tiber den Rahmen dieser Arbeit binaus. 
Es mégen nur noch die Ergebnisse von zwei Mefreihen beschrieben 
werden, und zwar: 

a) die Abhingigkeit des Endwertes von Leitfahigkeit und Kapa- 

zitat von der Lichtintensitat, und 

b) der zeitliche Verlauf von Leitfahigkeit und Kapazitat bei Be- 

lichtung mit verschiedenen Lichtintensitaten. 

Die Lichtintensitat wird geindert durch Anderung des Gleich- 
stromes im Nernstfaden. Da es darauf ankam, das Verhalten der 
Zellen bei verschiedenen Belichtungszeiten iiberhaupt zu untersuchen, 
wurde beim Fehlen eines geeigneten Spektrographen darauf verzichtet, 
die Untersuchungen fiir spektral zerlegtes Licht durchzufiihren. 

Die Hauptergebnisse scien an einigen Kurven gezeigt, die aus 


einer groBen Anzahl von Messungen ausgewablt sind. In Fig. 5 ist 


AR K ; 
die Abhingigkeit des Endwertes von ~~ und ae OR der Licht- 


intensitit dargestellt. Die Kurven sind an der harten Zelle 3 auf- 
. AK 
genommen. In Fig. 6 ist der zeitliche Verlauf von —- an der 


weichen Zelle 5 fiir verschiedene Lichtintensitaéten aufgetragen. Es 
sei besonders auf das allmahliche Verschwinden des Ermiidungs- 
effektes mit kleiner werdender Lichtintensitat hingewiesen. Fiir den 
Leitfihigkeitseffekt wurden ganz %hnliche Kurven aufgenommen, deren 
Wiedergabe sich eriibrigt. 
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Im einzelnen sei festgestellt: 

1. Die Abhingigkeit der Kapazititsinderung von der Belichtungs- 
intensitait zeigt einen Ahnlichen Verlauf wie diejenige der Leitfahig- 
keit. Mit wachsender Lichtintensitét nimmt die Kapazitaétsempfind- 
lichkeit etwa parabelférmig zu. 

2. Die Trigheit bei Abdunklung ist auch fiir den Kapazitats- 
effekt gréfer als die Tragheit bei Belichtung, ferner ist sie bedeutend 
geringer an weichen Zellen. 

3. Die Ermiidung an weichen Zellen ist fiir stirkere Belichtungs- 
intensitaten schirfer ausgeprigt, beim Leitfihigkeits- als auch Kapa- 


zitatseffekt. Fiir schwache Lichtintensititen nihern sich die ent- 
sprechenden Kurven immer mehr dem Typus der harten Zellen. 

AuSer den angefiibrten Versuchen, die ein anschauliches Bild 
vom Wesen des neuen Kapazitiitseffektes geben diirften, wurde noch 
eine Reihe anderer Versuche durchgefithrt, auf deren Wiedergabe 
vorliutig verzichtet sei. 

Es sei nur kurz erwihnt, daB bei geniigend grofer Amplitude 
der an die Zellen gelegten Hochfrequenzschwingungen diese selbst 
einen vergréBernden EinfluB auf Leitfahigkeit und Kapazitiit besitzen. 
Ferner sei noch angefiihrt, da8 bei der Untersuchung der Kapazitiit 
als Funktion einer zeitlich variierten Belichtung sich ahnliche Ergeb- 
nisse zeigen, wie sie Sperling?) fiir den Leitfihigkeitseffekt fand. 
Die beiden Aste fiir zunehmende und abnehmende Belichtung sind 
getrennt, ihre Lage zueinander hingt von der Geschwindigkeit der 
Lichtvariation ab. 


1) Sperling, Beitrige zur Kenntnis der Selenzellen, Diss. Gottingen 1908. 
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Il. Theorie der Selenzellen. 


Zur Erklarung der mannigfaltigen Erscheinungen an Selenzellen 
sind mehrere Theorien aufgestellt worden1). Siemens nahm an, dab 
die Widerstandsinderungen des Selens bei Belichtung auf einer Ver- 
schiebung des Gleichgewichts zwischen zwei verschiedenen Modifika- 
tionen des Selens beruhen. Diese Auffassung wurde auch von Berndt 
und Marc vertreten. Sperling hat unter Benutzung des Massen- 
wirkungsgesetzes die Vorginge fiir diese Annahme rechnerisch ver- 
folet. Pfund, Ries, Nicholson u. a. fihren die Widerstandsabnahme 
bei Belichtung auf eine Ablésung von Elektronen vom Atom infolge 
Resonanzwirkung des Lichtes zuriick. 

Besondere Schwierigkeiten bereitet einer Theorie die Erklarung 
der Traigheit und insbesondere der Ermiidung. Man sucht diese Er- 
scheinungen durch geometrische Verhaltnisse in der Zelle zu begriinden. 
So sagt Sperling: ,,Die Lichtabsorption der nichtleitenden Selen- 
modifikation mu8 kleiner sein als die der leitenden. Also dringt im 
Anfang der Belichtung das Licht relativ weit ins Innere der Selen- 
schicht ein; alsbald erfahren die der Obertliche zunachst liegenden 
Schichten eine Umwandlung in die leitende Modifikation. Die Licht- 
absorption nimmt zu und die hinterliegenden Schichten treten gewisser- 
maBen in den Schatten der vorderen Schichten, so da& sie eine Riick- 
wandlung in nichtleitendes Selen erfabren.« Die Ermiidung wird 
daher von Sperling auch Schatteneffekt genannt. Ries sucht die 
Ermiidung ebenfalls durch die Tiefenwirkung des Lichtes zu erklaren 
und miSt besondere Bedeutung dem Umstand zu, daf der spezifische 
Widerstand metallischer Schichten bis zu einer Schichtdicke von der 
GréBenordnung 10-'mm konstant bleibt, mit abnehmender Schicht- 
dicke dagegen sehr rasch anwichst. 

Da8 jedoch der Tiefenwirkung des Lichtes nicht die entscheidende 
Rolle zukommt, beweist die Tatsache, da8 Trigheit und besonders 
auch Ermiidung an den Zellen in Kondensatorform ebenfalls auftreten. 
Bei diesen Zellen kann sich eine stromfiihrende Oberflachenschicht 
nicht ausbilden, da die abgelésten Elektronen parallel zur Einfalls- 
richtung des Lichtes zur gegeniiberliegenden Elektrode gefiihrt werden. 
Ferner weisen weiche Zellen Ermiidungserscheinungen auch fiir 
Réntgenstrahlen auf. Der Umstand, da8 die Kapazitatsinderungen 
ebenfalls Trigheit und Ermiidung zeigen, weist vielmehr darauf hin, 
daB unter dem EinfluB8 des Lichtes in der Zelle Verinderungen hervor- 
gerufen werden, die sich riickwirts bilden konnen, und daB die bei 


1) Zusammenfassende Darstellung, auch der Literatur, in Ries, Das Selen. 
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Belichtung erhaltenen Kurven fiir Leitfahigkeit und Kapazitat die 
allmahliche Einstellung eines neuen Gleichgewichtszustandes darstellen. 
Die Erscheinungen in Selenzellen sind ihrem Wesen nach als » Hin- 
schaltvorgiinge“ zu betrachten, die zu einem stabilen neuen Gleich- 
gewichtszustand fiihren. Die Grundlage der zu entwickelnden Theorie 
besteht also darin, da sich in Selen bei Belichtung ein dynamisches 
Gleichgewicht einstellt, zwischen Leitfahigkeit und Kapazitaét ver- 
gréBernden, und verkleinernden, riicktreibenden Effekten. Im folgenden 
soll yon einfachen Voraussetzungen ausgehend und unter enger An- 
lehnung an die Erscheinungen in ionisierten Gasen eine Theorie der 
Selenzellen entwickelt werden. 


1. Berechnung des Dunkelgleichgewichts. 


Zur Erklirung der Dunkelleitfihigkeit des Selens sei angenommen, 
da8 das Selenatom die Fiahigkeit besitzt, einzelne Hlektronen aus dem 
Atomverband auszustoBen. Diese Umwandlung des Selenatoms aus 
einer Modifikation (neutraler Zustand) in eine zweite Modifikation 
(ionisierter Zustand) erfolge mit einer gewissen Wahrscheinlichkeit, 
so daf dem neutralen Selenatom eine bestimmte Lebensdauer zu- 
zuschreiben ist. Die Analogie mit den radioaktiven Erscheinungen 
ist augenscheinlich, und in der Tat haben einzelne Autoren dem Selen 
radioaktive Eigenschaften zugeschrieben1). Die abgespalteten Elek- 
tronen bewegen sich frei zwischen den Atomen und kénnen durch 
_ ein angelegtes elektrisches Feld als Leitungselektronen der Messung 
zuganglich gemacht werden. Die Anziehung der positiven Restatome 
auf die freien Elektronen bedingt eine gewisse Anzahl von Wieder- 
vereinigungen. Hs wird sich also in einer verdunkelten Zelle ein 
dynamisches Gleichgewicht ausbilden zwischen freien Elektronen, 
ionisierten und neutralen Atomen. In diesem Gleichgewicht werden 
in der Zeiteinheit ebenso viele freie Elektronen geschaffen, als durch 
Rekombinationen verschwinden. 

Das bis jetzt fast ausschlieBlich angewandte Mittel, einen Ein- 
blick in diese Ionisierungsvorginge zu erhalten, besteht nun darin, 
ein elektrisches Feld anzulegen, um die zur Anode gefiihrten freien 
Elektronen durch Strommessung zu bestimmen. Dabei wird voraus- 
gesetzt, daB die Anzahl der zur Anode gefiihrten Elektronen propor- 
tional der Konzentration der freien Elektronen im Innern des Korpers 
ist. Durch diese Art der Messung wird jedoch das primiire Gleich- 


1) Himstedt, Ann. d. Phys. 4,531, 1901; E, Merritt, Phys. Rev. 25, 
502, 1907; Chabot, Phys. ZS. 6, 37 u. 619, 1905. 
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gewicht mehr oder weniger gestirt, da die eine Komponente des 
sich einstellenden Gleichgewichts, die freien Elektronen, zur Strom- 
messung zum Teil verbraucht wird. Es sind zwei Grenzfalle zu 
unterscheiden: 

a) Das angelegte elektrische Feld ist hinreichend gro8, um samt- 
liche Elektronen sofort nach ihrer Abspaltung vom Atom zur Anode 
ga treiben (Sattigung). Die Zeit des Durchfiltrierens der freien Elek- 
tronen durch die neutralen und positiven Atome ist in diesem Falle 
so klein, da& praktisch die Anzahl der Wiedervereinigungen zu ver- 
nachlissigen ist. 

b) Das angelegte elektrische Feld ist klein im Vergleich zum 
Sittigungsfeld. In diesem Falle wird die Wiedervereinigung immer 
mehr an Einflu8 gewinnen, da die Elektronen nur mit geringer Ge- 
schwindigkeit sich bewegen und eine lingere Zeit zur Wiedervereinigung 
gur Verfiigung haben. 

In lcm? seien Np neutrale Atome vorhanden. Die Wabhrschein- 
lichkeit dafiir, daB ein Atom bei verdunkelter Zelle ein Elektron ver- 
liert, sei w), und es moge vorliufig eine konstante Nacherzeugung von 
Wy No Elektronen in 1cm* pro Sekunde angenommen werden. & sei 
der Koeffizient der Wiedervereinigung, dann gilt fiir die Anzahl der 
freien Elektronen im erreichten Gleichgewichtszustand die Gleichung: 


- = wen = 0. (1) 
Durch Anlegen eines Feldes werde ein Bruchteil bm der vorhandenen 
freien Elektronen pro Sekunde zur Anode gefiihrt, wo b von der an- 
gelegten Spannung abhingig ist. Unter Beriicksichtigung des Elek- 


tronenverbrauchs durch den Strom selbst gilt: 

dn 

ee Oe (2) 
Bei gleichbleibender Spannung E ist die GréBe des pro 1 cm? Quer- 
schnitt durch die Zelle flieBenden Stromes gegeben durch: 


jme.n.v.H 


‘und im Falle der Sattigung: 


ig = end, 
wo e die Elementarladung, v die mittlere Beweglichkeit der Elektronen 
und d die Dicke der Selenschicht bedeutet. Da i bzw. i, stets pro- 
portional n ist, kann die Betrachtung bei konstanter Spannung auf » 
beschrankt bleiben. Schon in Gasen ist der Widerstand, den die 
Elektronen im elektrisch neutralen Medium erfahren, so groB, da{ im 
Durchschnitt ihre Beschleunigung gleich Null, und damit ihre Ge- 
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schwindigkeit in irgend einem Punkt der Strombahn proportional 
und parallel der hier wirkenden Kraft ist1). Da die Dunkelleitfabig- 
keit einer Selenzelle von Temperatur, Druck usw. abhangt, so muB 
ein Einflu8 dieser Faktoren auf die Wahrscheinlichkeit des Zerfalls 
angenommen werden. Die Einstellung des Gleichgewichts erfolgt 
gemiB Gleichung (1). bzw. (2), deren Diskussion im nachsten Ab- 
schnitt folgt. 


2. Berechnung der Leitfahigkeitsinderung bei plétzlicher 
Belichtung. 


a) Konstante Elektronenerzeugung. Ein &hnlicher Ansatz 
kann fiir den Lichteffekt gemacht werden. Eine Reihe von Neben- 
erscheinungen muS jedoch vernachlissigt werden, da schon die Rech- 
nungen an ionisierten Gasen bei allgemeiner Durchfiihrung auf grofie 
Schwierigkeiten stoBen. Besonders sei die Diffusion der Elektronen und 
die Anderung des Feldes durch die entstehenden Raumladungen ver- 
nachlassigt. Ferner sei angenommen, daf ein neutrales Atom nur ein 
Elektron verliert. Es sei eine Schicht von 1cm? Querschnitt und der 
Dicke d vorausgesetzt, wobei d so gewahlt sei, da das Licht simtliche 
Schichten durchdringen kann. Die lichtelektrische Auslésung des 
abspaltbaren Elektrons eines Atoms gehe unabhingig vom Zustand 
der benachbarten Atome vor sich, ferner sei fiir simtliche Schichten 
eine mittlere Wahrscheinlichkeit w definiert, die angibt, wie groB die 
Wahrscheinlichkeit ist, da in einer Sekunde ein Atom durch Einwirkung 
des Lichtes ionisiert wird. Die Einfiihrung dieser mittleren Wahr- 
scheinlichkeit, unter Vernachlassigung der speziellen Vorgiinge, die 
durch die Absorption des Lichtes,bedingt sind, ist dadurch gerecht- 
fertigt, da8 Trigheit und Ermiidwng sich auch an Zellen zeigen, bei 
denen der Strom parallel den einfallenden Lichtstrahlen flieBt. Es 
werden also in einer Sekunde in 1 cm3: 


(wo + w) No 
Atome ionisiert und im Gleichgewicht gilt: 
dn 
dt Ta (to Fw) No — mn? — bn = 0. (3) 


Ubersichtlich werden die Verhialtnisse durch getrennte Behandlung der 
Vorginge bei Anlegung einer groSen Spannung (Sattigungsspannung) 
und einer im Vergleich zur Sattigungsspannung sehr kleinen Spannung. 


*) Stark, Jahrb. d. Rad. u. Elektr. 2, 48, 1906. 
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MeSspannung gros. Hierbei kann die Wiedervereinigung ver- 
nachlissigt werden (#n?<bn). Wird der endgiiltige Wert von » im 
erreichten Gleichgewicht mit n bezeichnet, dann ist: 


Wy + w 
j Noo = ae b -+ No; (4) 
wo w eine Funktion der Frequenz und Amplitude des auffallenden 
Lichtes ist. Wird vorausgesetzt, daB w bei konstanter Frequenz linear 
abhingig ist — wenigstens in einem bestimmten Intervall — von der 
Intensitit des Lichtes, dann ergibt sich als Abhangigkeit der Anzahl 


der freien Elektronen von der auffallenden Lichtintensitat eine gerade 
ts : : : Ss Wo >, ‘ 
Linie, die die n,-Achse in Hihe Ne schneidet. 


MeSspannung klein. Ist die angelegte MeSspannung klein, 
dann kommt die Wiedervereinigung iiberwiegend zur Geltung und 
der Elektronenverbrauch durch den MefSstrom mége vernachlissigt 


ee | ie (5) 


werden; es gilt: 


Bei kleiner MeSspannung nimmt also der Strom etwa parabelférmig 
mit zunehmender Lichtintensitit zu und nihert sich immer mehr einer 
reinen Parabelform, je kleiner w) im Vergleich zu w ist. Die Anderung 
der Leitfahigkeit bei Belichtung ist also abh’ngig vom Dunkelzustand 
der Zelle. Je hdher z. B. die Temperatur, je gréBer also wo ist, desto 
gréBer sind die Abweichungen vom rein quadratischen Gesetz. Die 
Summe w) + w hat wahrscheinlich cine obere Grenze, nur ganz bestimmte 
Elektronen kiénnen abgelést werden. Es wire deshalb von Interesse, 
die Abhangigkeit der Endwerte von Leitfahigkeit (und Kapazitaét) von 
der Lichtintensitit bei verschiedenen Temperaturen aufzunehmen. 
Bei der Untersuchung der selektiven Higenschaften eines licht- 
elektrischen Stoffes in bezug auf die Frequenz des Lichtes tritt w als 
Funktion der Wellenlainge in die Gleichung (4) und (5) ein. Diese 
Gleichungen zeigen deutlich, da8 der primare Effekt der Elektronen- 
auslisung durch Licht verschiedener Wellenlinge, ,gemessen“ durch 
die GréBe -des von einer bestimmten MeSspannung durch die Zelle 
getriebenen Stromes, in der beobachteten Abhangigkeit des Stromes 
von der Wellenlinge des auffallendes Lichtes nur bedingt zum Aus- 


‘druck kommt. Bei kleinen Spannungen erscheint der selektive Effekt 


nur angedeutet, mit wachsender Spannung jedoch wird der Effekt 
immer ausgepragter, da der verwaschende Einflu8 der Wiedervereinigung 
mehr und mehr zuriicktritt). Einwandfreie und vergleichbare Messungen 


1 B. Gudden u. R. Pohl, ZS. f. Phys. 1, 361, 1920. 
Zeitschrift ftir Physik, Bd. VIII. 13 
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selektiver Effekte an lichtelektrischen Stoffen sind also nur bei Ver- 
wendung von Sattigungsspannung zu erhalten. Die Differentialgleichung: 


= = (wy +w)N—an?*—bn 
ist eine spezielle Riccatische Gleichung, deren Lisung die Form hat: 
K(t—C) 1 p—-K(t—©) 
eK (é— C)__ e—Kt—C) ? 


wobei K durch wy), w und b bestimmt wird, C ist die Integrations- 
konstante. Fiir kleine MeSspannungen ()n <an?) geht Gleichung (6) 


tiber in: 1 — ¢—24nwt 


Ww — No 1 cis, p= Oe 7 e-2angt? (6 a) 
wenn zur Zeit t = 0, n = 0 gesetzt wird. 
Im Falle der Sattigung (bran?) liefert die Integration: 
0 I Yl —— ey (7) 
wobei wieder fiir ¢ = 0, m = 0 vorausgesetzt wird. Fig. 7 zeigt den 


Verlauf der Funktion: 
pos Ee 2aNat 


1 oS e—2aNat 
fiir einige Werte von w. Die Kurven stimmen, wie aus den Figuren 
ersichtlich ist, gut mit den gemessenen Stromkurven an harten Zellen 


«aaa Ae 


? == 


HaLeD 


0 7 Z 3Min. 
Bio. 7. 
iiberein. Aus Gleichung (6a) und (7) lassen sich die Halbwertszeiten 
ibnlich wie bei radioaktiven Prozessen leicht bestimmen. 
Aus den Formeln (1) bis (7) ergeben sich ohne weiteres eine 
Anzahl von Folgerungen fiir das Verhalten der Selenzellen. Die 


g 
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jeweilige experimentelle Bestitigung findet sich meist in Ries, Das 
Selen. 

1. Je héher die MeSspannung ist, desto mehr nihern sich die 
Belichtungskurven einer reinen e-Funktion. 

2. Andert sich wy (durch Anderung von Temperatur, Druck usw.) 
oder andert sich b (durch Anderung der angelegten Spannung), so 
stellt sich ein neues Dunkelgleichgewicht unter ‘thnlichen Trigheits- 
erscheinungen wie bei Belichtung ein. 

3. Je griéfber wo, w, b (oder ihre Anderungen) sind, um so kleiner 
ist die Halbwertszeit der Einstellungskurve. Der neue Gleichgewichts- 
zustand stellt sich also um so rascher ein, je griBer z. B. die Tem- 
peraturinderung, die Lichtintensitét usw. ist. Ferner ist die Halb- 
wertszeit abhingig von der angelegten Spannung. Je grdBer die 
Spannung ist, desto schneller stellt sich ein neues Gleichgewicht ein. 

4, w) + w hat wahrscheinlich einen Grenzwert, nur ganz bestimmte 
Elektronen kénnen abgelést werden. Jeder wy) vergréBernde Einflub 
muBZ also w verkleinern (Abnahme der Lichtempfindlichkeit mit 
wachsender Temperatur). 

b) Exponentieller Zerfall der neutralen Atome. Bei den 
bisherigen Betrachtungen wurde die Elektronenerzeugung als konstant 
angesehen, Gleichung (6) und (7) bleiben daher eine Erklarung fiir 
die Ermiidung schuldig. Da die Zunahme der freien Elektronen von 
einer im Verhiltnis zur Selenmasse der Zelle verschwindend geringen 
Schicht bestritten werden mu, so kann bei groBem w der zeitliche 
Zerfall der neutralen Atome (Muttersubstanz) nicht mehr vernach- 
lassigt werden. Die Nacherzeugung der freien Elektronen mu zeit- 
lich abnehmen. Die Verhiltnisse sind einfach zu iibersehen unter 
Annahme eines S&ttigungsstromes und eines exponentiellen Zerfalls 
der neutralen Atome. Es ist dann: 

as = (wy) + w) Noe ot! — bn. (8) 
Die Lésung ist: 
(wo + w) No [e— (wo + we) et], 


m= net + 


b— (wy) + w) 
Ist. m) = 0, dann ist unter Vernachlissigung der Dunkelleitfahigkeit: 
w = 
VSS ary No les et — Bel. (9) 


Der Ausdruck e~”t—e—*¢ ist fiir die Form der Kurve mabgebend. 

In Fig. 8 ist er fiir einen bestimmten Wert von w und fiir einige 

Werte von b dargestellt. Im linken Teil der Figur ist die Ent- 

stehung der Kurven ausfiihrlich gezeichnet, im rechten dagegen sind 
13% 
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die Kurven unter Verkiirzung der Zeitachse dem friiher gewahlten 
MaBstab niher gebracht. oh 
Die Zeit, die zur Erreichung des Maximalwertes von n bendtigt 


wird, bestimmt sich zu: 


1 w 
| tee wae In e (10) 
Der Wendepunkt der Ermiidungskurve liegt bei ¢ = 2tmax- 

Es ist ersichtlich, da8 unter der Annahme eines Nachlassens der 
primiren Elektronenerzeugung infolge Zerfalls der neutralen Atome 
Kurven erhalten werden, die das Verhalten der Zelle mit Ermiidung 
qualitativ gut zum Ausdruck bringen. Aus Gleichung (9) und (10) 
ergeben sich eine Reihe von Sitzen fiir den Ermiidungseffekt, die in 
dem tatsachlichen Verhalten der Selenzellen ihre Bestitigung finden: 


Fig. 8. 


1. Wachsende Spannung, begiinstigt das Auftreten der Ermiidung. 
Je kleiner die angelegte Spannung dagegen im Vergleich zur Sit- 
tigungsspannung ist, desto weniger ausgeprigt ist die Ermiidung, um 
bei ganz geringen Spannungen unmerklich zu werden. Eine weiche 
Zelle weist also bei kleiner Spannung einen Stromverlauf bei Be- 
lichtung auf, wie er sich an einer harten Zelle zeigt. 

2. Je gréBer w, die Wahrscheinlichkeit des Zerfalls der neutralen 
Atome bei Belichtung, ist, desto gréfer ist die Ermiidung. Bei 
gleicher Intensitit, aber verschiedener Wellenlinge des auffallenden 
Lichtes ist eine sehr verschiedene Ausbildung der Ermiidung zu er- 
warten. Nimmt bei gleichbleibender Wellenlinge die Intensitit des 
Lichtes ab, so mu mit abnehmender Lichtintensitiit die Ermiidung 
verschwinden (vgl. Fig. 6, ferner Sperling, 8.43). 
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3. Jeder Einflu8, der die Dunkelleitfaihigkeit erhéht, die Licht- 
empfindlichkeit dagegen vermindert, bewirkt eine Verkleinerung der 
Ermiidung. So z. B. muS bei niederen Temperaturen, denen eine 
grofe Lichtempfindlichkeit entspricht, die Ermiidung stirker ausge- 
pragt sein als bei héheren Temperaturen (vgl. Sperling, 8.50: ,Der 
Schatteneffekt wird mit steigenden Temperaturen immer weniger 
intensiv“). 

4. Fiir stark elektronenauslésendes Licht (groBe Amplitude oder 
geeignete Frequenz) ergibt sich eine starke Ausbildung der Ermiidung. 
Weiche Zellen sind also relativ empfindlicher fiir schwache Licht- 
intensitaten und wenig wirksame Wellenlingen, im Gegensatz zu den 
harten Zellen. 

5. Da die Ermiidung nicht durch Absorptionsverhiltnisse in der 
Oberflachenschicht bedingt ist, mu8 eine weiche Zelle auch Ermiidung 
fiir tief dringende Strahlung zeigen, obgleich in diesem Falle eine 
stromfiihrende Oberflichenschicht sich nicht ausbilden kann (vgl. fiir 
Réntgenstrahlen, Ries, ,Das Selen“). 


3. Berechnung der Leitfahigkeitsanderung bei 
Verdunklung. 

Bei Abdunklung der Zellen nimmt die Konzentration der freien 
Elektronen infolge Wiedervereinigung und Verbrauchs durch den 
Strom rasch ab. Es sind wieder zwei Falle zu unterscheiden, je nach 
der GréBe der angelegten Spannung. Die auch nach der Verdunk- 
lung wirksame »Dunkelradioaktivitat* sei vernachlassigt, dann gilt fiir . 
den Fall der Sattigung: 


dn 

di a —bn; == Ns e7 ot (11) 
und bei kleiner Spannung: 

dn 1 1 

— = — on; — — — = tt. 12 

dt pelle dee haa a ae (2) 


Im ersten Falle ergibt sich ein exponentieller Abfall der Anzahl der 
freien Elektronen, im zweiten Falle ein Absinken nach einer Hyperbel. 
Ferner folgt, daB die Tragheit bei Verdunklung, bestimmt durch die 


Halbwertszeit der Verdunklungskurve, um so gréBer ist, je kleiner 


die Mefspannung und je kleiner der Wiedervereinigungskoeffizient ist. 


4. Berechnung der Kapazitatsinderungen. 


Die Anderung der Leitfihigkeit bei Belichtung wird verursacht 
durch Anderung der Konzentration der freien Elektronen. Die neu- 
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tralen Atome haben keinen Anteil an der Leitfihigkeit. Die Dielek- 
trizititskonstante dagegen ist stets ein Ergebnis aller insgesamt vor- 
handener Dipole. Es liefern gleichzeitig neutrale und ionisierte Atome 
Beitrage zur Diclektrizititskontante. Nach der Dispersionsformel von 
Lorenz-Lorentz gilt: 


o—1 Ly 

ea eee pep 

é+2 3 Gs 
wo N, die Anzahl der Atome in l1cm*, m das Moment eines Atoms, 
O die Dielektrizititskonstante und © die elektrische Feldstarke ist. 


Hieraus bestimmt sich: 


82 m 
ae ee 
a LM Eiean 

14% y, ™ 
ag Nang 


Es sei nun vorausgesetzt, daf im Augenblick der Abspaltung eines 
Elektrons vom Atom das Elementarmoment m des Atoms eine Ande- 
rung 4m erfahre und da8 bei einer Wiedervereinigung das urspriing- 
liche Moment m wieder hergestellt wird. Die Zunahme des Gesamt- 
momentes von lcm? berechnet sich aus der jeweiligen Anzahl v der 
in einem bestimmten Augenblick vorhandenen ionisierten Atome. Die 
Differentialgleichung fiir die Anzahl v der ionisierten Atome ist: 

a aes 
ae 
wo «% den Wiedervereinigungskoeffizienten, b den Koeffizienten des 
Verbrauches an freien Elektronen infolge Leitungsstrom bedeutet. Es 
stellt sich also bei Belichtung ein Gleichgewicht ein, aus welchem die 
Anzahl der ionisierten Atome sich bestimmt durch: 


eo Fw), 
mg ee a(1—b) 
Da nur kleine Anderungen von 0, etwa bis 8 Proz., gemessen werden, 
kann ein linearer Zusammenhang zwischen 0 und m angenommen 
werden, der Proportionalititsfaktor sei C. Fiir die Zunahme der Di- 
elektrizititskonstanten kann also geschrieben werden: 
A= CA me: (15) 
Die weiteren Betrachtungen kénnen somit auf den Verlauf von v be- 
schrinkt werden. 


Der zeitliche Verlauf von v bei pldtzlicher Belichtung ergibt 
sich zu 


(wo + w) Ny — uv? (1 —d), (13) 


Vv 


(14) 


1 shes! e240 —)) vat 


Pe ae 1 + c—240—Dngt , (16) 


=e 
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Es werden also fiir den Verlauf der Dielektrizitatskonstanten in Uber- 
einstimmung mit den Versuchen ihnliche Kurven erhalten wie fir 
die Leitfahigkeit. Aus Gleichung (14) und (16) ergeben sich eine 
Reihe Ahnlicher Folgerungen fiir den Kapazititseffekt, wie sie fiir 
die Leitfihigkeit aufgestellt wurden. Sie seien jedoch nicht im ein- 
zelnen angefiihrt. Es mége nur noch darauf hingewiesen werden, dab 
jeder b verindernde Faktor einen Einflu8 auf den Kapazitatseffekt 
hat. Wird z. B. den Schwingungen ein statisches Feld tberlagert, 
so muS der Kapazititseffekt anwachsen, da b gréfer wird. Fir b = 1 
ist theoretisch kein Gleichgewicht zu erwarten, die KapazititsvergréBe- 
rung bei Belichtung geht nach einer e-Funktion so lange vor sich, 


bis alle zur Verfiigung stehenden neutralen Atome ionisiert sind. 


Die beobachtete Ermiidungserscheinung des Kapazitiatseffekts 1aBt 
sich auf Ahnliche Weise theoretisch begriinden, wie die Ermiidung 
fiir den Leitfihigkeitseffekt. Ist die Schaffung ionisicrter Atome zeit- 
lich nicht mehr als konstant anzusehen infolge Abnahme der Anzahl 


der neutralen Atome, dann gilt der Ansatz: 


dv 4 Big. 
aie (wo + w) Noe or? 


Die Integration dieser Gleichung ist allgemein nicht durchfiihrbar, 
doch liBt sich leicht durch graphische Integration zeigen, da die 
Integralkurve den durch Messungen nachgewiesenen Ermiidungseffekt 


ov2(1— 0). (17) 


aufweist. Aus Gleichung (17) ergibt sich eine Anzahl von Folge- 


rungen fiir die Ermiidung des Kapazitatseffekts, entsprechend den- 
jenigen fiir die Ermiidung der Leitfihigkeit. 
In ihnlicher Weise wie fiir die Leitfahigkeit, lassen sich fiir die 


Verdunklungskurven des Kapazitatseffckts leicht die entsprechenden 


Gleichungen aufstellen. 


Zusammenfassung. 


1. Es wird ein neuer Effekt an Selenzellen besechrieben, der in 
einer VergréBerung der Kapazitat der Zellen bei Belichtung besteht, 
9. Im Anschlug an die Darstellung der Versuchsergebnisse wird 
eine Theorie der Selenzellen gegeben, die imstande ist, die ver- 
wickelten Eigenschaften der Selenzellen, besonders von Trigheit und 


Ermiidung, zu erkliren. 
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Untersuchungen an Einkristalldrahten. 
Von E. y. Gomperz in Berlin-Dahlem. 
(Erste Mitteilung.) 
Mit sieben Abbildungen. (Eingegangen am 24. November 1921.) 


Es ist bereits von verschiedensten Seiten auf die Bedeutung hin- 
vewiesen worden, die der Vergleich der Eigenschaften einzelner Metall- 
kristalle mit dem gewohnlichen kristallinischen Zustande der Metalle 
haben wiirde. Einer solehen Untersuchung stellte sich stets die Schwierig-. 
keit entgegen, gréBere gleichmaBig ausgebildete Metallkristalle zu 
erzeugen. 

Bekannt ist gegenwartig eine Methode zur Erzeugung von Wolfram- 
Einkristalldrihten, die bei der Firma Pintsch zur Herstellung von 
Gliihlampenfiden dient’). Ferner hat G. Tammann?) angegeben, 
da8 gré8ere Bi-Kristalle entstehen, wenn man eine Bi-Schmelze im 
Kapillarrohr unter bestimmten Bedingungen erstarren lift. SchlieB- 
lich hat J. Czochralski bei seinen Untersuchungen iiber die Kristalli- 
sationsgeschwindigkeit von Metallen gréBere langliche Einzelkristalle 
derselben erzeugt, indem er aus der im Erstarren begriffenen Schmelze 
einen Flissigkeitsfaden mit Kristallisationsgeschwindigkeit herauszog 8). 

Kine Vergleichung von Einzelkristallen mit gewdhnlichen Metallen 
ist nur von H. v. Wartenber'g ¢) an Wolfram- und Zink-EK-Drahten 5) 
ausgefiihrt worden, die von der Firma Pintsch bzw. nach Czochralski 
hergestellt warden. Untersucht wurde die elastische Nachwirkung, 
wobei es sich ergab, daB dieselbe bei EK-Drahten im Gegensatz zu 
gewohnlichen Metalldrahten yéllig fehlt. 

Um den Vergleich von Metallkristallen mit kristallinischen Metallen 
systematisch durchzufiihren, muSten zunichst Metall-EK-Drahte von 
geniigender Linge mit gleichm&Bigem Querschnitt in entsprechender 
Reinheit und unter reproduzierbaren Bedingungen hergestellt werden. 


Hierzu diente die in Fig. 1 im vertikalen Schnitt abgebildete Appa- 
ratur °): 


1) ZS. f. Elektrochem. 28, 121, 1917. 

*) Lehrb. d. Metallographie 1921. 

3) ZS. f£. phys. Chem. 92, 219, 1918. 

4) Verh. d. D. Phys. Ges. 20, 113, 1918. 

5) EK = Einzelkristall. 

5) Wesentliche Vorarbeiten fiir diese Apparatur, sowie Vorversuche ver- . 
danke ich der Tatigkeit yon Herrn Dr. W. Frey in unserem Institute. 
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Eine iiber die Schmelztemperatur erhitzte Metallschmelze befindet 
sich bi einem etwa 4cm weiten, 22cm langen Reagenzrohr aus Quarz, 
das in einem elektrischen Ofen(Q) steckt. Die Offnung des Reagenz- 
rohres ist mit dem doppelt durchbohrten Kork (K) verschlossen. In 
der einen Offnung (I) steckt ein vertikales Glasrohr, das genau in die 
passende Metallrdhre (Jf) fihrt. Wie man am unteren Ende der 
Metallréhre erkennt, wird in die untere Offnung derselben ein (kapillar 
durchbohrtes) Stabchen (S) hineingeschoben und so befestigt, dah es 
auf etwa 3cm frei herausragt. 

Das Metallrohr lift sich durch das Walzenpaar (W) in vertikaler 
Richtung verschieben. Zum Antrieb dient ein Gleichstrommotor. Auf 


_ der Oberfliche der Schmelze 148+ man Hy 
et 


ein kreisrundes zentrisch durchbobrtes 

Glimmerplattchen (G1) schwimmen, das ae [- 
den Zweck hat, eine sonst an den 
Drahten auftretende Knotenbildung zu 
verhindern. 

Die Metalle werden unter N, ge- 
schmolzen, das aus einer Stahlflasche 
vermittelst Gummischlauch (G), Metall- 
rohr (MM) und Glasrohr eintritt und am 
Loch II entweicht. 

Um einen Draht aus der Schmelze 
zu yziehen“, schiebt man das Metall- 
rohr (JZ) so weit herunter, daB das Stab- 
chen (S) in die Schmelze eintaucht. Nun 
werden die Walzen in Betrieb gesetzt. 
An dem Stibchen (S), das hierdurch 
wieder aus der Schmelze herausgezogen 
wird, hangt nun ein kapillar an ihm 
haftender Flissigkeitsfaden, der durch die kiihlende Wirkung des ihn 
umspiilenden N,-Stromes zum Erstarren gebracht wird. 

Bei entsprechend eingestellter Geschwindigkeit der Metallrshren 


Fig. 1. 


“und des N,-Stromes erhielten wir Drahte von etwa 35cm Linge, mit. 


Durchmessern, die von 0,1 bis 1,5 mm _ variierten. Die Durchmesser 
der einzelnen Drahte waren im giinstigen Falle auf 2 bis 5 Proz. 
konstant. Die Drahte waren meist glatt und glainzend, jedoch zeigte 
sich, namentlich bei Zink, unter dem Mikroskop eine feine ringformige 
Querstreifung. Uber die Einzelheiten derselben sowie iiber ihr Ver- 
halten bei Dehnungsbeanspruchung soll jedoch erst in der nichsten 


* Mitteilung berichtet werden. 
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Nach obiger Methode sind bisher Drihte von Pb, Zn, Sn, Al, Cd 
und Bi gezogen worden. Der Beweis, daB es sich hierbei tatsachlich 
um Finzelkristalle handelt, ist bisher nur fiir die Zink- und Wismut- 
drahte einwandfrei erbracht. Man erkennt diese Struktur an den 
glatten, sich ohne jegliche Einschniirung oder FlieSkegel ausbildenden 
2eiBebenen, welche.stets denselben Winkel mit der Drahtachse bilden. 

Vorliegende Mitteilung beschiftigt sich mit dem mechanischen 
Verhalten der nach obiger Methode hergestellten Zinkdrahte bei 
Zugbeanspruchung. Dehnungsbeanspruchung und Registrierung von 
Belastung und Dehnung erfolgte in einem Schopperschen Reib- 
apparat von der Konstruktion, die zur Prifung von Geweben ver- 
wendet wird. Das Ergebnis war folgendes: 

Die Kurven, die die Abhangigkeit der Dehnung vor der Belastung 
angeben, zeigen je nach der Herstellungsweise der Zinkdrahte ver- 
schiedenen Charakter, und zwar kann man in extremen Fallen eine 
dehnbare und eine spréde Abart unterscheiden. 

Dehnbare Driaihte entstehen aus Schmelzen, die etwa 25 bis 30°. 
iiber Schmelztemperatur erhitzt sind, bei einer Ziehgeschwindigkeit 
von 1/, bis 1/,)mm/sec. 

Solche Drahte zeichnen sich durch besondere Weichheit aus. Sie 
sind leichter deformierbar und unelastischer als Blei: Drahte von 
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etwa 1mm Dicke und 10cm Linge biegen sich unter dem eigenen’ 
Gewichte. Die Fig. 2 zeigt einen charakteristischen Fall der Dehnungs- 
kurven solcher Driahte. 

Nach einem kurzen Anstieg biegt die Kurve schon bei einer 
Belastung von etwa 20g, die einer Spannung von etwa 0,035 kg/mm? 
entspricht, von der Vertikalen ab und geht alsdann in einen fast geraden 
Ast iiber. Der Draht dehnt sich dabei auf etwa das Fiinffache 
seiner urspriinglichen Linge, wobei die Belastung ganz allmahlich bis 
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235 steigt, was einer Endspannung von etwa 14 kg/mm? entspricht. 
Bei dieser erfolgt das Reifen. Wahrend dieser Dehnung werden die 
urspriinglich runden Drahte zu flachen Bandern gezogen. 

Spréde Drahte entstehen aus Schmelzen, die 3 bis 5° iiber der 
Schmelztemperatur gehalten werden bei einer Ziehgeschwindigkeit von 
etwa 0,5 bis 1 mm/sec. 

Die Fig. 3 charakterisiert durch zwei Beispiele das Verhalten 
dieser Drihte bei Dehnungsbeanspruchung. Nach einem vertikalen 
Anstieg setzt die bleibende Forminderung plétzlich ruckweise ein. 
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Fig. 3. Fig. 4. 


Ein solcher Ruck ist von einem hérbaren Knacken begleitet. Nach 
erfolgtem Ruck steigt die Kurve wieder vertikal an, bis wieder eine 
ruckweise Dehnung erfolgt, und so wiederholt sich diese Erscheinung 
noch mehrere Male, bis das ReiSen eintritt. Die aufeinanderfolgenden 
Stufen der Treppenkurven haben die Tendenz, immer gréfer zu werden. 

In zahlenmBiger Hinsicht seien folgende Angaben gemacht. Der 
erste Dehnungssprung setzte bei Spannungen ein, die zwischen abe bis 
1,2kg/mm? lagen. Die Gesamtdehnung betrug bei spréden Drahten 
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etwa 8Proz. Die Reibfestigkeit (auf Endquerschnitt bezogen) von 
2,5 bis 10,5 kg/mm?. 

Die GréBe der einzelnen Dehnungsspriinge war sehr verschieden 
und insbesondere auch davon abhangig, ob man das Gewicht bei den 
Dehnungsspriingen frei zuriicksinken oder durch Arretierhaken auf- 
fangen lieB. Im ersten Falle waren die Spriinge weit gréfer, da das 
Gewicht wihrend derselben weiter wirkte. Die héchste Dehnung, die 
ein Sprung bewirkte, betrug diesfalls etwa 3 Proz. 

Die Fig. 4 zeigt eine Kurve, die bei Tatigkeit der Arretierhaken 
aufgenommen wurde. Die Dehnungsspriinge sind viel kleiner; sie 
scheinen nicht tiber die Grenze zu gehen, bei der der Draht zufolge 
der Auffangung des riicksinkenden Gewichtes spannungsfrei wird. 
Dafiir ist nun die Anzahl der Spriinge stark vermehrt. 


Diskussion der Kurven. 


A. Bei der verwendeten Apparatur war eine Dehnung, die kleiner 
als etwa 1/,, Proz. war, nicht merklich. Keinesfalls konnte man also 
die elastische Dehnung merken, die bei den verwendeten Belastungen 
nicht mehr als 0,02 Proz. betragen konnte. Einem elastischen Ver- 
halten des Drahtes entspricht also jeweils ein vertikaler Anstieg der 
Kurve. Wo die Kurve einbiegt (oder umknickt), ist mithin jedenfalls 
bleibende Formanderung anzunehmen. Die Spannungen, bei denen 
diese Richtungsinderungen zum ersten Male merklich werden, zeigen 
also die untere Elastizitatsgrenze an, falls sie diese nicht bereits iiber- 
schreiten. 

Man kann demnach die unteren Elastizitaétsgrenzen von EK-Driahten 
und gewohnlichen Zinkdraéhten vergleichen und findet, da8 gewéhn- 
liche harte Zinkdrahte sehr viel fester als EK-Drahte sind. Die untere 
Elastizitatsgrenze ist etwa <0,06kg¢/mm? fiir ,dehnbare“ Drahte und 
etwa <1 bis 1,2kg/mm? fiir ,spréde“ Drahte. Dagegen ist die 
untere Elastizititsgrenze fiir weiches Zink etwa 1,25 bis 2,20 kg/mm?. 

Wir erblicken hierin einen neuen Beweis fiir die Annahme von 
Polanyi?), da8 in verfestigten Drahten auch die Kinzelkristalle ver- 
festigt sind. 

Kin weiterer direkter Beweis der Verfestigbarkeit einzelner Kri- 
stalle 14Bt sich aus unseren Kurven erbringen, indem man beachtet, 
daB diese bei praktisch unendlich langsamer Spannungszunahme auf- 
genommen wurde, also in jedem Punkt einen Gleichgewichtszustand 


1) Vgl. Vortrag, gehalten auf der Hauptversammlung der Bunsengesell- 
schaft 1921. Erscheint in ZS. £. Elektrochem. 1922, 
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darstellen1). Der Beweis hierfiir wurde erbracht, indem man den Ver- 
such unterbrach und bei Wiederaufnahme eine exakte Fortsetzung 
der unterbrochenen Kurve erhielt. Auch bei mehrfachem Reifen 
konnte dies bestiatigt werden. Man kann also aus den Kurven die 
jeweilige Spannung berechnen, indem man die Belastung auf den 
gleichzeitigen Querschnitt bezieht. Die Kurve der Fig. 3 findet sich 
in Fig.5 auf diese Weise eingezeichnet. Man 
erkennt eine Verfestigung um das Sechs- bis 
Siebenfache. Auf Ahnliche Weise findet man aus 
Fig. 2, daB8 vor dem Reifen eine Verfestigung iiber 
das Fiinfzigfache erfolgt war. 

B. Wie bereits aus der oben gegebenen Be- A 
schreibung unserer Ergebnisse hervorgeht, weichen 
die Zinkdribte, die wir hergestellt haben, von 
den gewéhnlichen Drahten aus diesem Material in 
mancher Hinsicht ab. Eine Dehnbarkeit, wie wir 
sie bei unseren ,,dehnbaren“ Drahten gefunden 
haben, ist bei Zink bei gewéhnlicher Temperatur 
nicht in entferntem Ma8e vorhanden. Allerdings 
tritt eine solche bei erhdéhter Temperatur ein. Bei 
150 bis 180° fand Le Chatelier*) eine Dehnbar- 
keit um 500 Proz. 

Ebenso neuartig sind freilich die Begleit- 
erscheinunger, unter denen die Dehnung unserer 
Draihte vor sich ging: Abflachung zu einem 
Bande usw. 

Auch die spréden Drihte stellen in diesem 


kg/mm auf-d. jerver! Quersch. bez. 


Sinne eine neue Zinkmodifikation dar: die glatten ay ae 
Bruchflichen, die Dehnungsspriinge bei Zugbean- Dehnung in Yo 
spruchung sind bei gewoéhnlichen Zinkdrahten un- Bigs: 
bekannt. 


Die auBerordentlich niedrige untere Elastizitatsgrenze sowohl der 
dehnbaren, wie der spréden Modifikation scheiden beide Arten von 
gewohnlichen Zinkdrahten. _ 

C. Als iiberhaupt neuartige Erscheinung seien hier noch die ge- 
fundenen Dehnungsspringe hervorgehoben. Derartige Spriinge 
waren an einheitlichem Material bisher nicht beobachtet worden. Eine 
gewisse Beziehung diirfte zu der bekannten ruckweisen Dehnung von 


1) Ausgenommen sind hierbei natiirlich Kurvenstiicke, die sich wahrend 


der einzelnen Dehnungsspringe einzeichneten. 
2) ©. R. 109, 24, 58, 1889. 
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FluBeisen bestehen. Eine gewdhnliche Dehnungskurve von Flufeisen 
findet sich in Fig. 6 wiedergegeben1); man sieht einige ruckweise 
Dehnungen gleich an dem 
Punkte anschlieBend, wo die 
untere Elastizitatsgrenze tiber- 
70 schritten wird. 

160°C Noch gréBere Ahnlichkeit 
zum Verhalten der spréden 
50 Zinkdrahte zeigt ,acier demi 
dur“ nach Le Chatelier 
ie bei 160° Eine von ihm an 
30 diesem Material bei dieser 
Temperatur aufgenommene 

Kurve zeigt Fig. 7 2). 

190 ; Bisher ist die ruckweise 
pening © 1070 Dehnung von FluBeisen stets 
mit interkristallinen Ver- 
schiebungen in Beziehung 
gebracht worden. Unsere Versuche zeigen, daB ein solches Verhalten 
auch einzelnen Metallkristallen eigen sein kann. 


66 kg/mm 


60 


Spannung 


Fig. 6. Fig. 7. 


Zusammenfassung. 


1. Es wird eine Apparatur beschrieben zur Herstellung gleich- 
maBiger Einzelkristalldrahte aus Metallen. Mit Hilfe derselben sind 
Al-, Bi-, Cd-, Rb-, Sn- und Zn-Drahte hergestellt worden. 

2. Je nach den Herstellungsbedingungen sind die Drahte ,dehn- 
bar“ oder ,spréde“. Dehnbare lassen sich bis iiber das Sechsfache 
dehnen; spréde dehnen sich nur um einige Prozente, und zwar ruckweise. 

3. Die Zn-KEinzelkristalle sind viel weniger fest als harte Zn- 
Drihte. Die untere Elastizitaitsgrenze der EK-Zn-Drahte steigt beim 
Dehnen auf das Vielfache (bis Fiinfzigfache) des Anfangswertes. 
Beide Tatsachen beweisen die Verfestigbarkeit von Einzelkristallen. 


Obige Arbeit ist auf Veranlassung von Herrn Dr. M. Polanyi 
ausgefiihrt worden. 


Kaiser Wilhelm-Institut fiir Faserstoffchemie, Phys.-chem. Abteil. 


1) Aus Bach und Baumann, Festigkeitseigenschaften usw. d. konstr. 
Materialien. Berlin, Springer, 1914. 


2) C. R, 109, 24, 58, 1889. 
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Leuchtbahnen von a-Strahlen in Kristallen. 
Von H. Geiger und A. Werner in Charlottenburg. 


(Mitteilung aus der Physikalisch-Technischen Reichsanstalt.) 


(Bingegangen am 15. Dezember 1921.) 


Bekanntlich erzeugen die «-Strahlen beim Auftreffen auf gewisse 
Kristalle, z. B. Zinksulfid oder Diamant, kurzdauernde Lichtblitze, 
sogenannte Szintillationen, die fiir das gut ausgeruhte Auge leicht 
beobachtbar sind. Diese Szintillationen haben bei der Erforschung 
der Natur der «-Strahlen sowie bei der genauen Abzdhlung der vom 
radioaktiven Praparaten ausgehenden «-Teilchen eine bedeutsame Rolle 
gespielt. 

Gegen manche quantitative Messungen, welche sich auf Szintil- 
lationszihlungen stiitzten, wurde mit gewisser Berechtigung der Ein- 
wand erhoben, daS nicht mit Sicherheit feststehe, ob wirklich jedes 
auf den Kristall auffallende «-Teilchen eine Szintillation hervorrufe. 
Folgt man den Lenardschen Gedankengingen, so kann man sich 
den SzintillationsprozeB etwa so vorstellen, da$ das «-Teilchen beim 
Eindringen in den Kristall aus den wirksamen Metallzentren Ionen 
abtrennt, die dann infolge der von dem a@-Teilchen erzeugten hohen 
lokalen Temperatur auSerordentlich schnell unter Lichtemission zum 
Metall zuriickkehren. DaB8B auch bei dem Szintillationsvorgang solche 
Metallzentren die Traiger der Leuchterscheinung sind, wird zur Geniige 
dadurch bewiesen, daB reines kristallisiertes Zinksulfid auf «-Strahlen 
nicht anspricht, wahrend z. B. bei ganz geringem Kupferzusatz die 
prachtigsten Leuchteffekte eintreten. 

Kann man nen mit Sicherheit annehmen, da die Zahl der 
Zentren, die ein %-Teilchen beim Eintritt in den Kristall erregt, in 
jedem Falle geniigend groB ist, um eine deutlich sichtbare Szintil- 
lation hervorzurufen? Der folgende Versuch gibt hierauf die Ant- 
wort. Aus einem besonders gut lumineszierenden kiinstlichen Willemit 


‘wurde ein Diinnschliff hergestellt, der eine vorziiglich glatte Ober- 


flache aufwies. Der Diinnschliff war stark durchscheinend und zeigte 
bei ausreichender Vergré8erung eine prismatische Kristallstruktur- 
Im Gegensatz zu der iiblichen Anordnung, bei der die #&-Strahlen 
mehr oder weniger senkrecht auf die Kristallfliche auftreffen, tratem 
beim vorliegenden Versuch die Strahlen des benutzten Polonium- 
praparats unter dem spitzesten, nur immer erreichbaren Winkel in 
die dem Mikroskopobjektiv zugekehrte Kristallfliche ein. Bei etwa 


192 H. Geiger und A. Werner, Leuchtbahnen von «-Strahlen in Kristallen. 


400facher VergréSerung waren punktférmige Szintillationen, die man 
sonst beobachtet, nicht mehr zu sehen, sondern es traten leuchtende 
Striche verschiedener Linge auf. Durch einige einfache Variationen 
in der Versuchsanordnung konnte auger Zweifel gestellt werden, 
daB diese Striche die Leuchtspuren der «%-Strahlen in dem Kristall 
darstellten. Die Leuchtspuren machen, wenn sie gut im Fokus sind, 
den Eindruck von hellen und scharfen Linien, nicht etwa nur von 
elliptisch geformten Lichtflecken. Aus der bekannten Reichweite der 
«-Strahlen berechnet sich die Linge ibrer Leuchtspur in Willemit zu 
etwa 0,02 mm, was mit dem experimentellen Befund gut iibereinstimmte. 

Die Ausbildung leuchtender Bahnen in dem Kristall beweist, 
daB die Zahl der durch ein «-Teilchen erregten Leuchtzentren auBer- 


ordentlich grof ist. Wenn daher die Schliffflache eines Kristalls- 


oder kristallinischen Schmelzflusses bei etwa 400facher VergréSerung 
noch fehlerfrei erscheint, so darf mit Sicherheit angenommen werden, 
daB jedes auf sie auffallende «-Teilchen eine Szintillation hervorruft. 
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Die elektromagnetische Welleninduktion, IL’). 
Von Karl Uller in Gief&en. 


(Bingegangen am 13. Dezember 1921.) 


Nachdem wir in einer vorangehenden Mitteilung?) den Satz auf- 
gestellt haben, da8 das Wesen der Induktion allgemein die Erzeugung 
gebundener Wellen sei, und insbesondere erwiesen haben, daB elektro- 
magnetische Induktion durch Einfall einer Welle zustande kommen 
kann, wollen wir sogleich eine erste Charakterisierung der bisherigen 
Auffassung der Induktion folgen lassen. Thr schlieBen wir eine Er- 
klirung des Wesens der elektrischen Leuchtkugel und des Kugel- 
blitzes an. 

4, Die Vulgirtheorie. Wie kommt es nun aber, daB eine um- 
fassende Kategorie von Induktionsfallen von der bisherigen Theorie, 
die wir Vulgirtheorie nennen wollen, trotz volligem MiBverstiindnis 
so zufriedenstellend gedeckt wird, daB diese glaubte, die wahre und 
allgemeine zu sein? Dazu missen wir die Voraussetzungen ihrer An- 
wendung ins Auge fassen. 

Die Vulgirtheorie, welche die I. MH-GI. allgemein als_ ,,die 
Induktionsgleichung* anspricht, hat es tatsichlich ausschlieBlich mit 
Induktion an guten Elektrizitatsleitern zu tun, wobei die ungeheuer 
groBen Unterschiede der Leitfahigkeit gegen die der umgebenden 
Luft eine sehr stark ausgeprigte Induktionswelle erster Art ergeben, 
in der die Energie rund um den verhiltnismaBig diinnen Wellenleiter 
gusammengeballt ist, und deshalb nur zwei GréBen den Vorgang be- 
herrschen: die Stromstiirke und die Ladung. Die Vulgartheorie ist 
nun auf diese ebenso hervorstechenden wie gliicklichen Umstinde zu- 
geschnitten und die Technik niitzt eben diese ebenso merkwiirdigen 
wie vorteilhaften Umstinde aus. 

Wo sich die Vorstellungen und Formeln der Vulgirtheorie be- 
wihren, handelt es sich um ganz oder fast ganz geschlossene Wellen- 
leiterschleifen, in und an denen eine sehr groBe Zahl mit- und gegen- 
laufender gebundener Wellen von groBer Wellenlainge umlaufen, deren 
Uberlagerung den Schein eines lings dem Wellenleiter gleichmabig ver- 
teilten Stromes vorzutiuschen vermag, und wobei Ladungserscheinungen 
guriicktreten. Entsprechendes gilt fir jeden Zweig eines Leitungs- 


1) Vorgetragen in der Sitzung des Hessengaues der Deutschen Physikalischen 
Gesellschaft in GieBen am 5. Dezember 1921. 
2) ZS. f. Phys. 8, 89—104, 1921. 
Zeitschrift fir Physik. Bd. vill. 14 
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netzes. Wihrend nun in Wirklichkeit jede dieser gebundenen Wellen 
andauernd Gelegenheit findet durch fast streifenden Anlauf ibrer 
AuBenflanke gegen benachbarte Schleifenstiicke induzierte Wellen ab- 
mzweigen — eben dadurch die groBe Zahl der Wellen stellend — 
und Gegenstréme hervorzurufen, sei es an der eigenen Schleife (Selbst- 
induktion), sei es an fremden (Fremdinduktion), und zu alledem noch 
Reflexion und Brechung stattfinden kann, sieht die Vulgartheorie nur 
die zeitliche Folge der Uberlagerungszustiinde und halt sich an der 
gegenseitigen Beeinflussung gleichmaBiger Stréme in benachbarten 
Leitungen, dabei die Tatsache, daS an allen Leitern Induktion méglich 
ist, als eine dem elektromagnetischen Felde eigentiimliche hinnehmend, 
eine Tatsache, die in Wahrheit eine zufallige ist. Zudem weiB sic 
nichts von gleichzeitig zuriickgeworfenen und gebrochenen Wellen 
Die gebrochenen sind zufallig belanglos, die zuriickgeworfenen zwar 
verhiltnismabig kraftig, jedoch selten, weil meist die Wellen als 
P-Wellen anlaufen, indem die Drahte parallel liegen. Diese gliick- 
lichen Umstinde erlauben der Vulgirtheorie, indem sie — unbekiimmert 
um das Wesen der Induktion — einfach die gegenseitige Beeinflussung 
benachbarter Stréme ihren magnetischen Feldern zuschiebt und diese 
Beeinflussung Induktion benennt, zwei physikalische Realitaten in 
bewahrte Beziehung zueinander zu setzen: die von quasistationaren 
Strémen unterhaltenen magnetischen Felder und die induzierten Stréme, 
wobei die Feldkonfigurationen als unverainderlich angesehen werden 
und diirfen. Alle die genannten gliicklichen Umstande zusammen- 
genommen erklaren es, daf die beiden Beziehungen 
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welche als die allgemeine Umkehrung der I. MH-GI. gilt, und die 
Il. MH-GI1. —{(ao, uM) = (as, 2), worin \} die Stromdichte und A 


die Leitfahigkeit bezeichnet, das, was gebraucht wird, liefern, und 
zwar quantitativ befriedigend. Wenn man sich also auf Induktion 
an Leiterschleifen beschrankt, die Frage nach dem Wesen 
der Induktion ganz beiseite 148t und nur den Uberlage- 
rungseffekt sieht, wenn man keinen Ansto8 daran nimmt, daB 
ein Strom zum Teil von seinem eigenen magnetischen Felde 
induziert wird, wenn man den gelegentlichen Versto8 gegen 
die Nahewirkungsforderung von Feldgleichungen (siehe den 
folgenden Abschnitt) in den Kauf nimmt und auf feinere Einzel- 
heiten- keinen Wert legt, bestimmt die Induktionsstréme 
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befriedigend: der Schwall oder Schwund magnetischer Feld- 
liniengarben, die von den induzierenden Strémen, aber auch 
von den induzierten gleichzeitig erzeugt werden. Weil in 
diesem einfachen Bilde das Wesen der Induktion ganz auber 
Betracht bleiben konnte, war es erlaubt noch einen Schritt 
weiter zu gehen und zu sagen, da8 in die Schleifen ,elektro- 
motorische Krafte bzw. Gegenkrafte* durch Induktion strang- 
férmig eingedriickt wiirden, deren Summe sich mit der Ohmschen 
Gegenspannung fiir jede Schleife ins Gleichgewicht setzen miiBte, 
wodurech dann die Stréme bestimmt seien. Nun hatte man, was man 
brauchte und wo man es brauchte, namlich meBbare GréBen in Leiter- 
bahnen. Aber es war dem wirklichen Geschehen harte Gewalt bis 
zur Unkenntlichkeit angetan. — So wird es nach Hinzufiigung einiger 
spater zu erlauternder Zusatze auch in aller Zukunft bleiben, wo man 
aber weiB, da diesem Schematismus ein durchaus verschiedener 
physikalischer Vorstellungskreis von groBer Verwicklung zugrunde 
liegt. 

Ist die Wellenlinge der gebundenen Wellen von der GréBen- 
ordnung der Schleifenlingen, dann muf die Vulgartheorie sich be- 
quemen auf den Wellencharakter der Induktionsvorgange Riicksicht 
zu nehmen. Einerseits machen die Ladungen sich bemerklich, wan- 
dern nun die ,,Induktionslinien“ und schneiden, geht somit die F iktion 
der Quasistationaritit in die Briiche, andererseits gewinnt die Orien- 
tierung der Felder zu den Leiterschleifen EinfluB. Nun sieht sie sich 
gendtigt nach dem Vorgange von Hertz zwei Induktionskrafte an- 
gunehmen: die friihere magnetische Kraft der Induktion und als 
neuerliche die elektrische Kraft der Induktion | (as, €). Das Vor- 
stellungsbild der Vulgirtheorie wird uneinheitlich und gezwungen. 
Qualitativ l48t sich in der Tat damit noch die Erregung eines fast 
geschlossenen Resonators erklaren. Wenn man aber von der Einheit- 
fichkeit des elektromagnetischen Feldes iiberzeugt ist oder quantita- 
tives ermitteln soll, erkennt man diesen Ausweg als ein unhaltbares 
Verlegenheitsprodukt. Scharfen Messungen gegeniiber, die neuer- 
' dings erst beginnen méglich zu werden, wird sich schon hier die 
Vulgartheorie als falsch erweisen. Und gar, wenn von einer Schleife 
nicht mehr die Rede sein kann wie bei geraden Drahten, gegen welche 
Wellen einfallen oder an welchen gebundene Wellen entlanglaufen. 
Zwar erkannte man, da nun, wo man seinen Blick von dem Wellen- 
leiter weg auf die alleemeine Umgebung richten muBte, die sogenannte 
Induktionsgleichung auf beliebige matericlle Kurven erweitert werden 
mute, man erkannte aber immer noch nicht, daB die bisherige Vor- 
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stellung eine Fiktion und ein Notbehelf, wenn auch ein sehr brauchbarer, 
war, daS man nun aber unentrinnbar vor das Problem der Induktion 
gestellt war, ja, man erkannte nicht einmal, da8 es solch ein Problem 
gebe. Infolgedessen pafSte man den Wellenleitungs- und Resonanz- 
problemen die Theorie mit gezwungenen Begriffserweiterungen an. 
Man machte sich eine rein formalistische Rechenmethode zurecht, in 
welcher urspriinglich pbysikalische GréBen zu reinen Beiwerten herab- 
sanken. Es ist ja einleuchtend, daB die Vorginge auf drahtigen 
Wellenleitern in der Hauptsache von der Ortlichen Stromstarke und 
der értlichen Ladung sowie ibren zeitlichen Ableitungen abhingig sein 
miissen, mithin von {7 dt, J und ¢J/6t. Man kann also unter’ Beriick- 
sichtigung der Unvernichtbarkeit der Elektrizitat rein formal GréSen 
definieren, die diesen Ausdriicken proportional sind, und damit auch 
meBbar. So kam man zu Widerstand, Induktivitét, Kapazitat und. 
ibren Reziproken, alle auf die Liangeneinheit der Einfach- oder 
Mehrfachleitung bezogen, Rechengréfen, mit denen nun in bewunde- 
rungswiirdiger Folgerichtigkeit in der Kabel- und Hochspannungs- 
technik gerechnet und gemessen wird. Dieses auf Strom- und 
Spannungsmessungen ruhende System ist anscheinend unanfechtbar. 
Stellen sich Widerspriiche aus der Erfahrung ein, so lassen sich neue 
Beiwerte definieren. Mag man auch gern zugeben, daf$ man kaum 
anders die sehr verwickelten Wellenvorgange bewiltigen kann, deren 
man aber Herr werden mu, so ist doch andererseits die Einsicht 
nétig, daB da von Physik kaum noch gesprochen werden kann. 

5. Induktion einer Ringspule. Sind die Wellenquellen von 
einer homogenen, nahtlosen und hinreichend dicken Leiterhiille véllig 
umschlossen, so gibt es auberhalb derselben nicht die Spur von In- 
duktion an einer Priifschleife; es existieren eben dort nicht Wellen, 
nicht ein Feld (Ma, €.). Im Gegensatz dazu steht folgender Fall, 
in dem es aber méglich ist, daB ebenfalls It, nicht existiert. 

Eine enggewundene und geschlossene Ringspule, eingebettet in 
ein nichtleitendes Mittel, trage einen gleichmiSigen Strom, der von 
einer abgelegenen Stromquelle in bifilarer Zufiihrung unterhalten werde. 
Das Feld ist dann axialsymmetrisch, auch wenn der gleichmiBige 
Strom ee Funktion der Zeit ist. Das magnetische Feld lieot parallel 
der Leitlinie der Spule, das elektrische Feld senkrecht dazu; dabei 
ist wegen der Endlichkeit und Stetigkeit der Tangentialkomponente 
von © das elektrische Feld innerhalb und auBerhalb des Ringes von 
Null yerse modcn. Betrachten wir die magnetischen Linienintegrale 
lings vier konzentrischer Kreise, von denen zwei innerhalb und zwei 
auBerhalb der Ringwandung verlaufen und die dieser dicht anliegen, 
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so ergibt die I. MH-Gl. — vorausgesetzt, daB der Verschiebungsstrom 
der Polarisation nicht ins Gewicht fallt — fiir das magnetische Feld QM, 
das der Strom unterhilt: innerhalb der Ringspule M,; += 0, auBerhalb 
M, —= 0. Verketten wir nun mit der Ringspule eine induktive Priif- 
schleife, so erreichen demnach keine magnetischen Kraftlinien diese. 
Und doch findet erfahrungsgemi8 Induktion statt. Die Vulgartheorie 
bekundet: Die Induktion der Ringspule riihre her von der 
zeitlichen Schwankung des auf das Ringinnere beschrankten 
magnetischen Feldes ,gemi8 dem Induktionsgesetz*. Sei die 
Priifschleife nicht mit dem Ring verkettet, so geschehe ,nach 
dem Induktionsgesetz* an ihr gar nichts. Dieses Experiment 
zeige, so meint Maxwell!) wértlich, daB es nicht notwendig sei, 
da& sich der leitende Draht selbst in dem magnetischen Kraft- 
feld befinde. Es sei bioB erforderlich, daS die Kraftlinien 
durch die vom Stromleiter umschlossene Flache hindurch- 
gehen und wiahrend des Versuches sich in ihrer Starke ver- 
indern. Diese Aussagen, die iibrigens keine Erklarungen sind, stehen 
aber in offenkundigem Widerspruch zu der Nahewirkungsforde- 
rung, die im Wesen von Feldgleichungen liegt. Und aus Feld- 
gleichungen ist das Ergebnis: Wa = 0 hergeleitet. Es ist erstaunlich, 
da8 man sich durch diesen Widerspruch nicht bedriickt fihlte. Er 
allein schon hatte die Kritik an der bisherigen Induktionsvorstellung 
aus sich heraustreiben miissen. Auf eben diesen Widerspruch fiir die 
Vulgirtheorie kommt es uns hier an. Er bedeutet uns, daB die Vulgir- 
theorie physikalisch falsch sein muf; denn sie vermag ibn, der nur 
fiir sie besteht, nicht zu lésen. Indem er andererseits in unserer 
Erklarune der Induktion nicht auftritt, bezeugt er von sich aus, dab 
wir auf dem rechten Wege sind. 

Der physikalische Vorgang ist namlich folgender: Von der 
Stromquelle her kommen gebundene Wellen erster Art, die wir lang- 
wellig voraussetzen, und laufen langs den Windungen der Ringspule 
sich entgegen, wobei sich ihre Stréme und magnetischen Felder im 
Draht verstiirken, andererseits durch Selbstinduktion an benachbarten 


' Windungen Gegenstréme und Gegenfelder entstehen, die in Uber- 


lagerung mit den Primirwellen einen herabgedriickten Strom und 
ebensolches magnetisches Feld in der Leitung messen lassen. Dieser 
verwickelte Vorgang interessiert uns indessen hier nicht, sondern 
seine Begleiterscheinung, naimlich die Ausbreitung der Wellenflanken 


1) J. Cl. Maxwell, Uber physikalische Kraftlinien (1861); Ostwalds 
Klassiker, Nr. 102, 8. 38. 
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gegen die Priifschleife hin. Ist diese nicht induktiv, etwa aus Glas, 
so erfolgt an ihr weiter nichts als gewdhnliche Zuriickwerfung und 
Brechung (wihrend nach der Vulgartheorie auch dann eine Induktions- 
spannung auftreten sollte), ist sie dagegen induktiv, etwa aus Metall, 
so gelangen von den Wellenflanken welche in der frither geschilderten 
Weise an ibr zur Induktion. Die induzierten Stréme sind zum Teil 
sich entgegengerichtet und heben sich fast oder ganz gegenseitig auf, 
wenn die Priifschleife nicht mit der, Ringspule verkettet und die 
Wellenlinge sehr grof ist gegen ihre Linge. Ist sie aber verkettet, 
so kompensieren sich die induzierten Stréme nicht, wie man sich 
leicht an einer Zeichnung klar machen kann. 

Bei alledem bringt es die Gestalt der Wellenleitung, die Ring- 
spule, mit sich, da8 die Starke eines jeden anlaufenden Wellenstiickes 
viel gréBer ist als die des Uberlagerungsfeldes (QM, Ga). Das 
magnetische Feld 9%, wird im allgemeinen zwar nicht tiberall ver- 
schwinden. Wir kénnen aber doch im besonderen das Geschehen 
sich so vollziehen lassen, da die Ringspulenleitung im Bauch eines 
stehenden Wellenzustandes von grofer Wellenlinge sich befindet. 
Dann ist das Feld um die Ringspule her wesentlich axialsymmetrisch, 
der Verschiebungsstrom klein gegen den Leitungsstrom, daher das 
Uberlagerungsfeld Mt, in der Tat iiberall unmerklich Aber von 
diesem Nullfelde hangt die Induktion am Priifdraht auch 
gar nicht ab, sondern von jeder einzelnen anlaufenden Welle! 
Ob diese Wellenfelder sich zu einem Nullfeld iiberlagern, kommt fiir 
die Induktion gar nicht in Betracht. Damit ist die scheinbare Null- 
induktion im wesentlichen vollstandig aufgeklirt. Eine Fernwirkung 
gemaB der Vulgirtheorie, die durchaus eine Feldtheorie ist, tritt nicht auf. 

Auch im Falle eines nicht induktiven Priifdrahtes versagt die 
Valgirtheorie hier in belehrender Weise. Wahrend nach ihr am 
Priifdraht nichts geschieht, eben weil kein AuBeres Magnetfeld vor- 
handen ist, haben .wir in Wirklichkeit daselbst Zuriickwerfung und 
Brechung einer jeden einfallenden Wellenflanke. 

Die Entratselung der. merkwiirdigen Ringspuleninduktion liefert 
uns eine Bestitigung unserer friiheren Satze tiber das Wesen der 
Welle und der Induktion, wonach jedes veriinderliche Feld eine be- 
stimmte Uberlagerung sich durchkreuzender Wellen-Individuen ist und 
nicht etwa nach unserem Gutdiinken als eine beliebig zusammengesetzte 
_Uberlagerung von Teilfeldern angesehen. werden kann, sowie dah 
Induktion hervorgeht aus dem Gehaben eines Wellen-Individuums 
an einer Unstetigkeitsflache. SchlieBlich 148t die Mdglichkeit einer 
Induktion an einer Priifschleife in einem magnetischen Nullfelde das 
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MiBliche der heutigen Auffassung klar zutage treten, in quasistationiren 
Feldern nicht der Wirklichkeit entsprechend Uberlagerungen von mit- 
und gegenlaufenden gebundenen Wellen gréSerer Wellenlaingen zu 
sehen, sondern Zeitfolgen von stationiren, also unwelligen Zustiinden. 
Eine Zeitfolge von stationiren Zustiinden leitet aber niemals In- 
duktion ein. 

Der Vorgang ist im einzelnen schon an der Ringspule auSfer- 
gewohnlich verwickelt, noch mehr aber, wenn sie einen Kern enthalt. 
Dann ist noch eine weitere Unstetigkeitsfliche vorhanden. Es kommt 
dann zu doppelgefiihrten Wellen auch zwischen Spule und Kern, 
deren Bau und Starke auch von den Eigenschaften des Kernes ab- 
hiingt. Auf diese Weise machen sich die Eigenschaften des Kernes 
indirekt in der Induktion an der Priifschleife bemerklich. 

6. Die elektrische Leuchtkugel. Durch die Entdeckung 
der gebundenen Wellen und der Induktion wird auch ein Grundzug 
aller Entladungsvorginge aufgeklirt, sowie eine Erscheinung, die seit 
alters als kleines Wunder bestaunt wird: der Kugelblitz oder die 
elektrische Leuchtkugel. 

Die Herstellung und die Konfigurationsinderungen 
statischer und stationa’rer Felder geschehen in Form ge- 
bundener Wellen. Stérungen streben stets in Form von 
gebundenen Wellen neuen Gleichgewichtszustinden zu. Die 
dabei entfiihrte Wellenenergie ist bisher bei Vergleichung zweier 
Gleichgewichtszustiinde nicht in Rechnung gesetzt worden; sie kann 


allerdings gering sein. 


Aber auch die Entladungen geschehen in dieser Form. 
Die elektrische Spannung zwischen einem Ko6rper und seiner ge- 
ladenen Umgebung sucht sich stets entlang U-Flichen auszugleichen. 
Das Feld setzt sich dabei immer in die Form von gebundenen Wellen 
um, die den U-Flaichen folgen, aber auch infolge Induktion Uber- 
ginge auf benachbarte U-Flaichen finden kénnen. Je gréBer die 
Unterscbiede der aneinanderstoBenden Kérper, um so ausgepragter 
ist die Bindung und Verdichtung der Wellen. Beim Gleitfunken 


‘sowie bei den Entladungen in Geisslerréhren von passendem Gasdruck 


sind solche U-Flachen guter Ausbildung von vornherein vorhanden. 
Wir verstehen jetzt, weshalb Anode und Kathode nicht in gerader 
Linie zu liegen brauchen. Die Wellen folgen eben den Windungen, 
dagegen bewegen sich die peschleunigten Korpuskeln geradlinig. Wir 
yerstehen nun, weshalb es fiir den Entladungszustand nicht nur auf 
den Elektrodenabstand ankommt, sondern auch auf die Form und 
Querabmessungen der Réhre. Ja, sogar ohne Elektroden kénnen 
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verdiinnte Gasmassen durch starke elektrische Felder zum Leuchten 
gebracht werden, wenn eine U-Flache da ist. Die Herren Coehn 
und Lotz?) erzielten diese Wirkung durch Reibung. Man kann aber 
auch eine Hochspannungsspule um die Glaswandung legen nach dem 
Vorgange von J. J. Thomson, oder auch sie einfach in ein Tesla- 
Feld halten. 

Jedoch auch bei sonstigen Entladungen sind Flachen geringer 
Unstetigkeiten meist vorhanden. Wo sie nicht schon da sind, werden 
sie bei hohen Feldern von der suchenden und ionisierenden Spannung 
mit der Zeit erzeugt und durch die beginnende stille Entladung be- 
deutend verstarkt. (Elektrischer Wind.) In der Atmosphare sind 
Strémungen und U-Flichen geringer Ausbildung immer vorhanden 
und fortwahrend in Ausgleichung und Neubildung begriffen, besonders 
vor und bei Gewittern. Wenn nun an Stellen hoher Ladungsdichten, 
etwa an einem Dachfirst, eine wirbelige Bewegung vorhanden ist und 
von der stillen Entladung begiinstigt wird, so kann es sich gelegent- 
lich ereignen, daf eine geschlossene Fliche geringer Unstetigkeit der 
Luftdichte sich ausbildet, die Ladungen ihren Weg auf sie finden, 
und sich auf ihr nach allen Seiten ausbreiten. Es kann dann auf 
ihr zu einem Spiel gebundener Wellen in Mit- und Gegenlauf kommen, 
die von normalen, aber auch tangentiellen elektrodynamischen Kraften 
begleitet sind. Kommt es dazu, daB diese die rotierende Bewegung 
und die Luftverdiinnung vergréBern kénnen, so verstirkt sich die 
U-Flache und bildet sich eine Kugelgestalt aus. Das Innere vermag 
nun in Glimmlicht zu leuchten, infolge der hochgespannten Felder in 
dem luftverdiinnten Raume. Das gleichzeitige Auftreten erhéhter 
Leitfaihigkeit verstirkt weiter die U-Flache und bedingt erhdhte 
Gebundenheit und Verdichtung der Wellen. Dabei sucht das elek- 
trische Feld die Oberfliiche, die Unstetigkeitshaut, zu vergréSern. Die 
auf die Leuchtkugel iibergetretene Energie findet sich an ihr zusammen- 
geballt, erschépft sich aber doch allmablich durch die Ausweitung 
der duSeren Wellenflanken und durch den Leuchtvorgang. Gerat die 
Leuchtkugel auf ihrer Bahn in die Nahe einer anderen U-Fliche, so 
kénnen durch Induktion oder Bertihrung die Wellen plotzlich ab- 
flieBen, die elektrodynamischen Wellenkrifte, welche die Luftverdiin- 
nung aufrecht erhielten, verschwinden, und die atmospharische Luft 
stiirzt plétzlich nach innen: unmittelbar nach dem Verlassen der 
Wellen ist ein Schall méglich. Vielfach wird jedoch ein heftiger 


1) A.Coehn und A. Lotz, Versuche zur Bertihrungselektrizitat. Phys. 
ZS. 21, 327, 1920. : 


silat, Lind DS Ee Reet 


Die elektromagnetische Welleninduktion, I. 201 


Knall vernommen. Derselbe ist wohl die Folge einer Explosion. 
Vielleicht bildet sich aus dem Wassergehalt Knallgas, das zur Ent- 
ziindung kommt. Dann wiire die Explosion und der Knall nicht die 
Folge der Wellenabwanderung. 

Es kénnen aber auch durch Blitzinduktion Leuchtkugeln ent- 
stehen. Sie heiBen dann recht eigentlich: Kugelblitze. Wenn nam- 
lich die stark ausgepragten, gegeneinanderlaufenden gebundenen Ent- 
ladungswellen eines Blitzes durch ihre elektrodynamischen Kriafte 
zufillige Luftbewegung in der Nahe der Blitzbahnen in ausgepragte 
Wirbel verwandeln, so kann durch Induktion ein Teil der Wellen 
zum Abzweigen auf diese geschlossenen U-Flachen gelangen. Sind 
die Umstinde giinstig, so priigen die abgezweigten Wellen, wie eben 
geschildert, die U-Flache weiter aus, geben ihr Kugelgestalt und 
bringen ihren Inhalt infolge der Luftverdiinnung und Wellenverdich- 
tung zum Leuchten. Natiirlich kann es auch Ketten von Kugel- 
plitzen geben. 

Leuchtkugeln sind Gaskugeln, die von denhochgespannten 
elektrischen Feldern der zusammengeballten, an ihre un- 
stetige Oberflache gebundenen elektromagnetischen Wellen 
zum Leuchten gebracht werden. Atmospharische Leucht- 
kugeln entstehen, wenn eine hochgespannte elektromagne- 
tische Entladungswelle direkt oder durch Induktion auf 
einen Luftwirbel gerat und dessen Verdinnung begiinstigt, 
so daB die geschlossene Un stetigkeitsflache ausgepragt wird. 

Kiinstlich vermag man kleine Leuchtkugeln herzustellen, indem 
man eine stark ausgeprigte U-Flache zu Hilfe nimmt. Man setzt 
zwei mit einer Elektrisiermaschine verbundene Spitzenelektroden auf 
eine Glasplatte auf, die mit Metallfolie unterlegt ist. Die kleine 
Leuchtkugel entsteht am Minuspol und wandert langsam auf scheinbar 
unregelmaBiger Bahn nach dem Pluspol, wo sie verschwindet. Die 
Geschwindigkeit der Wanderung ist etwa proportional der Tourenzahl 
der Maschine, also der elektrischen Feldstirke. 
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Notiz tiber den Protactiniumgehalt 
in Pechblenderiickstanden und das Abzweigungs- 
verhaltnis der Actiniumreihe. 


Von Otto Hahn und Lise Meitner in Berlin-Dahlem. 


(Eingegangen am 16. Dezember 1921.) 


In einer Arbeit iiber den Ursprung des Actiniums!) haben wir 
gezeigt, daB das Abzweigungsverhiltnis der Actiniumreihe aus der 
Uranreihe nicht, wie bis dahin angenommen wurde, 8 Proz., sondern 
nur 3 Proz. + 0,3 betragt. Seitdem sind aus dem Wiener Radium- 
institut zwei Arbeiten erschienen, die sich mit der gleichen Frage 
beschiftigen. G. Kirsch?) bewies die Konstanz des Verhialtnisses 
von UY zu UX und damit zugleich die der Actiniumreihe zur Uran- 
reibe, da ja UY als das Bindeglied zwischen Uran und Protactinium 
anzusehen ist. Auf Grund etwas komplizierter Umrechnungen erhalt er 
fiir das Abzweigungsverhiltnis der Actiniumreihe den Wert 4,2 Proz. 
St. Meyer) fiihrte eine direkte Bestimmung des Protactiniumgehaltes 
‘in verarbeitetem Morogoroerz durch und erhielt als Resultat fiir das 
Verhiltnis von Protactinium zu Uran 4,0 Proz. Aus der guten Uberein- 
stimmung dieses Wertes mit dem Kirschschen schlieBSt er, daB unser 
Wert zu niedrig ist und der tatsichliche Prozentsatz mit 4 Proz. an- 
zusetzen ist. 

Da wir nach der Art unserer Bestimmung einen Fehler yon 
25 Proz. fiir ausgeschlossen halten, so ergibt sich die Notwendigkeit, 
die Abweichungen der Wiener Resultate von den unsrigen ander- 
weitig zu erklaren. Der héhere Wert von Stefan Meyer kénnte 
mdglicherweise auf einen sehr geringen Ioniumgehalt seiner als reines 
Protactinium in Ansatz gebrachten Priiparate zuriickgefiihrt werden. 

Auf unsere Veranlassting hat daher Fri. Dr.E. Rona eine Bestimmung 
des Ioniumgehaltes in verschiedenen Radiumriickstinden durchgefiihrt. 
Die Arbeit wird an anderer Stelle publiziert, hier sollen nur die Resul- 
tate herangezogen werden. Es zeigte sich, daB in den bei der iiblichen 
Verarbeitung des Radiums aus dsterreichischer Pechblende zuriick- 
bleibenden sogenannten Riickriickstinden noch 15 Proz. des Ionium- 
gehalts der Pechblende vorhanden sind. Wurde dagegen eine kleine 
Menge von Pechblende mit sehr groBem Uberschu8 starker Salpeter- 
sdure erschdpfend extrahiert, so fiel der oniumgehalt ganz betrachtlich, 


1) O. Hahn und L. Meitner, Phys. ZS. 20, 529—533, 1919. 
*) G. Kirsch, Mitt. d. Instituts f. Rad.-Forsch. Nr, 127, 1920. 
3) St. Meyer, evenda Nr. 130, 1920. 
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blicb aber immer noch nachweisbar. Er betrug 1 bis 2 Proz. des 
Ausgang gehaltes. 

Leider stand E. Rona das von Stefan Meyer verwendete Moro- 
goroerz nicht zur Verfiigung. Indes ist nicht anzunehmen, da8 eine 
nur zweimalige Salpetersaure-Extraktion, deren erste noch dazu an 
gro8en Mengen (750 g) ausgefiihrt worden war, eine vollstindige Ent- 
fernung des vorhandenen Joniums erzielt hat. Dafiir spricht auch der 
hohe Joniumgehalt der Riickstiinde. Wire in den von St. Meyer 
untersuchten Riickstanden nur 1 Proz. des Ioniumgehaltes des Ausgangs- 
materials vorhanden, so wire damit sein zu hoher Prozentsatz fiir das 
Protactinium erkiairt. Denn 1 Proz. loniumgehalt erhéht die «Aktivitat 
des als Protactinium betrachteten Priiparats bereits um 25 Proz. 

St. Meyer macht allerdings einen Kontrollversuch, der, wie er 
meint, auch die Abwesenheit von Ionium in seinen Riicksténden beweist. 
Indes enthilt Morogoroerz sehr wenig Thorium. Einem Jonium- 
gehalt von 1 Proz. miBte also auch nur 1 Proz. des urspriinglich vor- 
handenen Thorgehaltes entsprechen und dieser lat sich durch die 
yon St. Meyer angewendete Methode (Sammlung des aktiven Nieder- 
schlages aus dem festen Material) selbstverstindlich nicht nachweisen. 

Stefan Meyer glaubt nun umgekehrt den niedrigeren Wert von 
uns darauf zuriickfiihren zu kénnen, da das Protactinium nicht ganz 
bei den Riickstinden zuriickbleibt, sondern bei der chemischen 
Behandlung teilweise in Lisung geht. Wir haben aber diesen Punkt 
bei unserer Verarbeitung beriicksichtigt und die bei den verschiedenen 
Arbeitsmethoden in Lisung gegangenen Protactiniummengen jedesmal 
durch besondere Versuche analytisch bestimmt und in Rechnung ge- 
stellt. Hierbei zeigte sich, daB gerade die Salpetersiureextraktion 
der Pechblende und daher wohl auch des Morogoroerzes erhebliche 
Mengen (unter Umstanden mehr als 50 Proz.) an Protactinium enthilt. 
Es ist deshalb anzunehmen, da auch in den von Stefan Meyer 
durch Salpetersiureextraktion erhaltenen Riickstiinden nicht, wie er 
vermutet, das gesamte Protactinium enthalten ist. Stefan Meyer 
verweist an anderer Stelle selbst auf die Léslichkeit des Protactiniums 


‘in Salpetersiure, hat sie aber anscheinend bei den Protactinium- 


bestimmungen aus Morogoroerz nicht beriicksichtigt. Da er trotz 
dieses Umstandes eine gréBere Aktivitét findet als dem Abzweigungs- 
verhaltnis von 3 Proz. entspricht, so liegt die Vermutung nahe, dab 
sein Priparat nicht nur 1 Proz., sondern 2 bis 3 Proz. Ionium ent- 
halten haben diirfte. 

Wir haben bei unseren Versuchen diese Irrtumsméglichkeit da- 
durch vermieden, da8 wir das Protactintum aus den untersuchten 
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Pechblendeproben jedesmal als radioaktiv- reines Produkt abgeschieden 
und alle sich dabei ergebenden Nebenprodukte wieder auf Protactinium 
verarbeitet haben. Unsere Untersuchung erstreckte sich dabei auf 
sechs Priiparate, die nach drei véllig verschiedenen chemischen Methoden 
verarbeitet wurden. Die dabei erhaltenen Ausbeuten an Protactinium 
schwankten im Maximum um 10Proz., ergaben also einen Mittelwert, 
dem mindestens eine Genauigkeit auf 10 Proz. zuerkannt werden mub. 

Nun hat, wie schon eingangs erwahnt, auch G. Kirsch fir das 
Abzweigungsverhiltnis der Actiniumreihe einen Wert berechnet, der 
wesentlich héher als der unsrige ist, nimlich 4,2 Prozent. 

G. Kirsch beweist in sehr hiibscher experimenteller Weise die 
Konstanz des Verhiltnisses UY: UX in verschiedenen Uranmineralien 
Um nun aber aus dieser Konstanz den Absolutwert des Verhilt- 
nisses zu berechnen, macht er Annahmen iiber die ionisierende Wir- 
kung der $-Strahlen von UX,, UX, und UY, die sehr willkirlich 
zu sein scheinen. So _ stiitzt er beispielsweise das Verhaltnis der 
Jonisierungsfahigkeit der B-Strahlen des UrX, und UY anf-die von 
O. v. Baeyer und uns ausgefiihrten Messungen der (-Strablen- 
geschwindigkeiten von UX im Magnetfeld1). Er weist eine bestimmte 
Gruppe dieses #$-Strahlenspektrums (nimlich 59 Proz.) dem UY zu. 
Tatsichlich aber war das von uns zu-diesen Aufnahmen verwendete 
Praparat nach der Dauer seiner Herstellung praktisch frei von UY 
und das erhaltene Spektrum gehérte nur dem UX, und UX, an. Es 
scheint uns daher, daf die gute Ubereinstimmung des Kirschschen 
mit dem Meyerschen Wert vermutlich auf Zufall beruht. Die beim 
radioaktiven Zerfall aus dem Atom austretenden #-Strahlen sind durch 
Prozesse so komplizierter Natur bedingt, daB es nach dem heutigen 
Stande kaum méglich ist, aus Ionisierungsmessungen Aussagen iiber 
die wirkliche Anzahl der unter 6-Strahlenemission zerfallenden Atome 
zu machen. 

Wir glauben daher, daS der von uns gefundene Wert fiir das 
Abzweigungsverbaltnis der Actiniumreihe zur Uranreihe vorlaufig der 
am besten gesicherte ist. 


Dahlem, Kaiser Wilhelm-Institut fiir Chemie. 


1) O. v. Baeyer, 0. Hahn u. L. Meitner, Phys. ZS. 15, 649—650, 1914. 
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: Bemerkungen zu unseren Abhandlungen 
,Uber die Schwingungen eines mechanischen Systems 
mit endlicher Amplitude und ihre Quantelung“?) und 
Uber die spezifische Warme fester Korper bei hohen 
Temperaturen“’). 
Von M. Born und E. Brody in Gottingen. 


(Hingegangen am 3. Dezember 1921.) 


Herr Dr. R. Becker war so freundlich, uns auf einige Rechen- 


fehler aufmerksam zu machen, die er in den Formeln der im Titel 


genannten Arbeiten gefunden hat. Wir wollen diese hier berichtigen, 
gleichzeitig aber auch auf die interessante Uberlegung hinweisen §), 
die Herrn Dr. Becker zur Auffindung dieser Rechenfehler gefiihrt 
hat. In der zweiten der genannten Abhandlungen stellen wir die 
Formel fiir die freie Energie eines Kristalls auf, wenn die Glieder 
der potentiellen Energie bis zur vierten Ordnung in den Verriickungen 
beriicksichtigt werden; sodann wenden wir diese Formel auf die Be- 
rechnung der spezifischen Warme an, aber nur fiir den Grenzfall 
hoher Temperaturen. In einer Anmerkung (S. 136) sagen wir dazu: 
»Man kann diese fir hohe Temperaturen giiltige Formel natiirlich 
auch ohne Quantentheorie aus der klassischen, statistischen Mechanik 
erhalten. Doch wird die Rechnung dabei keineswegs einfacher, und 
darum haben wir den Weg vorgezogen, der fiir alle Temperaturen 
gam Ziele fihrt“. Herr Dr. Becker hat nun diese klassische Rech- 
nung ausgefiihrt und dabei folgende scheinbare Diskrepanz gefunden: 
Durch die Beriicksichtigung der hdheren Glieder der potenticllen 
Energie tritt zu dem Dulong-Petitschen Wert der spezifischen 
Wiarme ein Zusatzglied, das der Konstanten [Formel (14) der zweit- 
genannten Abhandlung | 
1 Mn Yim 
6 = gyi? + Dense) . 
proportional ist. Dabei sind die GréBen 77, Yim durch die Formeln 
(3), (5), (6) dieser Abhandlung definiert; die Anteile (5) Vit) Vim, die 
von den kubischen Gliedern der potentiellen Energie herrithren, haben 


1) ZS. f. Phys. 6, 140, 1921. 
2) Ebenda, S. 132. 
3) Mit freundlicher Erlaubnis von Herrn Dr. Becker. 
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nun die charakteristische Eigenschaft, da sie nicht nur fiir 1 — 0, 
sondern auch fiir 7 = 2», und = vV,»,+; unendlich werden, 
indem Briiche der Form 
1 1 
——_—— und oo 
2 Vm — MY Vn + yey 


auftreten. Das beruht wesentlich auf der bedingt periodischen Natur 
des Bewegungsvorganges bei relativ schwachen stérenden Kraften. 


Rechnet man nun aber nach der klassischen statistischen Me- 
chanik, so sieht man sogleich, daB8 man zwar eine ebenso gebaute 
Formel fiir die spezifische Warme erhalt, daS aber natiirlich in der 
Konstanten 6 keine Nenner der Form 2”,,— 1 oder V+ ¥%,— 1% 
auftreten kénnen. Es miissen sich also diese Nenner in der Quanten- 
formel (I) fiir 6 gerade aufheben. Das gibt eine scharfe Kontrolle 
fiir die Richtigkeit der Rechnung, und indem Herr Becker diese 
ausfiihrte, fand er folgenden Rechenfebler:. 


In der erstgenannten Arbeit ist bei der Bildung von Ws auf 
8. 148 oben iibersehen, da auBber 


cos (yx + ¥ + Ym). cos (Yi ae Ym) 
auch 
COS (Ye + Yr + Ym) + COS (Yx + Ym + YH) 
einen Beitrag zum Mittelwerte liefert; in der letzten Zeile der Formel 
fiir Wz, S. 148 oben, heiBt es statt (3 skim + 4 Gr1m—Gimn) daher 
richtig: (6 Scrm + 4 Ox1m — 2 Gime). 
Ferner mu8 es in der letzten Zeile der Formel fiir Ws auf S. 149 


oben statt a, -+ 0, —@,, heiBen: o, + @,—w, An Stelle von (27) 
treten dann foleende Formeln: 


? 1 (15az ese 1 
On, = Saar ce Sai(s. ys | 


4 0}, — 


‘ 1 f Ay Ute UY AKI : Akt au; 
0}, = — ~=—— + 6( —,- + —= — 2 Ls Vo 
My 2 cy. 001 | ( op a dar a. Hh 


4 oy; — 00; 


Cm Aim 1 1 
op ee 
m Cm r i: Cy (1 + @yy — 0.) (@;. + @))2—,, a | 


Der Unterschied gegen die alten Formeln (27) liegt nur in der 
letzten Zeile: 18 statt 9, ferner im ersten Bruch der Klammer der 
Zahler 1 statt 2 und im Nenner @, + @m— @, statt oo; + 0, — w,,. 

Entsprechend dndern sich die Formeln (5) der zweitgenannten 
Abhandlung; man hat nur @; = 2U Vy, Cy, == 422%. zu setzen. 

Rechnet man mit diesen verbesserten Werten die Grée 6 aus, 
so heben sich in der Tat alle Nenner fort, und zwar erhalt man fiir 


be eee i nin 
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den Anteil o’ der kubischen Glieder in der potentiellen Energie 
folgenden Ausdruck: 
alee Las ay. anit Zana Am im + 6 ak1m\ 
ies — 9 N2\ 15 = he oe 0.02 s os 2070,” ie (11) 
Ein weiteres enon steckt in den Formeln (16) und (17) der 
zweiten Abhandlung; 
C,, 6 durch 6/2 ersetzen, so daB sie lauten: 


man muf dort in den Ausdriicken fiir U und 


U = SRT—26R 7%, (16) 
dU ; 

— 5 OI VEN, 1 

ap Rh so RT) (17) 


Rechnet man nun diese GréBen nach der klassischen statistischen 
Mechanik, so erhalt man vollstindige Ubereinstimmung mit dem an- 
gegebenen Ausdruck (II). 


Géttingen, November 1921. 
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Eine nochmalige Erwiderung 
zur Arbeit des Herrn Uller tiber Tonerzeugung. 
Von G. Schweikert in Charlottenburg. 


(Eingegangen am 11. Dezember 1921.) 


Obschon die Antwort des Herrn Uller#) nichts enthalt, was 
meine Einwendungen gegen seine Ausfiihrungen tiber das Resonanz- 
problem entkraftete, so sehe ich mich doch veranlaSt, nochmals dazu 
Stellung zu nebmen, da seine Erwiderung unrichtige Darstellungen 
aus meiner mehrfach zitierten Arbeit in den Annalen der Physik 
enthalt. 

Es steht hier zweierlei zur Diskussion: 1. Die Erklarung der 
Resonanz in Réhren mit offenen Enden und die bisher dafiir als 
Ursache angenommene Erscheinung einer Reflexion innerhalb eines 
homogenen Mediums am offenen Ende der Réhre. 2. Die Erklarung 
der Reduktion der Roéhrenlinge bei maximaler Resonanz, die Ver- 
schiebungen der Wellenknoten und -biuche innerhalb der Réhre, und 
mehrere damit im Zusammenhang stehende Erscheinungen. 

Zu 1. bemerke ich: In der Antwort des Herrn Uller heift es 
in bezug auf meine allgemeine Definition des Reflexionsvorganges: 
» Weiter im Text merkt man, daf damit gemeint ist: Das Wesent- 
liche jeder Reflexion ist sprunghafte Anderung der Fortpflanzungs- 
geschwindigkeit, gleichviel, wodurch sie hervorgerufen ist.“ Dab die 
sprunghafte Anderung der Fortpflanzungsgeschwindigkeit der Schwin- 
gungsvoreinge eine wesentliche Ursache der Reflexion bildet, ist alt- 
bekannt und bedarf keiner besonderen Auseinandersetzung. Ich habe 
demgegentiber in meiner Arbeit dargelegt, daB das eigentlich Wesent- 
liche der Reflexion die sprunghafte Anderung der Amplitude der Schwin- 
gung und die damit zusammenhingende sprunghafte Anderung der 
riumlichen Energiedichte des Schwingungsvorganges ist, wihrend 
die Anderung der Fortpflanzungsgeschwindigkeit in besonderen Fallen 
eine wesentliche, aber sekundire Ursache bildet. Darum habe ich zu den 
Begriffsformulierungen der Energiestauung und Energieverflachung 
gegriffen, um dieses stark hervorzuheben. Dabei liegt nicht etwa der 
Nachdruck auf der Gegensitzlichkeit der Begriffe der Stauung und 
Verflachung, diese bilden nur eine Unterscheidung der beiden ver- 
schiedenen Arten der Reflexionsméglichkeit; der Nachdruck liegt viel- 
mehr auf dem Begriff der Energiedichte. Dadurch, da8 diese eine 


1) ZS. f. Phys. 7, 408, 1921. 
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Unstetigkeit (durch irgendwelche auBeren Umstiinde) erleidet, tritt 
Reflexion auf. Nun bildet aber eine offenkundige Ursathe fiir die 
Abnahme der riumlichen Energiedichte des Schwingungsprozesses — 
einer Energieverflachung — nicht nur eine plétzliche VergréSerung 
der Fortpflanzungsgeschwindigkeit an der Grenze zweier Medien, 
sondern auch eine plotzlich vermehrte Ansbreitungsméglichkeit der 
Schwingungsenergie innerhalb desselben homogenen Mediums, wie 
dieses z. B. am offenen Ende einer Roéhre zutrifft. 

Fiir die mathematische Beschreibung des Vorganges ist offen- 
kundig das Wesentliche dieser Erscheinung die plétzliche Verringerung 
der Amplitude der Schwingung. Dieses habe ich in meinen mathe- 
matischen Formulierungen zum Ausdruck gebracht, indem ich die 
Schwingungsamplitude mit einem Reflexionskoeffizienten (1 + r) multi- 
pliziert habe, wobei r =} 0 ist, je nachdem die Amplitude durch die 
auBeren Umstinde, welche die Unstetigkeit bedingen, vergréSert oder 
verkleinert wird, d. h. Energiestauung oder Energieverflachung statt- 
hat. Wie groB der Wert von r ist, hangt dabei natiirlich ganz von 


den jeweilig besonderen Umstiinden ab. Ich habe wiederholt darauf 


Ya 


Ss beta ind eS el 


hingewiesen, da Helmholtz in seiner beriihmten Arbeit die Wege 
zu seiner Berechnung fiir bestimmte Mindungsformen der Réhre ge- 
zeigt hat. Fiir die allgemeine Theorie der Reflexion ist seine absolute 
Gre natiirlich véllig nebensachlich. 

In der Antwort des Herrn Uller heift es ferner: ,,Ich bin sach- 
lich berechtigt, jeden EKinwand gegen meine Erklirung des Vorganges 


an der ténenden Pfeife, der nicht mit dem strengen Nachweis aus 


den Feldgleichungen verbunden werden kann, daB in einem homogenen 
Mittel eine Welle eine ihr entgegenlaufende hervorrufe, mit Still- 
schweigen zu iibergehen.“ Abgesehen davon, daB es gerade meine 
Absicht war zu zeigen, da die elementare akustische Theorie der 
Resonanz dieses einfach zu erklaren erlaubt, ohne die dem elektrischen 
Feld entlehnten Begriffe und Vorstellungen nebst den an sie an- 
schlieGenden Theorien auf die akustischen Erscheinungen 7u iiber- 
tragen, wie dieses ja bereits durch Helmholtz versucht ist, kann 


‘doch auch der Durehfiihrung dieser Methode fiir die Erklarung der 


Reflexionserscheinungen am offenen Ende einer Réhre kein Hindernis 
entstehen. Das beweist ja allein schon die Helmholtzsche Arbeit. 
Man braucht nur in dem von mir oben dargelegten Gedankengange 
fortzufahren und zu bedenken, daB8 der plétzlichen Anderung der 
Schwingungsamplitude, d. i. der unstetigen Anderung der Energie- 
dichte analog ist die plétzliche Anderung des Potentials in irgend 
einem Feldpunkte. Fiihrt man diese Bedingung in die Feldgleichungen 
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ein, so miissen sich daraus ohne Schwierigkeiten auch fiir Rébren mit 
offenen Enden die entsprechenden Erscheinungen ergeben, welche den 
Schwingungszustand in der Réhre darstellen, wie er durch den Be- 
gtiff der stehenden Welle infolge Superposition zweier Wellenziige 
charakterisiert ist. 

Zu 2. bemerke ich, daB, wie wiederholt betont wurde, meine 
Arbeit alle diese Erscheinungen in einfacher Weise aus der elemen- 
taren Theorie erklart..durch Beriicksichtigung der Absorption der 
Schwingungsenergie beim Ausbreitungsvorgang innerhalb der Réhre 
und der Unvollkommenheit der Reflexion (|r) <1) am Ende der 
Réhre, woriiber auch in meinen vorigen Bemerkungen!) das Not- 
wendige gesagt wurde. 


1) ZS. f. Phys. 6, 141, 1921. 
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Die Storungsrechnung im Dienste der Quantentheorie’). 
I. Eine Methode der Storungsrechnung. 


Von Panl S. Epstein in Pasadena (Kalifornien). 


Mit drei Abbildungen. (Eingegangen am 9. November 1921.) 


§ 1. Einleitung. Die Methode, welche auf den folgenden Seiten 
dargestellt wird, wurde vom Verfasser vor einigen Jahren mit Riick- 
sicht auf die Behandlung des Heliumatoms ausgearbeitet?). Es zeigte 
sich indessen, da8 der Hauptgedanke derselben nicht neu war’) und 
schon einem von Delaunay‘) in der Mondtheorie verwendeten Ver- 
fahren zugrunde gelegen hatte: Wenn auch die Begriffe des_ ;,be- 
dingt periodischen Systems“ und der » Winkelkoordinaten* von De- 
launay nicht benutzt wurden, so Andert die Einfiihrung derselben 
doch nur die formale Seite des Gedankenganges: wir werden das 
Verfahren deshalb im folgenden als die ,Delaunaysche Methode“ 
bezeichnen. Inzwischen wurden auch von anderer Seite Methoden der 
Stdrungsrechnung in die Quantentheorie eingefihrt: J. M. Burgers®) 
lehnte sich dabei an ein von Whittaker herriihrendes Verfahren an, 
wihrend sich N. Bohr®) mit dem Problem der quantentheoretisch 
ausgezeichneten Koordinaten in leicht gestorten Systemen befafite. 
Die von Bohr gegebenen Vorschriften wurden von Kramers’) mit 
groBem Erfolg zur Erklérung des allmahlichen Anwachsens des Stark- 
effektes mit dem elektrischen Felde verwendet. 

Diese Arbeiten machen aber die Mitteilung meiner Modifikation der 
Delaunayschen Methode durchaus nicht iiberfliissig. Vielmehr glaube 
ich, daB sie aus mehreren Griinden Interesse beanspruchen kann: 


1) Das englische Original dieser Abhandlung erscheint in Physical Review. 
2) Hine Darstellung der Methode nebst Anwendungen fiir das Dreikorper- 
problem gab Verfasser schon im Oktober 1917 im Miinchener physikal. Kollo- 
quium. Die Resultate der vorliegenden Abhandlung und der beiden folgenden 


_ wurden von ihm auf der Schweizerischen Naturforscherversammlung 1919 mit- 


geteilt. (Referat: Verh. d. Schweizer. Naturforscher-Ges., 2. Teil, 8. 83, 1920.) 

3) Wertvolle Literaturhinweise verdanke ich einem Briefwechsel mit J. M. 
Burgers im Herbste 1917. 

4) Delaunay, Théorie du mouvement de !a lune (Mémoires de l’Academie 
des Sciences 28, 29). Paris 1860, 1867. 

5) J. M. Burgers, Verslagen Amsterdam 26, 115, 1917. 

6) N. Bohr, Kgl. Danske Vedensk. Selsk., Naturvid. Afd. 8. Raekke, IV, 
1, 1918. 
‘ 7) H. A. Kramers, Kgl. Danske Vidensk. Selsk., Naturvid. Afd., 8. Raekke, 
ILI, 3, 1919. 
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Erstens ist dieses Verfahren dadurch besonders fiir die Quanten- 
theorie geeignet, da man es als sukzessive Annaherung durch 
bedingt periodische Bewegungen auffassen kann. Es wird ein 
Weg angegeben, eine Folge bedingt periodischer Systeme zu finden, 
welche die wirkliche Bewegung immer besser approximieren. Aller- 
dings sind diese Systeme nicht von dem von Staeckel untersuchten 
einfachsten Typus und es entsteht daher die Aufgabe, eine allgemeinere 
Art bedingt periodischer Systeme zu untersuchen (§ 4, 5). Indessen 
lassen sich alle im Staeckelschen Falle giiltigen Saitze auch auf den 
neuen Typus ibertragen, insbesondere besteht die Méglichkeit fort, 
die Bewegung durch Winkelkoordinaten zu beschreiben (§ 6). Die 
Ansitze der Quantentheorie, wie sie vom Verfasser1) fiir bedingt 
periodische Systeme aufgestellt wurden, lassen sich daher ohne weiteres 
auf diejenige Stufe der Approximation, die man als Endstufe wahlt, 
anwenden. 


Zweitens: Auf jeder Annaherungsstufe kénnen zwei wesentlich 
verschiedene Arten der Bewegung eintreten, welche fiir die Art des 
Uberganges zur nichsten Stufe maBgebend sind. Auf diese Alter- 
native wurde sowohl von Delaunay, als auch von Poincaré 2) hin- 
gewiesen, aber, wie es scheint, nicht nachdriicklich genug: wenigstens 
wird diese wichtige Unterscheidung von der bereits erwahnten 
Whittakerschen Modifikation 3) vollstindig ignoriert, weshalb letztere 
das Problem nicht erschépft und in vielen Fallen nicht anwendbar 
ist (§ 9). Wir legen daher besonderen Wert darauf, den physikalischen 
Sinn der durchgefiihrten Transformationen klar zu machen. 


Drittens knipfen die mir bekannten Durchfiihrungen der Stérungs- 
theorie an die Existenz eines kleinen konstanten Parameters an, nach 
welchem man die Stérungsfunktion entwickeln kann. Ein solcher 
Parameter ist jedoch nicht. in allen Problemen der Quantentheorie 
vorhanden. Die Whittakersche Methode ist von dieser Beschrankung 
frei, umfaSt aber, wie schon erwahnt, nur einen der zwei méglichen 
Falle. Der Schwerponkt unserer Ausfiihrungen liegt darin, daB in 
ihnen gezeigt wird, wie man die numerischen Rechnungen im zweiten, 
von der Whittakerschen Theorie nicht umfaBten Fall ohne Benutzung 
eines konstanten Parameters durchfiihren kann (§ 7, 8). 


1) P. S. Epstein, Ann. d. Phys. 50, 815; 51, 168, 1916. ; 

®) H. Poincaré, Les méthodes nouvelles de la mécanique céleste. Vol. II, 
§ 200 u. ff. Paris 1893. 

*) KE. T, Whittaker, Proc. London Math. Soc. 34, 206, 1902; Analytical 
Dynamics, §. 404. Cambrigde 1917. 
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Soweit liegt die Untersuchung auf dem Gebiete der allgemeinen 
Dynamik und wird fiir den Astronomen nur teilweise neu sein. 

Viertens aber eroftnet die Methode interessante quantentheoretische 
Ausblicke, mit denen sich § 10 beschiiftigt. Es zeigt sich, daB die 
Frage der fiir die Quantelung berechtigten Koordinaten durch das. 
Verfahren ganz automatisch gelést wird: man braucht nur von Appro- 
ximation zu Approximation fortzuschreiten, um immer die richtigen 
Variabeln zu finden. Im besonderen Falle, wenn die ungestérte Be- 
wegung periodisch ist, stimmen die nach unserer Methode gefundenen 
Koordinaten genau mit denen iiberein, dic aus den fiir diesen Fall von 
Bohr angegebenen Regeln folgen. Auch fiir einige andere, von 
Bohr betrachtete Falle gibt unser Verfahren sehr dbnliche Resultate. 
Es sind jedoch auch Unterschiede vorhanden, denn Bohr betrachtet 
die Méglichkeit einer exakten Quantelung als Ausnahmefall und er- 
wartet im allgemeinen fiir eine gestdrte Bewegung unbestimmte 
Energiestufen. Dagegen ist vom Standpunkte unserer Theorie die 
exakte Quantelung das Normale, und unbestimmte Werte der Energie 
sind zum wenigsten viel seltencr, als es Bohr annimmt. Die Ent- 
scheidung zwischen den beiden Standpunkten diirfte im Bereich der 
experimentellen Méglichkeiten liegen. 


§2. Aus der Transformationstheorie der Dynamik. Wir 
wollen einige Siatze zusammenstellen, welche wir in dieser und den 
folgenden Mitteilungen brauchen werden. 

Die Differentialgleichungen eines mechanischen Systems von / 
Freiheitsgraden seien in der kanonischen Form gegeben: 


ap 5 eae (pee 3 s.7), (1) 
wo die Hamiltonsche Funktion H (p, qt) vou den Impulsen p;, den 
Lagenkoordinaten qj und der Zeit ¢ abhangt. Durch das Gleichungs- 
system 
pi pi(Py Ps OQ OH 4); (2) 
a O ee a Oy ouoeem 4) 
gehe man 7U den Variablen P;, Qi tiber. Es wird danach gefragt, in 
welchem Falle die Veriinderlichen P;, Q; wieder kanonische Koor- 
dinaten sind. 

Wir werden es im folgenden mit den beiden Sonderfallen zu 
tun haben, da die Funktionen (2) entweder von der Zeit unabhangig 
sind oder die Zeit in Form eines Jinearen Summanden 4; (bzw. B;t) 


enthalten, wo A; und B; Konstanten bedeuten. In diesen Fallen kann 
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das Kriterium dafiir, da’ P,;, Q; kanonische Koordinaten sind, mit 
Hilfe der sogenannten ,Lagrangeschen Parenthesen“ 


f (Op, 0G 0440 Di . 
(a, ) = Se (Fe 0b da “9 (3) 
in der folgenden Weise ‘tela werden: 
’ — 0, 0 fiir y) ~ h, 
((Qir Qn) = (P;, Qn) = | (4) 


NP Bi) = 0, io, je 
(hy:9 a deer 
+ Wir wollen die beiden erwahnten Fille getrennt besprechen. 
1. Eine von der Zeit unabhiingige Transformation: 
pi = Di (Pre Ps Qr--- Ops a 
4 = G4 (Pi--- Pr, 1 --- OQ), 
welche den Bedingungen (4) geniigt, bezeichnet man als , Beriihrungs- 
transformation“1). Die wichtigste Eigenschaft derselben besteht 
darin, daB die Systeme p;, gq; und P;, Q; die gleiche Hamiltonsche 
Funktion besitzen. Die Hamiltonsche Funktion ist gegeniiber 
einer Beriihrungstransformation invariant. Aus der Form der 
Gleichungen (4) erkennen wir ferner, daf dieselben von der jeweiligen 
Hamiltonschen Funktion ganzlich unabhingig sind und durch ge- 
eignete Wahl der Transformationsgleichungen (2') allein befriedigt 
werden kénnen. Diesen bedeutsamen Umstand kénnen wir in der 
Form des folgenden Satzes aussprechen: 
Ks sei ein System von Koordinaten p, g gegeben, welche 
in bezug auf zwei verschiedene Hamiltonsche Funktionen H 
und H* kanonisch sind. Gelingt es, ein zweites Koordinaten- 
system P, Q zu finden, welches in bezug auf H kanonisch ist, 
so ist dasselbe auch in bezug auf H* kanonisch. 
Nach einem bekannten Satz von Jacobi geniigt zur Definition einer 
Berithrungstransformation eine einzige Funktion der Variablen P, und q; 


eS W CP..2Ps Ge <3 9r), (5) 
aus welcher sich die Transformationsgleichungen in der Form 
ow ow 
a= 0 qi” Qi — 0 P; ~ (5') 


ableiten lassen. 
2. Den Fall, daB die Gleichungen (2) die Form annehmen 
Di = vi (Py... Py QQ) +4 t,) 2" 
Gi = i (Pre-s Pr Qi QA) + Bit} | 


1) liber die Theorie der Beriihrungstransformationen Velo 2. Bu ehoas 
Whittaker, Analytical Dynamics, Chapter XI. Cambridge 1917. 
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wo A; und B; Konstanten sind, und den Bedingungen (4) geniigt 
wird, wollen wir als ,Delaunaysche Transformation bezeichnen. 
Der Unterschied vom eben besprochenen Fall besteht darin, da® fiir 
die Hamiltonsche Funktion keine Invarianz besteht; vielmehr sind 
die neuen Variablen in bezug auf eine verinderte Hamiltonsche 
Funktion 


f 
H* — H+ > (A; q. = B; pi) (6) 


kanonisch. Ein Blick auf die Bedingungen (4) lehrt ferner, da® die 
Auswahl der Konstanten A;, B; durch sie nicht eingeschrankt wird. 
In den Anwendungen werden wir es mit dem Fall zu tun haben, dah 
nur die Abhingigkeit der Lagenkoordinaten gq; von der Zeit durch 
die Werte der Konstanten B; (i — 1,2...f) vorgegeben ist. Aus 
der eben gemachten Bemerkung geht hervor, daB die Wahl der 
Groen A; dann ganz in unserer Willkiir liegt. Insbesondere kénnen 
wir diese Kenstanten auch gleich Null setzen, und das fihrt auf die 
folgende einfachste Form der Delaunayschen Transformation 


pc pF (P,P Oi<0. Qh), 
Gi SG Pf; Q1--- Qf) + Bit, 
f 


1 
Unter p?, g* sind nach obigen Funktionen zu verstehen, welche 
fiir sich allein (d. h. bei Nullsetzen von B;) eine Beriihrungstransfor- 
mation ergeben. 
§ 3. Die Delaunaysche Methode. Die Bewegung eines Systems 
sei durch die Hamiltonsche Funktion 


H(p,---pp h---4) 
gegeben. Um die Betrachtungen nicht unnotig zu komplizieren, setzen 
wir konservative Krafte voraus, was das Fehlen der Zeit als expliziten 


Arguments von H zur Folge hat. Wir werden aber in der dritten 
Mitteilung sehen, da$ sie ohne wesentliche. Anderung auf gewisse 


(7) 


_Formen der expliziten Abhiingigkeit von der Zeit iibertragen werden 


kénnen. 

Um die Integration dieses Problems durchzufiihren, benutzen wir 
mit Delaunay (l.¢.) die folgende Approximationsmethode. Wir suchen 
eine bedingt periodische Bewegung mit der Hamiltonschen Funktion 


Hy, (p,-+- Pfs di-+- GY) 80 aus, daB sie der vorgegebenen méglichst nahe 


kommt, und wenn wir die Funktion H in zwei Summanden zerlegen 


H= Hi, = RR, (8) 
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der Rest oder die ,Stérungsfunktion“ R, méglichst klein wird. Die 
Bewegung, welche durch die Funktion H, gegeben ist, wird als ,erste 
intermediare Bewegung“ bezeichnet. 

Eine der charakteristischen Eigenschaften der bedingt periodischen 
Systeme besteht darin, da8 man sie durch sogenannte » W inkel- 
koordinaten“ beschreiben kann1), d.h. man kann mittels einer Be- 
‘riihrungstransformation 

é ) ow) = So aes 
W == Wu,.. 7s eG Be = Ba’ wv; = Fie ( 
ein neues System kanonischer Koordinaten (w;) und Impulse (m) ein- 
fiihren, dem die folgenden Eigentiimlichkeiten zukommen: 

1. Der Zustand des Systems (z. B. die raumlichen Koordinaten 
Pi, Gi) ist eine periodische Funktion der Variablen w,, wWo...we mit 
der Periode 272. 

9. Die Veriinderlichen w; sind lineare Funktionen der Zeit 

Ce —— Qt a 0;. (10) 

Den Koeffizienten 8; bezeichnet man als ,mittlere Bewegung“. 

3. Die Impulse w; sind konstant, und zwar sind es gerade die- 
jenigen Konstanten, welche in der Quantentheorie dem Planckschen 
Wirkungsquantum h proportional gesetzt werden, 

Le Tis (11) 
wo ; ganze Zahlen, die sogenannten ,Quantenzahlen“, bedeuten. 

4. Nach Ausfiihrung der Transformation (9) ist H eine Funktion 
der Impulse uw; allein und von den Variablen w; unabhingig. 

Die Theorie der bedingt periodischen Bewegungen (vgl. auch § 6) 
gibt uns die Regeln, die Transformation (9) fiir die durch die 
Funktion H, definierte intermediire Bewegung aufzustellen. Durch 
Anwendung des in § 2 angegebenen Satzes erkennen wir jedoch, daB 
die durch diese Transformationsgleichungen eingefiihrten Variablen 
sich auch in bezug auf die ganze Hamiltonsche Funktion H als 
kanonisch erweisen. Allerdings geht dann ihr physikalischer Sinn 
verloren: auf das durch H detinierte System bezogen, sind weder die 
Groen w; linear in der Zeit noch die uw; konstant; da aber die Form 
der Abhingigkeit festgehalten wird, so bleiben p; und q;, formal ge- 
nommen, nach wie vor periodische Funktionen der Variablen w;. Falls 
die Stérungsfunktion innerhalb des in Betracht kommenden Variations- 
bereiches in den p; und q; regulir ist, wie wir es voraussetzen wollen, 


1) Vel. z.B. C. G. Charlier, Die Mechanik des Himmels, 1. Bd., 8. 74. 
Leipzig 1902. Auch P. 8. Epstein, Ann. d. Phys. 51, 176, 1916. 
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so wird auch diese eine periodische Funktion der Winkelkoordinaten 
sein, die man in den meisten Fallen nach denselben in eine /f-fache 
Fouriersche Reihe entwickeln kann. Jedenfalls setzen wir im 
folgenden immer eine solche Entwickelbarkeit voraus. Andererseits 
wird der Summand H, der Hamiltonschen Funktion nach wie vor 
lediglich von den GréBen wu; abhaingen: 


i HH, (u; Ugy e+ uf) aa > SS, vee >" Om, mg,» -. mf 5 
1 
Sin (ita 1 + ++ + mp7), ee 
wobei die Koeffizienten b Funktionen der Impulse a, us... up sind. 
Es sei b derjenige der Koeffizienten, welcher den gréSten nume- 
rischen Wert hat. Wir betrachten das System, welches durch die 
Hamiltonsche Funktion 


Hy = Hy, (u,--- up) + (uy, --- up) ri (mw, +--+ mpw,) (18) 


bestimmt ist. Wir werden in § 4, 5 beweisen, daf durch eine solche 
Funktion wiederum eine bedingt periodische Bewegung definiert wird. 
Diese Bewegung kénnen wir als zweite intermediare wahlen, indem 
wir analog zu (8) 

HH = H,(u,w)+ By (u,w) (8') 
setzen, unter R, den Rest der Fourierschen Reihe verstanden. An 
Stelle von u,w sind jetzt die Winkelkoordinaten u',w' der durch (13) 
gegebenen bedingt periodischen Bewegung einzufiihren: H, ist dann 
nur von den GréBen wu’ abhangig, wihrend R, in eine neue, nach den 
Argumenten w' fortschreitende Reihe umzuordnen ist. 

Durch diese Umformung ist das numerisch stirkste Glied der 
Fourierreihe weggeschafft und zum aperiodischen Term geschlagen 
worden. Dasselbe Verfahren, auf das nichststarkste Glied angewendet, 
fiihrt auf die dritte intermediare, bedingt periodische Bewegung 
und schafft auch dieses Glied weg. Auf solche Weise sukzessive vor- 
gehend, kénnen wir die numerisch bedeutenderen Glieder der Fourier- 
reihe eines nach dem anderen (bis auf ihre aperiodischen Bestandteile) 
zum Verschwinden bringen und zu bedingt periodischen Bewegungen 
fortschreiten, welche die vorgegebene immer besser approximieren, 
bis der gewiinschte Genauigkeitsgrad erreicht ist. 

Fiir die Quantentheorie ist dieses Verfahren dadurch besonders 
geeignet, daf es unmittelbar mit derjenigen Funktion operiert, auf 
welche es fiir die Zwecke derselben ankommt. Fiir die quanten- 
theoretischen Anwendungen hat man namlich in der Regel den Aus- 
druck der Energie durch die Quantenzahlen (11) zu bestimmen, und 
das liuft einfach darauf hinaus, die Hamiltonsche Funktion der- 
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jenigen intermediiren Bewegung, mit welcher man das Approximations-— 


verfahren abbricht, durch die Impulse uw; auszudriicken. 

Es bleibt allerdings die Frage offen, ob das skizzierte Verfahren 
konvergent ist. Wir kénnen nur darauf hinweisen, da8B Delaunay 
dasselbe in guter Ubereinstimmung mit der Erfahrung fiir die Mond- 
theorie benutzt hat, und daf die Quantentheorie bei weitem nicht den 
Genauigkeitsgrad anstrebt, welcher von Delaunay und seinen Nach- 
folgern erreicht wurde. Wir gehen auf die Frage, ob die Reihen 
fiir die GréBen H, qi, p;, zu welchen man durch unendliche Fortsetzung 
des Verfahrens gelangt, konvergent sind, noch kurz in § 10 ein. 

§ 4. Erweiterte Theorie bedingt periodischer Be- 
wegungen. Wir gehen nun daran, den Beweis nachzutragen, dah 
die durch Gleichung (13) des § 3 gegebene Hamiltonsche Funktion 
wirklich ein bedingt periodisches System definiert. Wir kénnen uns 
auf den Fall des Kosinus beschranken, da derjenige des Sinus durch 
eine einfache Phasenverschiebung des Arguments aus dem ersteren 
hervorgeht. Als Ausgangspunkt benutzen wir den Energiesatz: 


Hy = Hy, (uy,--. Us) + b (uy,-.- Up) cos (m, w, +--+ + mpwp) = a, (14) 
denn die Hamiltonsche Funktion driickt bekanntlich, sofern sie von 
der Zeit unabhingig ist, die Energie « des Systems aus. 

Zunachst miissen wir Separation der Variablen herbeifiihren und 
erreichen dies durch die einfache Beriihrungstransformation 1): 


; ; OW. >. SOW 
W= wu, (mw, +--+ mw) + Si ujiw;, u ==, wiz, (15) 
2 Ow; OU; 
woraus sich ergibt: 
Uy = MU, Uy = U. + mg H,... Up == Up + mpm; \ a6) 
W, = MW, +++ mew, We = Way... WE = UF. 


Wir fiihren die GréSen uj, w; an Stelle der uw, w; in unsere 
Gleichung (14) ein. 3 
H, == Hy (uj,...up) + d' (ui,... up) cos w, = a (17) 
Nunmehr tritt nur eine einzige Lagenkoordinate in der Energie- 
gleichung auf; die tibrigen Koordinaten gehen in die Hamiltonsche 
Funktion iiberhaupt nicht ein und sind, wie man sagt, ,zyklisch®. 
Dies hat zur Folge, da® die ihnen zugeordneten Impulse (vermége 
der Hamiltonschen Gleichungen «; = —@H/0w;) konstant sind. 
Damit ist die Trennung der Variablen vollzogen: Gleichung (17) 


1) Falls die ganzen Zahlen m,; einen gemeinsamen Teiler haben, sind sie in 
(15) und (16) durch diesen Teiler zu dividieren. 


“sem 
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gibt uns die Beziehung zwischen den beiden Verinderlichen wm, w', 
wahrend die GréBen o, uo,...uz als Konstanten zu betrachten sind. 


Wir wollen nun Gleichung (17) daraufhin untersuchen, ob sie 
eine bedingt periodische Bewegung darstellt. Einige Eigenschaften 
dieses Bewegungstyps haben wir schon in § 3 erwahnt. Das eigentlich 
Charakteristische desselben aber besteht darin, daB die Koordinaten, 
welche die Lage des Systems definieren, entweder von vornherein so 
beschaffen sind, da8 der Zustand des Systems in ihnen periodisch 
ist, wenn sie unbegrenzt wachsen (nach Art eines ebenen Winkels), 
oder daB sie ,Librationen* ausfiihren, d. h. zwischen zwei festen 
Grenzen hin und her pendeln. In dem Sonderfall, daB die Hamilton- 
sche Funktion in den Impulsen quadratisch ist, sind die Bedingungen 
fiir das Zustandekommen solcher Bewegungen und ihre Eigenschaften 
yon Staeckel untersucht worden (vgl. § 3). Insbesondere wurde 
yon Staeckel gezeigt, da®, sofern eine Separation der Variablen 
durchfiihrbar ist, man die Konstanten der Bewegung stets so wahlen 
kann, da® sie die Kennzeichen der bedingten Periodizitét annimmt. 
Wir wollen beweisen, da die Verhiltnisse fiir die durch Gleichung (17) 
gegebene Form der Hamiltonschen Funktion ganz ahnlich liegen. 
Diese Form ist einerseits spezieller als die Staeckelsche, da die 
Abhingigkeit von der Lagenkoordinate w, eime ganz bestimmte ist, 
andererseits aber allgemeiner, da die Form der Funktionen H’ und b' 
offen gelassen wird. 


Zur Vereinfachung der Schreibweise lassen wir im folgenden die 
Striche an den Buchstaben wieder weg. Da uy, uz,..- up nur die 
Rolle von Konstanten spielen, schreiben wir: 


H = H,(m) + 6 (u,) cos wy, = &. (17’) 


Diese Gleichung liefert uns eine funktionelle Beziehung zwischen 
u, und w,, von welcher wir auf Grund des physikalischen Sinnes des 
Problems und der Bedeutung des Symbols u, als eines mechanischen 
Impulses von vornherein das Folgende aussagen kénnen: 1. u, ist eine 


analytische, nicht unendlich vieldeutige Funktion von cosw,. 2. Hier- 


aus folgt, da& wir den ganzen Verlauf von kennen, wenn uns diese 
GroéBe im Intervall 0 << w, < a gegeben ist. Die Werte in den 
Nachbarintervallen — x << w,<.0, uw, < 2m usw. — ergeben 
sich aus den ersteren durch Spiegelung. 3. % ist wenigstens in einem 
Teile des Bereiches von 0 bis a reell. Wir wollen festsetzen, dal 
wu, in der Umgebung von w, = 0 reell ist, was die Allgemeinheit 
unserer Schliisse nicht beeintrachtigt. 


—JT 
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Tragen wir in einem Diagramm w, als Abszisse, “, als Ordinate 
auf, so driickt sich die Neigungstangente in der folgenden Form aus: 


OH 
doy pane 
OU, 


Die Maxima und Minima der Kurve sind also durch die Be- 
dingung 


— = —}b,(u,)sinw, = 0 (18) 
1 


gegeben, die Umkehrpunkte durch 
Oo 0 H, 0b 
as ; == 0, 19 
ou, eee a Og 
Um die Uberlegungen zu vereinfachen, wollen wir voraussetzen, 
daB b(w,) keine Nullstellen besitzt und uw, keine unendlichen Werte 
annimmt, obwohl unsere Folgerungen auch bei Zulassung dieser 


he 
y a) cee +JE —IT 0 FIT 

1) rere ac UN ees 

Fig. 1. Fig. 2. 
Méglichkeiten dieselben blieben. Dann liegen die Maxima und Minima 
der Kurve bei sin w, = 0, d. bh. bei w, = 0 und w, = mz. Vom 
Punkte w, = 0 ausgehend, andert sich der Wert von uw, in monotoner 
Weise, bis die Kurve w, = a erreicht oder zu w, = 0 zuriickkehrt. 


Dabei sind verschiedene Faille méglich: 1. 0H/Ou, hat im reellen 
Intervall 0 << w,< a keine Nullstellen, dann wichst auch die 
w,-Koordinate monoton an (Fig. 1, Kurve I); 2. 0H/Ou, hat in dem 
erwahnten Intervall eine einfache Nullstelle w), dann kehrt die Kurve 
in diesem Punkte um (Kurve II); 3. 0H/0u, besitzt zwei Nullstellen 
(Fig. 2, Kurve II); 4. 6H/du, besitzt drei Nullstellen (Kurve IV) usw. 1), 


1) Wenn wir die Annahme, da& w, in der Umgebung von w, = 0 reell ist, 
fallen lassen , koénnen in den Fallen von einer oder zwei Nullstellen der 
Funktion 0H/0u, noch zwei weitere Kurventypen vorkommen. 


—_— 
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Wir stellen nun die Frage, ob es méglich ist, durch geeignete 
Wahl der Konstanten « die Falle der Kurven I und II zu verwirk- 
lichen. Es ist mir nicht gelungen, die Frage allgemein fiir beliebige 
Funktionen H, und b zu beantworten, aber in jedem speziellen Falle 
ist die Untersuchung leicht durchfiihrbar. 


§ 5. Erweiterte Theorie bedingt periodischer Be- 
wegungen (Fortsetzung). Wir wollen zur Illustration des in § 4 
Gesagten zwei fiir die Probleme der Praxis typische Beispiele be- 
trachten. 


a) Gleichung (17’) sei uns in der Form gegeben: 


1 
ee (a + M2)? 
wobei f# eine Konstante bedeutet. Ein Umkehrpunkt kann nach (19) 
nur auftreten, wenn die Bedingung 
1 
(uw, + Up)? 


~~ : (uw, + uy)? cos w, = &, 


+ B (u, + ug) cos w? = 0 
erfiillt ist. 

Die Elimination von u, + uw, aus diesen beiden Gleichungen gibt 
fiir die Lage des Umkehrpunktes: 


2 ’ 
608 10) ==, — i (20) 


Wir erhalten algo das Resultat: Ist «2 >>| f |, so ist kein Umkehr- 
punkt vorhanden, und die Kurve lauft nach dem Typus I monoton 


yon w, = 0 bis w, = 2. Im Falle a<| B| gibt es einen Umkehr- 


punkt, und zwar zwischen 0 und @ nur einen, denn cosw,’ ist fiir 
jeden Wert von % durch (20) ein deutig bestimmt; es liegt daher 
die geschlossene Kurve des Typus II vor. Die Falle II und IV der 
Fig. 2 lassen sich durch keine Wahl von «@ verwirklichen. 


b) Der Ausdruck der Hamiltonschen Funktion sei 
eae 
2 (u, + Mo)® 
wobei # sehr klein sein und u, auch nur sehr kleine Werte annehmen 
mige. @ bedeutet eine positive Konstante. 

Die Bedingung (19) fiir den Umkehrpunkt lautet: 


H=— — ou, + 2B Vu, cosw, = «, 


1 B 
PE Se MEE COT = 
(a, + Ug)? a Uy : 
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Wir entwickeln beide Gleichungen nach u, und beschranken uns 


auf Glieder erster Ordnung: 
1 0 
Sat (< — ) u, +26 Vu, cosw, = &, 
2u2 Ue . (21) 
(= = o) + fe cos w, = 0. | 
Uy 


Durch Elimination von w, erhalten wir mit der Abkirzung 
2= 1/u; 


j i 1 AY 
cos? w, = — Bp ey (« ~ uz 


Da fiir reelle Werte von w? die Bedingung 0 < cos?w) <1 er- 
fillt sein muB, gelangen wir unter der Voraussetzung $2 > @ zu dem 
Ergebnis: In den Fallen 

1 1 
AROS 8 yt eee 
E ($2 — w) + a und & > Jus 


gibt és keinen Umkehrpunkt. Im gegenteiligen Falle 
1 1 
— a — | B? (8 — 22 
sai > > —[@—0)+ 5] (22) 


ist ein Umkehrpunkt vorhanden. 

Machen wir dagegen die Voraussetzung 8 < @, so miissen wir 
in den Ungleichungen die Zeichen <( und > vertauschen. DaB es 
nicht mehr als einen Umkehrpunkt geben kann, geht aus der 
folgenden Uberlegung hervor: die Annahme uw, = 0 wiirde auf 


i es 


1 : , : 
daz li wenn wir @ nicht gerade diesen 
U3, 


Wert zuschreiben, nicht erfiillt sein. Daher kann Vu, das Vorzeichen 
nicht wechseln, und man kann daher vermége der Gleichung (21) 
cosw; nur ein einziges Vorzeichen beilegen. Die Grenzen, in denen 
u, eingeschlossen sein mu, wenn der Fall der Kurve II vorliegt, 
ergeben sich, sowohl fiir 2 >@ als fiir 2<, zu 


0<m <h (23) 

Die Verhaltnisse der Kurven III und IV sind in unseren beiden 
Beispielen nicht verwirklicht. Uberhaupt scheinen sie zu den selte- 
neren Ausnahmen zu gehéren, denn sie sind dem Verfasser in keinem 
der von ihm untersuchten Falle vorgekommen. Wir kénnen daher 
im folgenden von diesen Méglichkeiten absehen. 

Unser Ergebnis liuft also darauf hinaus, daB in einem gewissen 
Bereich der Werte der Konstanten « der Fall der Kurve I vor- 
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liegt, fiir die iibrigen Werte der Fall der Kurve II. Im ersten Fall 
wachst die Variable w, unbegrenzt, denn nach den kanonischen 
Gleichungen kann die Geschwindigkeit w, nur bei Erfiillung der Be- 
dingung 0H/céu, — 0 ihr Vorzeichen wechseln, die wir hier ausge- 
schlossen haben. Der Impuls uw, ist dann eine periodische Funktion 
der Koordinate w,, die wir durch eine Fourierreihe darstellen kénnen 


U, = % + ¢,cosw, +¢,cos2w, +-:-- (24) 


Wir bezeichnen diesen Fall als den ,periodischen“. 

Im zweiten Fall variiert w, zwischen zwei festen Grenzen, oder 
fiihrt, nach einer Bezeichnung von Charlier, ,,Librationsbewegungen“ 
aus. Wir nennen daher dieses Verhalten den ,Fall der Libration“. 
Das analytische Verhalten des Impulses im Falle der Libration tiber- 
sieht man am besten, wenn man die Abhingigkeit desselben von w, 
ins komplexe fortsetzt und den Verlauf der Funktion 1 in der kom- 
plexen w,-Ebene untersucht (Fig. 3). Im Bereich der reellen Achse 


zwischen den Punkten w, = —w/? und w, = w) hat u,, wie man 
5, Az : 
Fig. 3. 


aus der Kurve II (Fig. 1) erkennt, zwei reelle Werte. In der Um- 
gebung der Umkehrpunkte (wu), w/) und (u;; —w)) kann man die 
Kurve II, da hier die Beriihrung mit der Vertikalen, nach Voraus- 
setzung, eine einfache ist, durch die beiden Parabeln approximieren 


uy, —uo = cYw,—w? bzw. %— igre Yu, + w), 
d.h. die Funktion «, der komplexen Variablen w, besitzt im Inter- 
valle der reellen Achse —x< w,< + awei Verzweigungspunkte 


w, = w? und w, = —w) mit den Exponenten 1/2, so daf man die 


Gesamtheit der Werte dieser Funktion mittels einer zweiblattrigen 
Riemannschen Fliche darstellen kann. Verbindet man in der 
iiblichen Weise die Verzweigungspunkte durch einen geradlinigen 
Schnitt, so nimmt die Funktion w, auf dem unteren Ufer des Schnittes 
eine Serie von reellen Werten an, auf dem oberen eine andere Reihe 
reeller Werte, die sich in-den Verzweigangspunkten stetig der ersteren 
anschlieS8t. Wir kénnen dann die Anderung der Variablen w, vom 
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Werte —w) bis + w) und wieder zuriick als eine Umkreisung 
des Verzweigungsschnittes auffassen. 

Zusammenfassend kénnen wir sagen: Je nach dem Wert, den 
wir den Konstanten « beilegen, sind zwei Falle zu unterscheiden. 
Im ersten wichst w, unbegrenzt, und u, ist eine periodische Funktion 
von w, mit der Periode 2” (Fall der Periodizitat). Im zweiten 
pendelt w, monoton von der Grenze —w) zur Grenze + w) und 
wieder zuriick, und der analytische Charakter von wu, kann in der 
komplexen w,-Ebene mit Hilfe einer zweiblattrigen Riemannschen 
Fliche dargestellt werden (Fall der Libration). Die Verhiltnisse 
stimmen also mit denen tiberein, welche Staeckel fiir die besondere, 
von ihm untersuchte Form der kinetischen Energie gefunden hat, 
und es ist daher berechtigt, auch die durch die Hamilton- | 
sche Funktion (17’) bzw. (13) definierten Systeme als be- 
dingt periodisch zu bezeichnen. 

Durch die obigen Uberlegungen haben wir iiber das Verhalten 
der Variablen w, Klarheit gewonnen. Wir wollen aber noch einige 
Worte iiber die zyklischen Variablen w,, wz... we sagen. Im gewébn- 
lichen Fall einer in den Impulsen quadratischen Hamiltonschen 
Funktion kénnen die zyklischen Koordinaten nur monoton anwachsen. 
Dagegeh liegen in unserem Fall die Verhaltnisse komplizierter, und 
es empfiehlt sich zu deren Klarlegung von der Jacobischen Wir- 
kungsfunktion auszugehen, welche hier die Form gewinnt 


Ws fu Awy + Uy Wy +--+ + upwy. (25) 
Die Bewegungsgleichungen lauten dann bekanntlich 
Ow 


S| 


Sule F CREP Rein 
wo die Symbole w; neue Konstanten bedeuten; oder nach (25) 
Wi Be —- — | Ftaw, dw 
OU; 
Im ersten, periodischen Fall, wenn der Ausdruck (24) fiir w, 
gilt, ergibt dies 
Cl OC. 1 0c, 
pps Se a Bus 
Der erste Term der rechten Seite wachst monoton und unbe- 
grenzt. Diesem einseitigen Wachsen iiberlagert sich eine periodische 
Anderung von dem Rythmus der Variabeln W,, 80 daB dw;/dw, fiir 
verschiedene Werte von w, verschiedene Vorzeichen haben kann und — 
die Anderung von w; nur im Mittel einseitig ist. Im besonderen 
Falle, wenn ¢) von u; unabhingig ist (¢¢o/0u; = 0), verschwindet dic 


Wi Ws ? sin 2w,.. 
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mittlere Anderung von w;, d.h. wir haben ein Schwanken zwischen 
zwei festen Grenzen: eine Libration. Die Periode dieser Libration 
geht mit der Variablen w, synchron, woraus wir schliefen kénnen, 
daS dieser Fall nur in sogenannten ,entarteten“ Systemen eintritt. 

Nicht viel anders gestalten sich die Verhiltnisse im zweiten 
Fall, in welchem w, eine Librationsbewegung ausfiihrt. Man kann 
dann w,, und folglich auch 6u,/Ou;, in einen regularen Summanden, 
welcher auf beiden Ufern des Verzweigungsschnittes der Fig. 3 den 
gleichen Wert besitzt, und einen verzweigten Summanden, bei dem 
die Vorzeichen auf beiden Ufern entgegengesetzt sind, zerlegen. Der 
Beitrag des zweiten Summanden zum Integral ist stets positiv, wahrend 
derjenige des ersten periodisch ist und synchron mit w, das Vor- 
zeichen wechselt. Librationsbewegungen haben wir dann, wenn der 
verzweigte Summand von 4 unabhingig ist. Auch hier bleibt diese 
Méglichkeit auf Falle der Entartung beschrankt. 

Es ist bekannt, da entartete Systeme sich immer auf nicht 
entartete von einer geringeren Anzahl von Freiheitsgraden reduzieren 
lassen1). Wir denken uns diese Reduktion ausgefiihrt und dirfen 
dann von der Méglichkeit der Libration bei den zyklischen Koordi- 
naten absehen. Dann kénnen wir zusammenfassend feststellen, daf 
diese Variablen zwar nicht immer monoton wachsen, aber da8 ihre 
eventuellen Schwankungen einen regelmaBig rythmischen Charakter 
tragen, so da8 ihr Verhalten mit der Bezeichnung ,,bedingt periodische 
Systeme“ im Einklang steht. 

§ 6. Einfiihrung der Winkelkoordinaten. Als eine der 
Haupteigenschaften bedingt periodischer Systeme haben wir die 
Miglichkeit bezeichnet, sie durch Winkelkoordinaten zu beschreiben. 
Wir wollen jetzt zeigen, da% man in unserem allgemeineren Fall die 
Winkelkoordinaten und die ihnen zugeordneten Impulse in genau der- 
selben Weise finden kann wie in dem von Staeckel untersuchten. 
Ferner werden wir beweisen, daB simtliche in § 2 aufgezéhlten Higen- 
schaften dieser Koordinaten auch hier giiltig bleiben. Um die Asym- 
metrie zu vermeiden, die daraus flieBt, dah der Impuls «, variabel, 


‘die iibrigen Impulse u2, Ug, .-- Uf konstant sind, wollen wir den allge- 


meinen Fall betrachten und Koordinaten und Impulse mit q,--- 4f5 

Dy ++ Pf die Integrationskonstanten mit 0,,... %¢ bezeichnen, wobei 

ow, die Energie bedeuten mége. Wie im Staeckelschen Falle gehen 
wir von der Wirkungsfunktion mit separierten Variablen aus: 

f , 

Wa s+ Of Ory ++ cf) = Sy [o (Gi3 %, +++ Op) d diy (26) 


J 


1) Vgl. P. S. Epstein, l.c., 8. 179. 


226 Paul 8S. Epstein, 


mit deren Hilfe sich die Bewegungsgleichungen des Systems nach 
der Jacobischen Integrationsmethode in der folgenden Form aus- 
driicken 


oW f (Ov: 
tt Cae — S| 5 

2 Ra Opi, 3 
n= Fo, = Sl om ee 


1 


(26’) 


wenn B; (¢ = 1, 2, ... f) weitere Konstanten bedeuten. 

Fiir das Verhalten jeder einzelnen Variablen gq; hatten wir in § 5 
zwei verschiedene Méglichkeiten gefunden: entweder ist der Zustand 
des Systems in denselben periodisch mit der Periode 2 (d. h. ihr 
physikalischer Variabilitatsbereich betragt 22), oder aber die Variable 
fiihrt eine Libratation aus, wobei der zugehérige Impuls p; eine in 
bestimmter Weise (Fig. 3) verzweigte Funktion von q; ist. Im letzteren 
Falle tragen offenbar auch die Ableitungen 0p; /0o;, denselben Ver- 
zweigungscharakter. Daher dndert sich das Integral 


Ov; 
se Se |) EG ese 1,2, ef), 2 
sa [oe q ( ’ ) (27) 


wahrend q; einen Umlauf ausfiihrt und zum Anfangswert zuriickkehrt 
bzw. um 27 wichst, um den ,Periodizitatsmodul* 


- O Di 
on = PoP ag (28) 


Der durch den Kreis am Integralzeichen angedeutete Integrations- 
weg ist im Falle des verzweigten Integranden (Libration) eine be- 
liebige Umkreisung des Verzweigungsschnittes (Fig. 3) in der kom- 
plexen gi-Ebene, welche jedoch so zu fiihren ist, daB sie keine weiteren 
Singularitaten des Integranden einschlicBt. Im Falle des unbegrenzten 
Anwachsens von q; ist es der reelle Integrationsweg von Null bis 22. 

Kehrt man dagegen die Gleichung (27) um, und betrachtet die 
Variable gq; als Funktion von s;,, so ist g; eine periodische 
Funktion dieser GréBe von der Periode @;,1). Diese Art der Ab- 
hingigkeit macht es méglich, in der durch Weierstrass angegebenen 
Weise neue Variable durch die Beziehungen 


OW as pe | 

Fey a = — t 00; - 

0; t t By Ines 0071 Wi, { 
ow We: . (29) 
a= ag Syonm | | 


1) Nach einem Weierstrassschen Satz (Monatsber. der Berl, Akademie 
1866), der bereits von Staeckel benutzt wurde. 
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so einzufiihren, daS der Zustand des Systems in denselben periodisch 


von der Periode 2% wird!). Das sind die gesuchten Winkelkoordi- 
dinaten, welche, wie man aus den Gleichungen (29) sieht, auch in 
diesem Falle lineare Funktionen der Zeit sind. 

Auch die den Winkelkoordinaten kanonisch konjugierten Impulse 
driicken sich ebenso aus wie im Staeckelschen Falle. Vom Ver- 
fasser wurde namlich bewiesen (I. ¢.), daB sie dort durch die Ausdriicke 


1 : : 
w= og f das @ = 1, 2... f) (oa) 


gegeben sind, wobei das Integrationssymbol dieselbe Bedeutung hat 
wie in Formel (28). Diese Gleichungen lassen sich als f simultane 
Beziehungen zwischen den Konstanten o,, %, ... %, von denen ja 
die Impulse abhangen, auffassen, die man nach diesen Konstanten 
auflésen kann. Das liefert 


ag = 4; (U5 Ug, +++ ur), (i = ile se see rs (31) 
wobei der erste dieser Ausdriicke (¢ = 1), wie wir gleich sehen 
werden, die Hamiltonsche Funktion ausdriickt. 

Wir multiplizieren nun die Gleichungen des Systems (29) bzw. 
mit Qo,/O0u, und addieren alle diese Gleichungen 


SOWiie, 1. toe 
od, rn Ope et aa 4 


1 


Den Integrationsweg der Formeln (28) und (30) kann man als 
fest und von den Konstanten #; unabhangig auffassen, woraus man 
OU; 


Oe —— 2 
ie Oo, 


folgert. Die zweite Summe der rechten Seite von (32) schreibt sich 


f Ou; Oop we OU; 
eee tik. oth 


reduziert: 


daher , wahrend sich die linke Seite auf 0W/0u, 


ow f OU ; 
ae = Saeye: (32") 

Die GréBen u,; sind unabhangig, deshalb verschwinden alle Ab- 
leitungen du;/Ou, mit Ausnahme des Falles i =k, in welchem die 
Ableitung gleich 1 wird. Von der Summe rechts bleibt also das 
einzige Glied w, tibrig. Wir kénnen daher den folgenden Schlub 
ziehen: Wenn man im Ausdruck (26) der Hamiltonschen 
Funktion die Konstanten «; mit Hilfe der Beziehungen (31) 


1) Die Uberlegungen sind dieselben wie im Staeckelschen Fall. 
Zeitschrift fir Physik. Bd. VIII. 17 
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durch die neuen Konstanten wu; ersetzt, so gelten die Re- 
lationen 
W = Wages 07, Oa: “| 
__ ow ow (33) 
Li @qi’ WwW; = Bui < | 
Nach § 2 sind diese Gleichungen der analytische Ausdruck einer 
Beriihrungstransformation, welche den Ubergang von den Koordi- 
naten p;, gq; zu den Koordinaten u;, w; vermittelt. Es geht daraus 
hervor, daB die letzteren Variablen kanonische Koordinaten des 
Problems sind. Wir haben bereits darauf hingewiesen, dai die Koor- 
dinaten w; lineare Funktionen der Zeit und da8 die Impulse u; Kon- 
stanten sind. Die erste der Beziehungen (31) zeigt uns schlieBlich, 
da8 die Energie «, sich nur durch die Impulse uw; ausdriickt und von 
den Variablen w; unabhingig ist. 


Pasadena, California Institute of Technology, September 1921. 
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Experimentelle Prufung einiger Theorien 
des naturlichen Drehungsvermégens optisch aktiver 
Losungen. 
Von Paul Wetterfors in Stockholm. 


Mit drei Abbildungen. (EKingegangen am 6. Dezember 1921.) 


Wie bekannt, ergibt die Drudesche Theorie der Drehung der 
Polarisationsebene, da die spezifische Drehung sowohl von der Kon- 
zentration der Lésung als auch von der Natur des Lésungsmittels 
unabhangig sei. 

Diese Theorie steht aber im Widerspruch mit der Erfahrung, 
nach welcher die spezifische Drehung aller aktiven Substanzen von 
obigen Faktoren abhingig ist. 

Diese Faktoren sind indessen in den Ausdriicken enthalten, zu 
welchen die Lorentz-Livenssche Theorie fiihrt'). Diese beriick- 


‘sichtigt auch die Polarisation P des Mediums, welche dadurch ent- 


steht, da die elektrisch geladenen Partikeln in den Molekiilen unter 
Einwirkung der duSeren Kraft £ aus ihren Gleichgewichtslagen ver- 
schoben werden. Wenn diese Verschiebung mit s bezeichnet wird, 
so ist P darch P = es definiert, wo e die Ladung der Partikeln 
und & sich iiber die Elektronen innerhalb eines ,physikalisch un- 
endlich kleinen* Volumelementes 4v erstreckt. 

Dieser Polarisation zufolge werden auch die Molekiile der nachsten 
Umgebung auf die Elektronen einwirken, und zwar mit einer Kraft, 
welche nach Lorentz gleich ¢.a.P ist, wo a fiir jeden Korper einen 
konstanten Wert hat. 

In einem Medium, welches die Polarisationsebene drehen kann, 
werden die Elektronen auch von der Kraft, welche von der asym- 
metrischen Struktur der Molekiile herriihrt, beeinfluSt. 

Diese Kraft setzt Lorentz in der Form b.RotF an, wo b eine 


fiir die Substanz charakteristische Konstante ist, unabhangig von der 


Konzentration und der Wellenlinge. Die Konstante bringt den Grad 
der Wirkung zum Ausdruck, welcher von der asymmetrischen Struktur 
der Molekiile verursacht wird. 


1) H. A. Lorentz, Versuch einer Theorie der elektr. u- opt. Erscheinungen. 
Leipzig 1906; The theory of electrons. Leipzig 1909. G. H. Livens, Phil. Mag. 
25, 817, 1913; 26, 362, 535, 1913; 27, 468, 994, 1914; 28, 756, 1914. Phys. ZS, 


15, 385, 1914. 
ett 
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Nach Lorentz ist somit die resultierende Kraft F welche die 
Bewegung des Elektrons in einem optisch aktiven Medium bestimmt, 
gleich 
F F = e(E+a.P+bd.RotP). 

Livens, der eine eingehende Darstellung der Theorie geliefert hat, 
findet fiir die spezifische Drehung [8] folgenden Ausdruck: 


(a) = "Fm 1) (m—14 2), 


wo v die Frequenz des passierenden Lichtes und m der Brechungs- 
index der Lésung ist; r bezeichnet eine Konstante, welche von der 
aktiven Substanz und von der Frequenz p abhangig ist. 

Die Theorie kann jedoch, ebensowenig wie die Drudesche, er- 
klaren, warum die Drehung mit der Asymmetrie des Molekiils ver- 
kniipft ist. Dieses Problem ist von Born1), Oseen?), Gray) und 
Landé‘) behandelt worden. 

Die verschiedenen Darstellungen stimmen darin iiberein, daf 
Molekiile mit unsymmetrisch gelegenen Resonatoren betrachtet werden, 
und daB diese Resonatoren gekoppelt sein sollen, sei es durch lauter 
elektrostatische, sei es in gewissem Grade auch durch andere konser- 
vative Krafte. Der Abstand zwischen gegenseitig gekoppelten Partikeln 
wird als klein vorausgesetzt, darf aber im Verhiltnis zur Wellenlange 
des einfallenden Lichtes nicht vernachlassigt werden. Die Resonatoren 
wirken also aufeinander in ungleichen Schwingungsphasen. 

Im allgemeinen ergeben sich so verwickelte Beziehungen zwischen 
Drehung und Molekiilstruktur, daB eine Schaitzung der GréSenordnung 
des zu erwartenden Effektes nicht mdéglich ist. 

Betreffs der Drehung von Flissigkeitsgemischen ist indessen 
ein quantitatives Gesetz von Oseen in seiner oben angefiihrten 
Arbeit abgeleitet worden. Nach ihm miBte fiir eine aktive Substanz, 
in einer inaktiven Flissigkeit gelést, folgender Zusammenhang bestehen: 


[2]: 2 (m2 ye = const, 
wo [9] die spezifische Drehung S58 ba ee 


Hierbei wird vorausgesetzt, ‘dab kein. Teil der. aktiven, Molekiile 


in der Flissigkeit miteinander oder mit den nichtaktiven Molekiilen 
zu gré8eren Komplexen zusammentritt. — 


1) M. Born, Phys. ZS, 16, 251, 1915; Ann. d. ‘Phys. 56, eA 1918. 
*) CO. W. Oseen, Ann. -d. Phys. 48} e 1915. 

3) F. Gray, Piya Rev. (2) 7, 472, ‘1916. ; ut 

*) A. Landé, Ann. d. Phys. 56, 225, 1918; Phys. ZS. 19, 500, 1918. 
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Wie aus dem Vorhergehenden ersichtlich ist, fiihren sowohl die 
Theorie von Lorentz-Lorenz als auch die von Oseen zu Ausdriicken 
fiir den Zusammenhang zwischen der spezifischen Drehung und dem 
Brechungsindex, welche durch den Versuch gepriift werden kénnen. 

Die bisherigen experimentellen Untersuchungen, welche eine 
Priifung der Theorien beziiglich dieses Zusammenhanges erméglichen, 
sind nur mit Natriumlicht ausgefiihrt worden. 

Von Golse?) liegen Beobachtungen vor iiber Drehung und 
Brechungsindex bei Campher in Benzol, Alkoholen und aliphatischen 
Sauren gelést. Peacock2), der zur Prifung der Livensschen 
Formel eine Reihe von Messungen ausgefiihrt hat — auch die fiir 
Natriumlicht —, fand dabei, daB8 die Konstante a (siehe S. 229) stets 
negativ ist und zu ihrer GréBe sowohl von der aktiven Substanz als 
auch von dem Lésungsmittel abhangig ist. 

Messungen iiber die spezifische Drehung und den Brechungsindex 
aktiver Lésungen fiir verschiedene Wellenlangen sind dagegen nicht 
ausgefiihrt worden. Da eine solche Erweiterung des Beobachtungs- 
materials zwecks Priifung der oben erwahnten Theorien wiinschenswert 
erschien, habe ich eine Untersuchung ausgefiihrt, welche Messungen 
der natiirlichen Drehungsdispersion in verschiedenen Lésungsmitteln 
und in Lésungen verschiedener Konzentrationen sowie auch Brechungs- 
indizes bei denselben Konzentrationen und Wellenlangen umfaSt. 

Zur Priifung wurden Campher und &-Monobromecampher 
verwendet, welche vor ihrer Benutzung umkristallisiert und getrocknet 
wurden. Beide Substanzen waren rechtsdrehend; die Lésungsmittel 
bildeten Aceton, Benzol und Toluol, fiir Campher auSerdem 
Athylalkohol und Propylalkohol. Die Fliissigkeiten wurden durch 
Destillation (die Alkohole iiber Kalk) gereinigt. 

Versuchsanordnung. Die Drehung der Polarisationsebene 
wurde mit einem Lippichschen Halbschattenpolarimeter®) mit zwei- 
teiligem Gesichtsfelde — von Leybolds Nachfolger, Kéln bezogen — 
bestimmt. 

Um die Temperatur einer Lésung wahrend der Messungen kon- 


‘stant halten zu kénnen, wurde das Rohr, in welches die Lésung ein- 


wr 


eo oe er 


gefiillt worden war, von einem mit Wasser gefiillten GefaiBe als 


Mantel umgeben. 
Die Rohre, von denen mehrere von verschiedener Lange an- 


gewandt wurden, waren mit Ansatzrohren versehen, durch welche ein 


1) J. M. J. Golse, Thése. Bordeaux 1911. 
2) Dp. A. Peacock, Journ. chem, soc. 105, 2782, 1914; 107, 1547, 1915. 
3) F. Lippich, ZS. f. Instrkde. 2, 167, 1882. 
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Thermometer in die Lisung eingefiihrt werden konnte. Durch Variieren 
der Temperatur des Wassers (Temperaturgebiet: Zimmertemperatur 
bis zu etwa 6° abwarts) konnte auch diejenige der Lésung erniedrigt 
werden. Aus Messungen iiber die Drehung bei verschiedenen Tem- 
peraturen wurde sodann die Abhangigkeit der Drehung von der 
Temperatur bestimmt, was notwendig war, um die Beobachtungen auf 
dieselbe Temperatur reduzieren zu kénnen. 


Die Drehung der Polarisationsebene wurde fiir folgende Wellen- 
lingen bestimmt: die Na-Linie 4 = 589 mu, die beiden Quecksilber- 
linien 4 = 546myp und 2 = 436 mw sowie auch fiir 4 = 710 mu. 

Das Natriumlicht, welches von einem Landoltschen Natrium- 
brenner erhalten wurde, passierte eine 1,5 em dicke Schicht einer 
6 proz. Kaliumbichromatlésung in Wasser 1). 


- Die beiden Quecksilberlinien wurden mittels einer Lummerschen 
Quecksilberlampe?) erhalten. Das Licht der Lampe passierte Farben- 
filter, deren Konzentrationen so abgeglichen wurden, da8 bei spektro- 
skopischer Priifung nur die eine der beiden Linien und keine anderen 
zu sehen war. Vermittelst einer besonderen Untersuchung, wurde 
kontrolliert, da das durchgegangene Licht monochromatisch war, 
Die hierbei angewandte Methode beruhte auf den Messungen von 
Siertsema’) iiber die elektromagnetische Drehung des Wassers fiir 
verschiedene Wellenlingen, welche wiederum eine Berechnung der 
letzteren erméglichen, wenn die erstere beobachtet wird. 


Die Drehung im roten Spektralgebiete wurde mittels einer Nernst- 
lampe bestimmt, deren Licht nacheinander zwei Glasfilter passierte. 
Nach dem Durchgang durch die Filter blieb ein schmales Spektral- 
band tbrig, welches am stirksten zwischen 700 und 720 my war. 
Da die Drehung im roten Teile des Spektrums sich nur langsam mit 
der Wellenlinge andert, wurde als Schwerpunkt des durchgegangenen 
Lichtes 4 = 710 mu angenommen. 


Der Prozentgehalt p einer Lésung — bei deren Herstellung 
MeSkolben von 25 oder 30 cm? angewandt wurden — wurde durch 
Wagung des aktiven Korpers und der Lisung bestimmt. Das spe- 
zifische Gewicht, welches zur Berechnung der Konzentration ¢ 
bekannt sein mu, wurde mittels eines Sprengelschen Pyknometers 
zu etwa 15 cm? ermittelt. 


1) A. Landolt, Das optische Drehungsvermigen. 2. Aufi. (Braunschweig 
1898), S. 364. 


2) O. Lummer, ZS. f. Instrkde, 21, 201, 1901, 
3) L. H. Siertsema, Arch. Néerl. (2) 6, 825, 1901. 


de dalled Luis 
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Die Brechungsindizes der Lésungen warden fiir oben erwihnte 
Wellenlingen nach der Methode der Minimalablenkung bestimmt, wo- 
bei der doppelte Ablenkungswinkel gemessen wurde. 


Das angewandte Prisma war ein Steinheilsches Lochprisma, 
dessen brechender Winkel 60° betrug. 

Das benutzte Spektrometer war von Schmidt u. Haensch in 
Berlin geliefert und konnte auf 10” genau abgelesen werden. 

Der Brechungsindex der Lésungen war von der Temperatur stark 
abhingig, deshalb war es nétig, sowohl die Temperatur genau zu 
messen, als auch den Temperaturkoeffizienten der Brechungsindizes 
der Lésungen zu bestimmen. 

Das Prisma war mit einer Durchbohrung versehen, durch welche 
ein Thermometer in Zehntelgrade geteilt in die Lésung eingefiihrt 
wurde. Der Temperaturkoeffizient wurde aus Messungen des Brechungs- 
indexes bei zwei Temperaturen berechnet, von welchen die eine einige 
Grade iiber, die andere unterhalb der Zimmertemperatur lag. 

Beobachtungen. Wie vorher erwahnt, beziehen sich die 
Messungen auf Campherlésungen in Athyl- und Propylalkohol, Benzol, 
Toluol und Aceton, ferner auf Bromeampherlisungen in Benzol, Toluol 
und Aceton. 

Da es zu viel Platz beanspruchen wiirde, simtliches Beobachtungs- 
material hier wiederzugeben, so soll nur ein Auszug abgedruckt werden. 
In der folgenden Tabelle sind als Beispiel die Resultate mitgeteilt, 
welche fiir Bromcampherlésungen in Aceton erhalten wurden. 

Hier bedeutet ¢ die Konzentration, d. h. die Anzahl Gramm 
aktiven Stoffes in 100 cm? Lésung. Sie ist mittels der Formel c= p.d 
berechnet, wo p die Gewichtsprozente aktiver Substanz und d die 
Dichte der Lisung bedeuten. Die §2-Spalte gibt die Mittelwerte der 
beobachteten Drehung wieder. Diese Werte sind unter Anwendung 
des Temperaturkoeffizienten der Drehung auf dieselbe Temperatur 
reduziert. In der [8]-Spalte sind die Werte der spezifischen Drehung, 


, durch [8] = eee definiert, wiedergegeben; J bedeutet die Linge 
Gs 
2 
des Rohbres in Dezimeter. Die Spalten n?—1 und s i enthalten 


‘die Werte der Ausdriicke, welche eine Berechnung der Konstante a 


in der Lorentz-Livensschen Theorie erméglichen — naheres hiertiber 
auf S.236. In der letzten Spalte sind die Werte des Ausdruckes 
[2]: (n?2 + 2)? angegeben, welcher nach der Oseenschen Theorie fir 
konstante Wellenlinge von der Konzentration unabhingig sein soll. 
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Tabelle 1. Bromcampher in Aceton (¢ = gies 

¢ P i 

10,02 11,99 0,8357 | Le 

20,00 22,80 0,8773 | L, 

30,01 32,66 0,9191 | Ly 

39,97 41,61 0,9606 | Ly, 

49,98 49,89 1,0017 Ly 

Et 
: | [9] [2) 
| — = eee a 
c Q n [2] Sore | 1 | +22 
| | mer 
10,02 19,82° | 1,3682 87,569 0,8720 100,42 5,840 = 
20,00 26,30 | 1,3798 88,01 0,9039 | 97,37 5,775 be 
30,01 60,19 | 1,3914 88,74 0,9360 | 94,81 || 5,728 a 
39,97 | -58,35 | 1,40380 89,33 0,9684 | 92,24 || 5,672 | 
49,98 67,22 | 1,4146 90,01 | 1,0011 | 89,94 5,623 Be 
10,02 31,94 | 1,8715 || 141,10 0,8811 160,14 9,367 = 
20,00 42,49 | 1,83832 || 142,19 0.9183 155,69 9,284 ie 
30,01 97,11 | 1,3949 || 143,20 0,9457 | 151,39 9,196 w 
39,97 86,18 | 1,4066 || 144,30 0,9785 | 147,47 9,116 rl 
49,98 | 108,50 | 1,4182 || 145,29 || 1,0113 | 143,67 9,029 = 
10,02 39,26 | 1,3732 || 173,44 0,8856 195,84 11,488 = 
20,00 52,25 | 1,3850 || 174,85 0,9182 190,42 11,389 So 
30,01 | 119,50 | 1,8968 |; 176,18 0,9510 | 185,26 11,286 = 
39,97 | 106,03 | 1,4085 || 177,53 0,9839 | 180,44 11,186 \ 
46,98 | 133,58 | 1,4202 ||. 178,88 1,0170 | 175,89 11,085 be 
. | 

10,02 80,10 | 1,8804 |} 353,86 0,9055 390,79 23,199 = 
20,00 | 106,80 | 1,3924 || 357,39 0,9387 | 380,72 23,033 a 
30,01 | 244,85 | 1,4045 || 360,99 0,9725 , 371,19 22,875 = 
39,97 | 217,75 | 1,4165 || 364,59 1,0065 | 362,24 22,713 | 
49,98 | 274,80 | 1,4284 || 367,98 1,0403 853,73 22,543 Je 


Die Langen der Rohre waren: LZ, = 1,4942 dm, LZ, = 2,2597 dm. 
Die Abhangigkeit der Drehung von der Temperatur geht aus 


der folgenden Tabelle 2 hervor. 


Dort sind die berechneten Werte 
der spezifischen Drehung [2] bei den Konzentrationen c = 30,08 


Tabelle 2. 

re En ee Be 

A = 589 mu A = 546 mu A = 436 mu 

+ | o | tone (eo: Tue | a oes 
¢= 30,08 . {|] 18,0° | 64,739| 144,00! 18,0) 79,519] 176,99| 18,00 168j00° 362,79 
t = 180°C | 12,3 | 65,17 |144,0 | 12,4 | 80,00 | 176,8 || 13,0 |163,61 | 361,8 
e = 8074 - {| 17,7 | 86,11 | 145,0 | 17,7 |106,00 | 178,5 |) 17,7 |217,38 | 366,1 
= 17,79 | 11,1 | 86,70 |144,9 || 11,5 |106,68 | 178,3 | 11,6 |218,55 | 365,5 


+ cee Li 
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und c = 39,74 fiir zwei verschiedene Temperaturen angegeben. Bei 
diesen Berechnungen ist fiir die Anderung des spezifischen Gewichtes 
As 
At 
gelegt. Die Messungen wurden mit dem Rohre L, ausgefiihrt. 

Fiir die Umrechnung der Brechungsindizes auf gleiche Temperatur 
sind die folgenden Temperaturkoeffizienten angewandt worden: 


mit der Temperatur der beobachtete Wert = —0,0011 zugrunde 


Tabelle 3. 
an 104 fii a 10 = 
7i iir | Ci F30 ec = 40 
Als DSO mine. 5,6 5,0 4,7 
y ae EY eS a 5,8 5,2 4,9 


Fiir Lésungen von Bromeampher in Aceton 148 sich die Anderung 
der spezifischen Drehung mit der Konzentration bei verschiedenen 
Wellenlingen durch folgende Formeln darstellen: 


[2] = 86,87 + 0,0625¢, 


A= 710 mu 

[Q] = 140,08 + 0,1043 ¢, 
4 = 589 mu 

[Q] = 172,01 + 0,1389 ¢, 
2 = 546 mu 

[Q] = 350,25 + 0,3561«. 
A = 436 mu 


Allgemeine Ergebnisse und Prifung der Theorien von 
Lorentz-Livens und von Oseen. Aus den Messungen iiber die 
Einwirkung der Temperatur auf die Drehung 8 geht hervor, dab 
diese im allgemeinen mit der Temperatur ansteigt. Da die Kon- 
zentration einer Lisung mit héherer Temperatur abnimmt, ist also 
die spezifische Drehung [82] bei héherer Temperatur gréBer. Eine 
Ausnahme bilden jedoch, wie aus S. 234 ersichtlich ist, Bromecampher- 
lésungen in Aceton, bei denen die Drehung £4 mit steigender Tem- 
peratur abnimmt. Die spezifische Drehung [8] ist jedoch, wie die 
Berechnungen zeigen, von der Temperatur unabhangig. 

Die Drehungsdispersion — durch das Verhalten [ $2]: [$2 ]seo 
definiert, wo [], die spezifische Drehung bei der Wellenlainge A be- 
zeichnet — iindert sich im allgemeinen mit der Konzentration. 
Bromcampher zeigt eine Zunahme, Campher eine Abnahme — 
fiir die Wellenlingen 4 = 546 und 4 = 436 mw (A > 589 mu), fiir 
4 = 710 mu (A < 589 mu) aber eine Zunahme —, wenn die Kon- 
zentration gréBer wird. Als Beispiel mogen folgende Zahlen an- 
gegeben werden. 
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Tabelle 4. Campher in Benzol. 
—- : —— - —- 
A [2], = [2589 
: | se Hee i 
in mu | ¢ = 10 c= 20 | c= 30 } c= 40 | c= 50 
= ———— = | = —————— ——_— tT — = 7 <= ——— = 
710 0,561 0,563, | 0,568 | 0,571 0,575 
546 | “4,308 1,294~ | 4,288 | 12,284 1,279 
436 | 3,190 3155 | 3,123 | 3,100 3,073 


Im allgemeinen ist jedoch diese Anderung der Drehungsdispersion 
erst bei 4 — 436 deutlich merkbar. 

Eine Ausnahme bildet Campher in Aceton, wo die Drehungs- 
dispersion auch fiir blaues Licht konstant ist. 

Lowry?) hat gefunden, daS fiir eine gro8e Anzahl aktiver 
Substanzen (fliissige oder geléste) die Drehung in folgender Weise 
ausgedriickt werden kann: 

k 

In diesen Fallen kann also der Zusammenhang zwischen 1/8 
und 4? durch eine Gerade dargestellt werden. 

Ich habe gepriift, ob dieser Zusammenhang fiir die von mir 
untersuchten Lésungen giiltig ist; er gilt in der Tat, wie Fig. 1 zeigt, 
fiir Bromcampherlésungen. 
Auch fiir Campherlésungen 
werden, wie Lowry fiir 
Campher in Benzol gefunden 
hat, Gerade erhalten. Doch 
liegt im allgemeinen der 
Punkt, der A= 710 mw ent- 
spricht, etwas zu hoch. 

: In bezug auf Campher 

0,20 030 O40 G50A2 in Benzol ist, wie aus der 

Fig. 1. Bromecampher in Benzol. obigen Tabelle hervorgeht, 

die Drehungsdispersion von 

der Konzentration stark abhiingig. Die Neigung der Geraden, die den 

Zusammenhang zwischen 1/8 und 42 wiedergibt, wird sich daher mit 
der Konzentration indern. 

Die Lorentz-Livenssche Theorie. Der Ausdruck, der aus 
der Theorie von Livens hergeleitet ist, hat, wie vorher erwahnt, 
folgende Form: 


[2] = "(nm 1) [a(n —1) + 1}. 


*) T. M. Lowry, Journ. chem. soc. 103, 1067, 1913; 115, 300, 1919. 


ew ys 


ie n't linia 


ist jedoch eine solche Be- 
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Wir kénnen ihn auch schreiben: 
[$2] = a@ yo (n? — 1)? + % (n? — 1) 
[$2] 


oder 
n2 — 1 


= ay(n?—1)+y, Wo ¥ = Rar 


Wenn fiir eine und dieselbe Wellenlinge ale als Ordinate 
nN — 


und v2? —1 als Abszisse in einem Diagramm aufgetragen werden, so 


miissen — wenn a und y, Konstante sind — die erhaltenen Punkte 
auf einer Geraden liegen. 
Mit Hilfe der Methode der 
kleinsten Quadrate kénnen fo) 
sodann a und y berechnet 7-7 


(A = 589 mu) 


werden. 

In den Diagrammen, 
welche fiir Campherin Benzol 37 
und Toluol sowie fiir Brom- 
campher in Benzol erhalten 35 
sind, liegen die oben ge- 
nannten Punkte fiir samt- 
liche Wellenlangen auf einer 


=f) 


Geraden (Fig. 2). Fiir die 720 = (ime a NE 

‘ibrigen Lésungen liegen die Fig.2. Campher in Benzol. 
unregvelmaBiger; in- 

Punkte unregelmaBiger; (ELE itt) 


dessen findet man, da die 
Punkte sich einer Geraden, 
wenn auch nur anniahernd, 


anschmiegen (Fig. 3). 

In den folgenden Ta- 
bellen 5 und 6 sind die be- 
rechneten Werte von a und 
y zusammengestellt. Fir 
Campher in Propylalkohol 


rechnung ap eae 090 O95 
worden, 02 are -2uLerenzen Fig.3. Bromcampher in Aceton. 


det ungleichen Werte von 
[2] so klein und unregelmafig sind, daf ein zuverlissiges Resultat 
n — 
nicht zu erhalten war. 
Die Tabelle zeigt, da8 simtliche Werte von a negativ sind, wie 


auch Peacock gefunden hat (I. c.). Am gréBten sind die numerischen 
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Tabelle 5. Campher. 


_ A 7 Benzol Toluol i Aceton Athyateohol 
l 
in mu a / Yo a | Yo a | Yo a Yo 
710 — 0,730) +175 || — 0,720 | +157 ee 0,435} + 54 | —0,25 + 37 
589 ||—0,706| +266 |—0,692| +238 |—0,429| + 91 || —0,23 |+ 61 
546 — 0,682| + 293 ||—0,680| + 289 ||—0,427| +116 || —0,24 |+ 80 
436 — 0,624| +535 |—0,623| +534 |—0,412| + 261 | —-0,27 +191 


Tabelle 6. Bromcampher. 


A Benzol Toluol Aceton 
cae a Yo a | Yo a | Yo 
710 — 0,939 — 368 ——Ae1e) el) — 187 =~ 0.461 + 167 
589 —0,894 | — 756 —1,04 | — 355 | — 0,448 + 263 
546 — 0,883 — 985 — 1,04 Var 411 | —0,446 + 332 
436 — 0,786 | —5830 — 0,89 —1594 || —0,421 + 630 


Werte von a fiir Bromcampher in Tolaol und Benzol, am geringsten 
fiir Campher in Athylalkohol. Die a-Werte fiir Campher in Benzol 
und in Toluol sind fiir 4 — 546mwu und 4 = 436 mu beinahe gleich, 
wihrend diejenigen der beiden anderen thiervon abweichen. Zu 
bemerken ist ferner, daB y) und somit r fiir Campher in samtlichen 
Lésungsmitteln positiv ist, fiir Bromcampher dagegen nur in Aceton. 

Aus den obigen Tabellen ist ersichtlich, daB die a-Werte von 
der Wellenlinge abhaingig sind. Betreffs des Camphers und des 
Bromeamphers in Aceton sind die |a|-Werte der drei gréSeren 
Wellenlingen annihernd gleich. Dagegen ist der |a|-Wert fiir 
A = 436 mu etwas kleiner. 

Der |a|-Wert scheint fiir Campher in Athylalkohol nach den 
kiirzeren Wellenlangen hin “zuzunehmen. 

In simtlichen iibrigen Fallen nimmt |a| mit der Wellen- 
lange ab. 

Wie schon hervorgehoben, ist der Wert fiir @ stets negatiy. 
Dieses experimentelle Ergebnis ist nicht mit dem bekannten physi- 
kalischen Bild vereinbar, welches zur Einfiihrung der GréBe a fiihrt 
(siehe z B. Lorentz: Theory of electrons, Leipzig 1916, S. 138). 
Gemaif diesem Bilde wire namlich a seinem Wesen nach stets eine 
positive GréBe. 

Die Lorentz-Livenssche Theorie kann also nur darauf An- 
spruch machen, eine ganz phianomenologische Darstellung des hier 
vorliegenden Beobachtungsmaterials zu geben. 


A Bee Ti me biel | 
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Die Theorie von Oseen. Wie vorher erwabnt, soll nach 

dieser Theorie der Ausdruck 

¢ == [2]: (m2 4+ 2)? 
eine Konstante sein. Indessen zeigen die Beobachtungen, daS dies 
nicht der Fall ist (siehe z.B. die Tabelle 1). & ist eine Funktion 
der Konzentration. 

Es ergibt sich auBerdem, da sowohl bei Lésungen von Campher 
wie auch bei Bromcampher eine Zunahme der Konzentration: eine 
Zunahme des k-Wertes in Benzol, Toluol und den Alkoholen, eine 
Abnahme in Aceton mit sich bringt. 

Es ist weiter ersichtlich, da8 & in sAmtlichen Fallen (mit Aus- 
nahme des Camphers im Propylalkohol) eine lineare Funktion der 
Konzentration ist. 

Dies wird in nachstehender Ubersicht naher erlautert. k,) be- 
zeichnet den Wert, welchen & fiir c= 10 annimmt, und 4k den 
Unterschied der k-Werte zweier aufeinanderfolgenden Konzentrationen 
(kyo — Tig9, Iigg — Kigo+ + + Ian — Kiso). 


Tabelle 7. Campher. 


Lésungsmittel | A in mu Lia | Ak 
f | 589 2,253 || +0,111 | 0,112 0,112). 290,131 
Benzol . ah sag 1 2015. |) +-0,126 4," 0,131"), 0,135 | 0,180 
\|| 438 | 6979 | +0,273 | 0,281 0,289 | 0,278 
i { 589 2,862 | +0,027 | 0,026 0,019 | 0,023 
Atnylatkohol }| 546 | 3,665 | 40,025 | 0,029 | 0,022 | 0,028 
li 486 | 8,597 || +.0,043 | 0,047 0,041. | 0,047 
i | | | 
589 «6©| «22,829 + =‘|| + 0,040 0,037 0,031 0,026 
Epsey alkohol { 546 | 3,618 |. +0,045 | 0,040 0,039 | 0,031 
f 589 3,323 |) — 0,015 0,017 0,017 0,020 
Aceton é 546 © 4,218 || —0,022 | 0,021 0,021 | 0,027 
{| 436 | 9,707 ||, — 0,050 | 0,049 0,054 | 0,056 


Tabelle 8. Bromcampher. 


Loésungsmittel | A in mp | ko | . Ak 
{ 589 | 9,367 — 0,088 0,088 0,080 0,087 
Aceton. ...4{f 546 11,488 || — 0,099 0,103 0,100 0,101 
Kae: \ 436 23,199 || — 0,166 0,158 0,162 0,170 
; | 


Die gréf&te Abweichung von der Theorie findet sich beim Campher 


in Benzol, wo tee — 16 Proz. ist. In allen iibrigen Fallen be- 
ones pia ose 10 
ttagt die entsprechende Abweichung durchschnittlich 3 Proz. 
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Die hier konstatierten Abweichungen waren ja unschwer zu ver- 
stehen, wenn die von der Theorie gemachten Voraussetzungen nicht 
erfiillt waren. 

In der Tat findet man aber, daS dieselben Voraussetzungen, 
welche von Oseen seinem oben diskutierten Gesetz zugrunde gelegt 
werden, auch zu dem Lorentz-Lorenzschen Gesetze fiihren1). Letz- 
teres Gesetz gilt bekanntlich nicht genau, und man mag auch aus 
theoretischen Griinden Abweichungen erwarten %). 

Betreffs der von mir untersuchten Fliissigkeiten werden in nach- 

2 
stehender Tabelle die Werte R = Li ae des Lorentz-Lorenz- 
ni +2 d, 
schen Ausdruckes wiedergegeben, wo & aus der Formel 
n2—1 1 ni—l1 1 n> —1 1 
ro 4G pea Oe ee 


berechnet wird, und wo sich das linke Glied auf die Lésung, n,, d, 
bzw. %, d, auf die geléste Substanz bzw. das Lésungsmittel beziehen. 


100 


Tabelle 9. Campher. 


R 


| i} 


¢ Benzol : Athylalkohol || = Propylalkohol Aceton 


A=589 mu | A—546 my || A=—589 mu | A— 546 my || A—589 mu | A—546 mu || A—589mu| A—546 mu 


10 || 0,2876 | 0,2886 || 0,2913 | 0,2926 || 0,2912 | 0,2928 | 0,2914 | 0,2933 
20 | 0,2892 | 0,2901 | 0,2909 | 0,2926 | 0,2909 | 0,2922 || 0,2909 | 0.2991 
30 |. 0,2891 | 0,2901 | 0,2907 | 0,2919 || 0,2910 | 0,2923 || 0,2910  0,2993 
40 | 0,2892 | 0,2904 | 0,2907 | 0,2921 | 0,2909 | 0,2921 | 0,2910 0,2922 
50 | 0,2895 | 0,2906 | 0,2908 | 0,2921 | 0,2907 | 0,2919 | 0,2906  0,2918 


Tabelle 10. Bromcampher. 


RK te 
¢ Aceton ¢ Aceton 
A = 589mm | A = 546 mu A = 589m | A = 546mm 
| 
10 0,2255 | 0,2271 40 0,2253 | 0,2264 
20 0,2257 | 0,2268 50 0,2253 0,2264 
30 0,2254 0,266 


1) Oseen, 1. ¢. 
*) Siehe u. a.: R. Lundblad, Die Temperatur- und Druckabhangigkeit 
der Dielektrizitatskonstante und des Brechungsindex. ZS. f. Phys. 5, 349, 1921. 
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Von Golse?) sind friher aus seinen Messungen fiir Natrium- 
licht R-Werte berechnet worden (Campher in Benzol, Athylalkohol 
und Propylalkohol), welche mit den entsprechenden oben mitgeteilten 
sehr gut iibereinstimmen. 

Es ergibt sich aus vorstehenden Tabellen, daf die verschiedenen 
R-Werte gut konstant sind. Wenn auch in einigen Fallen wie bei 
Campher in Benzol und in Aceton die R-Werte in jenem Falle eine 


Zunahme, in diesem eine Abnahme zeigen — wie auch die ent- 
sprechenden k-Werte —, 80 sind doch diese Anderungen so klein 
und nur fiir c == 10 und c = 50 merkbar, da wir bebaupten kénnen: 


die Inkonstanz der k-Werte ist nicht mit einer entsprechenden Ande- 
rung der R-Werte verkniipft. 

Fs lieBe sich nun aber denken, daS durch die lineare Anderung 
der k-Werte eine mit der Konzentration parallel gehende Bildung 
oder Zerfall von Molekiilaggregaten in die Erscheinung tritt. 

Gegen eine solche Méglichkeit spricht jedoch folgende Tatsache. 
Eine graphische Priifang zeigt, dab wir annahernd [8] = A— B.¢ 
getzen kénnen, wo q = 100 —p ist. Durch Kombination der Mes- 
sungen fiir je zwei Lisungen (. B. ¢= 10, ¢= 50; ¢ = 20, 
¢ — 40 usw.) koénnen wir alsdann die Konstante A berechnen. Wie 
aus dem Folgenden hervorgebt, erhalt man fiir verschiedene Lésungs- 
mittel Werte fiir A, welche untereinander gut iibereinstimmen. Diese 
Ubereinstimmung berechtigt uns dazu, A als mit der wirklichen 
spezifischen Drehung der reinea Substanz (A = [2] fir ¢ = 0) 
identisch anzusehen. 

Zur Beleuchtung unserer Behauptung werden folgende Werte 


mitgeteilt (4 = 589 mu): 


Tabelle 11. 
Lésungsmittel A Mittelwert 
{ Benzol 55,33 55,3 55,3 
Campher . Toluol 54,1; 54,6; 54,4 54,4 
\ Aceton 54,7; 54,6 54,6 
f Benzol 146,1; 147,5; 146,8 146,8 
Bromcampher J Toluol 148,5; 149,3 148,9 
; ( Aceton 150,1; 150,8 150,5 


Abnliche Ergebnisse in bezug auf die Konstante A hat friiher 
Landolt2) fiir Campher in Benzol sowie auch in anderen Lisungs- 


mitteln gefunden. 


1) Golse, 1. c. 8.86, 90, 92. 
2) Landolt, Das optische Drehungsvermogen, 8. 171. 
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Besonders zu bemerken ist, daB A sowohl in Toluol als auch 
in Aceton denselben Wert hat, obgleich & mit zunehmender Kon- 
zentration in Toluol einer Zunahme, in Aceton einer Abnahme unter- 
worfen ist. 

Wenn dagegen die die spezifische Drehung beeinflussenden 
Molekiilassoziationen vorhanden waren, miiRte man annehmen, daf A 
in verschiedenen Lisungsmitteln stark abweichende Werte annahme; 
die oben nachgewiesene Konstanz ware dann nicht zu erwarten. 

Aus meiner Untersuchung geht also hervor, daB eine Diskrepanz 
zwischen Theorie und Experiment vorliegt. Lundblad?), der in 
einer umfassenden theoretischen Arbeit auch das Problem der Dre- 
hung der Polarisationsebene behandelt hat, findet zufolge dieser Ab- 
weichungen, da8 die Theorie von Oseen u. a. noch zu unelastisch 
ist, da ,dem Einflu8 des die aktiven Molekiile umgebenden Mediums 
noch nicht in seinem ganzen Umfange Rechnung getragen ist“. 

Er zeigt, daB die EKinwirkung der Resonatorenschwingungen der 
umgebenden Molekiile auch von der Gestalt der molekularen Wirkungs- 
fliche abhingig ist, und erblickt darin eine mégliche Ursache der 
Abweichungen. 

Vorliegender Aufsatz ist eine durch einige Zusiatze vermehrte 
Zusammenfassung einer Dissertation (Uppsala 1920). Dem Direktor 
des physikalischen Instituts in Uppsala, Herrn Professor Dr. Gustaf 
Granqvist, bin ich fiir das groBe Entgegenkommen, das er mir bei 
meinen Untersuchungen bewiesen hat, zu Dank verpflichtet. 


Stockholm, November 1921. 


et R. Lundblad,. Untersuchungen iiber die Optik der dispergierenden 
Medien vom molekulartheoretischen Standpunkte. Diss. Uppsala 1920, 8.26, 63, 
171; auch in Uppsala Universitets Arsskrift 1920. 
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Uber photographische #-Strahlenmessung. 
Von W. Bothe in Charlottenburg. 

(Mitteilung aus der Physikalisch-Technischen Reichsanstalt.) 

Mit fiinf Abbildungen. (Eingegangen am 17. Dezember 1921.) 


Der grofe Vorteil des Verfahrens der photographischen Photo- 
metrie: Méglichkeit der Summierung kleiner Effekte iiber grobe Zeiten, 
14Bt sich auch fiir andere Strahlenarten ausnutzen; zum Teil liegen 
sogar die Verhiltnisse noch wesentlich giinstiger als beim Licht, inso- 
fern als die Schwarzungsgesetze der betreffenden Strahlenart einfacher 
sein konnen als die optischen. Dies ist z. B. bei Roéntgenstrahlen der 
Fall, wie unlingst Glocker und Traub’) gezeigt haben. Fiir B-Strahlen 
wurde die photographische Methode von H. Geiger und dem Ver- 
fasser 2) bei Zerstreuungsmessungen angewandt. Sie hat sich als recht 
gut brauchbar erwiesen, solange keine zu grofe Genauigkeit verlangt 
wird, und ist wohl vorlautig tberhaupt die einzig mégliche, wo es 
sich um Messung kleinster Intensitaten handelt. So wurden gelegent- 
lich Intensitiiten von 10 6-Teilchen pro Quadratzentimeter und Sekunde 
und weniger photographisch bestimmt. Ein groBer Vorteil der Me- 
thode liegt auch darin, daB sie es ermoéglicht, raumlich sehr rasch 
sich indernde Intensitaten zu messen, wahrend die Jonisations- und 
Zahlvorrichtungen stets iiber einen gréBeren Querschnitt des Strahlen- 
biindels integrieren. Das Auflésungsvermégen der photographischen 
Platte ist letzten Endes gegeben durch die Feinheit des Kornes und 
die Zerstreuung der Strahlen in der Schicht und ihrem Trager. Dieser 
Umstand ermdglicht es wieder, die Dimensionen der Apparatur sehr 
klein zu machen, was immer von Vorteil ist, da starke, rein /-strah- 
lende Praparate schwer herzustellen sind. Im folgenden soll die 
schon friiher benutzte, mit einfachen Mitteln herzustellende MeB- 
einrichtung kurz beschrieben werden. Auf die Schwarzungsgesetze 
fiir 6-Strahlen wird am Schlu8 niher eingegangen werden. Es sei 
nur vorausgenommen, daf das Bunsen-Roscoesche Reziprozitats- 
gesetz mindestens mit groBer Anniherung gilt, d.h. die Schwarzung 


hangt fiir #-Strahlen bestimmter Geschwindigkeitszusammensetzung 


nur von dem Produkte Intensitat < Expositionszeit ab. 
1. Aushilfsphotometer. Die Aufnahmen wurden auf Filmen 


hergestellt, die dann langs der auszumessenden Geraden durehschnitten 


1) R. Glocker und W. Traub, Phys. ZS. 22, 345, 1921. 
2) H. Geiger und W. Bothe, ZS. f. Phys. 6, 204, 1921, sowie die dem- 
nichst erscheinende zweite Arbeit. 
Zeitschrift fir Physik. Bd. VIII. 18 
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und durch Vergleich mit einer angelegten Schwarzungsskala (ebenfalls 
auf Film) ausgewertet wurden. Hierzu diente ein Mikroskopschlitten, 
auf dessen beweglichem Teile die Skala befestigt war, waihrend der 
Aufnahmefilm festlag, so daS die beiden scharf geschnittenen Kanten 
iiber einer glatten weiSen Unterlage aneinanderstieBen. Dariiber lag, 
wie Fig. 1 zeigt, ein Spalt von etwa 0,8 x 2,5 mm aus schwarzem 
Papier oder diinnem Blech, der durch eine Glasplatte fest aufgedriickt 
wurde. Die Glasplatte mit dem Spalt konnte, ebenso wie der Schlitten 
mit der Skala, durch Zahn und Trieb meSbar verschoben werden. 
Es sind also bei jeder Einstellung zwei Ablesungen nétig, worin kein 
Nachteil zu erblicken ist, da dadurch die 
Beeinflussung durch vorhergehende Ab- 
lesungen herabgesetzt wird. Nétigenfalls 
kann bei grofem Schwarzungsgradienten 
das Gesichtsfeld noch weiter verkleinert 
werden, indem man den Schatten des einen 


Schlitten 


Spaltrandes durch entsprechende Beleuch- 
tung auf den Film fallen la8t. Beleuchtet 
wird am besten mit Gliihlampe, bei star- 
ken Schwiarzungen auch mit direktem 
Sonnenlicht. Zur Beobachtung eignet sich 
gut die Zeisssche Binokularlupe. Bei dieser 
Anordnung sind naturgemaB die stéren- 
den Einfliisse der Umgebung wegen der 
Kleinheit des Gesichtsfeldes gré8er als bei 


ergibt sich bei verschiedener Beleuchtung 
Fig. 1 leicht eine kleine gleichmiBige Verschie- 

bung aller MeBwerte, die aber bedeutungs- 

los wird, wenn man alle Messungen auf den gleichmaSigen Untergrund 
des Films bezieht. Immerhin l&t sich bei nicht zu groBem Schwiir- 
zungsgradienten mit einiger Ubung dieselbe Genauigkeit erreichen, 
wie etwa mit dem Hartmann-Photometer; Feinstrukturen von der 
GréSenordnung eines Millimeters und von so geringer Intensitit, daB 
sie bei bloBem Anblick des Films nicht erkennbar sind, kommen 


mit beiden Apparaten gleich gut heraus. Es zeigt sich sogar bei 


sehr kleinen: Schwirzungen die Beobachtung im auffallenden Licht 
insofern giinstiger, als das Licht die geschwiarzte Schicht zweimal 
passiert, wodurch alle Schwirzungsdifferenzen verdoppelt werden und 
die Einstellgenauigkeit betrichtlich erhéht wird. Andererseits lassen 
sich Schwarzungen > 1 im auffallenden Licht nur schwer vergleichen; 


den Mikrophotometer-Konstruktionen; so _ 


tlie 
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fiir solche Falle ware die Einrichtung so zu treffen, daB auch im durch- 
gehenden Lichte beobachtet werden kann. Ein groBer Nachteil be- 
steht darin, daS man auf die Verwendung der im allgemeinen weniger 
empfindlichen und weniger homogenen Filme statt der Platten an- 
gewilesen ist. 

2. Die Skalen. In den meisten Fallen interessiert weniger der 
Wert der Schwirzung, als vielmehr die Strahlenintensitat, durch welche 
sie hervorgebracht wurde. Die absolute Intensitétsmessung lat sich 
mit Hilfe einer Zeitskala durchfiihren, welche man mittels eines gleich- 
artigen #-Strahlenpraparates von bekannter Starke und médglichst 
kleinen Dimensionen nach dem Sensitometer-Prinzip herstellt, Hierfiir 
hat sich die in Fig. 2 dargestellte einfache Einrichtung als geeignet 
erwiesen. Auf der mittels Uhrwerk oder Elektromotor um die Achse A 
drehbaren Messingscheibe S sitzt ein aus 2 mm-Bleiblech gebogener 
Zylinder B, welcher in abgewickel- 
tem Zustande die Form eines 
gleichschenkligen Dreiecks von 
etwa 2cm Héhe hat. Der Blei- 
zylinder ist umgeben von einem 
Messingrohr M von etwa 5 cm 
Durchmesser, welches. auf seiner A 
Innenseite den Filmstreifen tragt. a a Y 
Beim Einlegen des letzteren wird 
das Messingrohr abgenommen und Fig. 2. 
der Film durch zwei Federringe 
der Wandung angepreBt. Auf M wieder paSt leicht ein Messing- 
ring R, welcher vermittelst der Briicke K das #-Strahlenpraparat P 
trigt. Bei aufgesetztem R befindet sich P in halber Hiéhe des Blei- 


-nylinders. Die Innenflachen von B, M und K sind zwecks Herab- 


setzung der Riickdiffusion mit Pappe bekleidet. Die trotzdem immer 
noch verbleibende Riickdiffusion laBt sich ermitteln, indem man durch 
einen schmalen Bleistreifen die direkt auf den Film auffallende Strah- 
lung abblendet; sie ergab sich bei der benutzten Anordnung fast 
eleichmaBig iiber die ganze Skala zu 7 Proz. der direkten Strahlung. 


‘Die Belichtungszeit ¢ an irgend einer Stelle in der Entfernung x vom 


unteren Ende der Skala 1 ergibt sich zu 


Tx 
t —— Sy 9 

wo T die gesamte Rotationszeit ist. Die Intensitat an derselben Stelle ist 
y2 


t= at @ ey 
18* 
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wenn r den senkrechten Abstand des Praparates vom Film, 1% = 
Intensitit in der Mitte der Skala bezeichnet. Die Skala ist also nicht 
streng linear in bezug auf das Produkt i.t, doch lassen sich die 
gemessenen x durch Anbringung des Korrektionsfaktors 


E _ Ea 


auf eine lineare Skala reduzieren, fiir welche der Gradient von it den 
Wert 17/1 hat. Um vom Anfangspunkt der Skala unabhingig zu 
sein, richtet man diese am besten so ein, daf in der Hauptsache ihr 
mittlerer Teil zur Benutzung kommt. Es ist deshalb manchmal zweck- 
miBig (besonders, wenn man sich tiber die bei der Aufnalime’ zu 
erwartenden Schwiarzungen nicht klar ist), zu einer Aufnahme mehrere 
Skalen mit verschiedenen Gradienten herzustellen. Im iibrigen sind 
die fiir optische Arbeiten geltenden Regeln auch hier einzuhalten: 
Aufnahmefilm und Skalenfilm aus demselben Stiick zu schneiden, Ver- 
meidung der Rander, gleichzeitiges Entwickeln von Aufnahme und 
tress usw. 

3. Die Schwarzungsgesetze. Die Abhingigkeit der Schwarzung 
S von der Expositionszeit laBt sich durch Auswertung der Schwarzung 
langs einer Zeitskala ermitteln. Die hierzu dienenden Skalen wurden 
nach Ziff. 2 mit einem Priparat hergestellt, welches aus einem 2 mm 
langen, 0,4 mm dicken Nickeldraht bestand, der mit RaE (aquivalent 
0,2 mg Ra) aktiviert war. Benutzt wurden Agfa-Filmpacks, entwickelt 
wurde 5 Min. mit Rodinal 1:20 bei 18°. Bei der Auswertung des 
Schwarzungsverlaufs wurde zunachst folgendes Verfahren eingeschlagen, 
bei welchem eine Skala von bekanntem Schwarzungsverlauf nicht notig 
ist. Die Zeitskala (totale Belichtungszeit 30 Min.) wurde der Lange 
nach durchschnitten und die beiden Halften mit dem »Aushilfsphoto- 
meter“ gegeneinander photometriert, wobei als Unterlage ein Streifen 
glatten Negativpapiers benutzt wurde, welcher in dem Teil, der von 
der einen Skalenhalfte bedeckt war, gleichmiBig leicht geschwirzt 
war, wibrend der andere Teil, welcher von der anderen Skalenhilfte 
bedeckt wurde, weil war. Die Verschiebung der beiden Halften 
gegeneinander bei Einstellung auf gleiche Helligkeit an einer be- 
stimmten Stelle der einen Hilfte gab den reziproken Gradienten der 
Schwarzung an dieser Stelle. Durch Integration wurde hieraus der 
Verlauf der Schwarzung selbst gefunden. Als spiter die Firma 
C. P. Goerz A. G. in entgegenkommendster Weise die Benutzung ihres 
Hartmann-Photometers gestattete, wurde dieselbe Skala gegen einen 
linearen Hartmannschen Keil ausgewertet.. Das Resultat war im 
wesentlichen dasselbe und ist in der Kurve I der Fig. 3 wiedergegeben; 


bw! 
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hierbei ist die Reduktion auf die lineare Zeitskala (vgl. Ziff. 2) schon 
vorgenommen. Bei 0 ist der aus den geometrischen Bedingungen 
berechnete Beginn der Skala. Da die Unsicherheit in der Bestimmung 
yon 0 immerhin bis 1 mm betragen konnte, wurde, um den Verlauf 
fiir sehr kleine Schwirzungen sicherzustellen, eine zweite, schwichere 
Skala (5 Min. Belichtungszeit) nach beiden Methoden ausgewertet 
(hierbei erwies sich aus dem oben angegebenen Grunde das_,,Aus- 
hilfsphotometer“ als genauer); das Resultat zeigt die Kurve II der 


Fig. 3. 


Fig. 3. Die Schleierschwarzung betrug bei beiden Kurven etwa 0,3 
und ist bereits abgezogen. Aus den dargestellten Kurven 1la8t sich 
entnehmen, da8 im Gebiet der sogenannten »Unterexposition® bis zu 
den kleinsten Schwirzungen herab die Schwarzung proportional der 


' Expositionszeit ist, im Gegensatz zum Licht, wo die Schwarzung 


anfangs beschleunigt zunimmt. Bei einer Schwirzung von etwa 0,9 
beginnt das Gebiet ,normaler Exposition“ mit logarithmischem Anstieg 
der Schwarzung. 

Von besonderer Wichtigkeit ist der Umstand, da8 fiir B-Strahlen 
das Reziprozitatsgesetz gilt. Dies wurde in der Weise nachgewiesen, 
daB auf eine und dieselbe Platte (Agfa-Extrarapid) Marken mit kon- 
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stantem Produkt it exponiert, entwickelt (wie oben) und ausphoto- 
metriert wurden. Die Variation der Intensitaét geschah durch Anderung 
des Abstandes der Platte vom Priparat. lLetzteres bestand aus dem 
schon erwahnten aktivierten Nickeldraht, welcher in einer Bleirinne 
lag. Das Praparat befand sich unter einem evakuierbaren Glasrezi- 
pienten, so daS es nur nach unten auf den Teller strahlte. Dieser 
trug ein etwa 2,5 cm langes zentrales Ansatzrohr, welches unten durch 
eine 6 mm-Blende aus 2 mm-Messingblech mit aufgewachstem Glimmer- 
blatt verschlossen war. In der Mitte des Ansatzrohres befand sich 
eine zweite Blende aus 2 mm-Bleiblech von der gleichen Offnung. 
Die photographische Platte lag in einer Kassette, deren Deckel aus 
einer 0,02 mm dicken Aluminiumfolie bestand, so da diese zusammen 
mit dem Glimmerblatt die a@-Strahlen von dem allmahblich nachge- 
bildeten RaF gerade absorbierte. Die Kassette konnte rasch unter 
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Fig. 4. 


das Glimmerfenster gebracht und durch eine Feder von unten an 
dieses angepreBt werden. Alle Metallteile, auf welche $-Strahlen 
treffen konnten, waren mit Pappe oder Paraffin bedeckt; bei dieser 
Anordnung konnte auber der direkten Strahlung ‘nur solche auf die 
Platte gelangen, welche mindestens dreimal.an leichtatomigen Sub- 
stanzen riickdiffundiert war. ‘Der Betrag dieser indirekten Strahlung 
war sicher kleiner als 1 Proz. der direkten. Der Abstand Praparat— 
Platte wurde ‘mit dem Kathetometer auf 0,1 mm genau gemessen ‘und 
konnte zwischen 2,8 und 21 cm variiert werden, so daB die Intensitiat 
sich im Maximum etwa im Verhiltnis 1:50 anderte. Auf den Abfall 
des’ Praéparates mit der Halbwertzeit von fiinf. Tagen wurde bei der 
Bemessung der Expositionszeiten Riicksicht genommen. - Es wurden 
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in der angegebenen Weise drei Platten (I bis III) mit je vier Marken 
exponiert, so daS die Marken auf einer Platte jedesmal die gleiche 
Schwarzung aufweisen muSten, wenn das Reziprozitatsgesetz gilt. Die 
Expositionszeiten bewegten sich zwischen 4 Minuten und 14 Stunden. 
In Fig.4 sind die Werte der Schwirzung gegen den log der Ex- 
positionszeit aufgetragen. Die Punkte, welche einer Platte entsprechen, 
liegen gut auf einer Parallelen zur Abszissenachse, die Abweichungen 
zeigen keinerlei RegelmaBigkeit und liegen innerhalb der durch die 
Inhomogenitiit der Platte, die Ungenauigkeit der Photometrierung usw. 
gegebenen Meffehlergrenze. Eine Neigung der verbindenden Kurven 
wiirde bekanntlich bedeuten, da® in dem Schwarzschildschen Gesetz: 
S=/G) 

der Exponent p einen von 1 verschiedenen Wert hat. Durch Aus- 
gleichung mittels kleinster Quadrate findet man fiir p die drei Werte: 
0,989, 0,998, 1,008; als Resultat kann also 

» == 1,00 + 0,01 


angenommen werden. Fiir Licht ist nach den Messungen von Kron?) 


nicht einmal das Schwarzschildsche Gesetz in dem Sinne p — const 
erfiillt, vielmehr wechselt auch bei gleicher Plattensorte und Ent- 
wicklungsart p zwischen Werten < und > 1. Die Schwarzungsgesetze 
fiir B-Strahlen weisen also gegen die optischen genau dieselben Ver- 
einfachungen auf, wie sie bei Rontgenstrahlen gelten*). Alle Zeit- 
skalen und alle Intensititsskalen sind identisch; fiir relative Messungen 
kann man also irgend eine mit demselben Material hergestellte und 
gleichartig entwickelte Skala benutzen; bei kleinen Schwirzungen ist 
jede lineare Skala prauchbar. Auf die spezielle Natur der B-Strahlen 
eingehend, kann man diese einfachen Resultate so zusammenfassen: 


die Schwirzung hingt, zumindest bei den hier benutzten Intensititen, 


nur ab von der Zahl der B-Teilchen, welche die Flacheneinheit der 
Schicht getroffen haben, nicht von ihrer zeitlichen Anordnung; kleine 
Schwirzungen sind proportional dieser Zahl (immer konstante Zu- 
sammensetzung der Strahlen vorausgesetzt). 

Oft ist es nicht mdglich, die Versuchsanordnung so zu treffen, 


‘daB die zu messende Strahlung die photographische Schicht senkrecht 


trifft. Theoretisch miiBte bei fehlender Absorption und Zerstreuung 
die Schwirzung ganz unabhingig vom Einfallswinkel sein. Wieweit 
dies praktisch der Fall ist, lehrt folgender einfacher Versuch. Ein 
Film wurde durch Klammern um ein. Stiick Glasrohr von etwa 0,8 cm 


1) E. Kron, Ann. d. Phys. 41, 751, 1913. 
2) R. Glocker und W. Traub, a. a. O. 
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Durchmesser fest herumgepreSt und im Vakuum der yon einem kleinen 

RaE-Priparat in 10cm Entfernung ausgehenden #-Strahlung aus- 

gesetzt; die Strahlen fielen senkrecht zur Achse des Rohres auf den 

Film und waren im iibrigen wieder so ausgeblendet, daB keine von 

den Winden des GefaiBes zuriickgeworfene Strablung auf den Film 

gelangen konnte. Den Intensitiatsverlauf quer zur Achse zeigt Fig. 5, 

wo die Einfallswinkel als 

Abszissen aufgetragen sind. 

Die anfingliche geringe, aber 

bei allen Aufnahmen wieder- 

kehrende Zunahme _ der 

gree i jee ie Schwarzung mit wachsen- 

Fig. 5. dem Einfallswinkel ist wohl 

so zu denten, daB die senk- 

rechte EKindringungstiefe der Strahlen in den Zelluloidfilm und das 

Glas abnimmt, was eine stirkere Riickdiffusion zur Folge hat. Fir 

gréfere Einfallswinkel dagegen tritt schon in der Schicht selbst 

merkliche Absorption und Zerstreuung ein, wodurch eine Abnahme 

der Schwirzung bedingt ist. Praktisch kann unter den angegebenen 

Versuchsbedingungen bis zu Winkeln von 45° die Schwarzung vom 
Einfallswinkel unabhingig angenommen werden. 


Charlottenburg, den 10. Dezember 1921. 


Elastische Konstanten 
und spezifische Warme regularer Kristalle. 
Von K. Forsterling in Jena. 


(Eingegangen am 3. Dezember 1921.) 


In einer friiheren Arbeit!) hatte ich gezeigt, daB sich die spezi- 
fischen Warmen ¢, einiger regularer Kristalle (Steinsalz, Sylvin, Flub- 
spat, Pyrit) aus den elastischen Konstanten und der Reststrahlfrequenz 
berechnen lassen. Im folgenden sollen einige Ergainzungen hierzu 
mitgeteilt werden. Die Bezeichnungen sind dieselben, wie in der ge- 
nannten Arbeit. 

I. Kristalle vom Steinsalztypus. Seien @,, @), @; wieder 
die drei Schallgeschwindigkeiten, @ die Dichte. Fiihrt man die Ab- 
kiirzungen ein: 


3 1 : ; 
Qa; = 4j3 iq | 2402 =H ig| ae = 


I ($2 raumlicher 
“? Offnungswinkel), 


aie 
git Ab 3N | , WN Zahl der Molekiile in », 
oLk ¥ 4x0 
so gilt nach Debye fiir die spezifische Warme ¢, fiir hinreichend hohe 
Temperaturen 
a 1 eB ae 
coe Nis ag a8" 560 a4 | 
Hierin driickt sich J, durch die elastischen Konstanten aus: 
wP — Cy + PRIN 
Nach den Messungen von W. Voigt gilt nun fiir Steinsalz und 
sehr wahrscheinlich fiir Sylvin die Beziehung 


Cio == Cag: 
Fihrt man an Stelle der Elastizitaitskonstanten die Modulen sp; ein 


sett S114 + Sie i C19 = = S39 - <5 
- Cy S19) (S11 + 2 S19) x (811 — $19) (81 + 2 S19) 


‘so erhalt man 


is 
c Deas 6, == 
11 3u 44 11 i 12 Su 4 DB Sis 
Da der Kompressibilititsmodul x gegeben ist durch: 


#4 == 3 (87 -F 2 S10), 
erhalt man einfach: 
Jy — 3/x. 


1) K. Férsterling, ZS. f. Phys. 8, 9, 1920. 
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Die spezifische Warme, soweit sie von den elastischen Wellen her- 
riihrt, hingt also fiir hinreichend hohe Temperaturen bei den Kristallen 
vom Steinsalztypus nur von x ab. Dies ist von Wichtigkeit, da sich 
die vollstindigen Elastizitétskonstanten nur bei relativ wenigen Kri- 
stallen ermitteln lassen, wahrend die Messung von x verhaltnismabig 
einfach ist. 

Das zweite Glied der Reihe fiir cp 

Jng* 1 
560 3 


kann leicht abgeschitzt werden, und wir berechnen es nur in grober 
Anniherung, indem wir analoge Verhiltnisse, wie beim Steinsalz und 
Sylvin, voraussetzen, wo g, etwa dreimal so grof ist als q, und 4,5. 
Wir setzen daher naherungsweise: 


¥ a 
h = 3%, Y= ds, also 542 = 5 
2 2 2 99 4 
Jg = +249: = lg = oe = 
Jao ge 3 gt 
560 > 140 x2 oder rund oe 
Setzt man 3 Nk = c., so erhilt man: 


tS es g (ee y- 
Coc 20% 32 20% 2 
Hierbei mu8 das letzte Glied aber hinreichend klein sein. 

Kine Anwendung dieser Formel lat sich auf die spezifische Warme 
von Bromkali machen, wo von Nernst und Koref Beobachtungen 
oberhalb 80° vorliegen. Bei dieser Temperatur betrigt der Wert des 
letzten Gliedes etwa den fiinften Teil des vorhergehenden. Unsere 
Formel gilt also nicht mehr mit groBer Genauigkeit. x hat den Wert 
6,2.. 107%. 

Zu dem Anteil der elastischen Schwingungen tritt der Anteil der 
Atomschwingungen. Den ersteren wollen wir nunmehr mit cp, den 
letzteren mit cg bezeichnen. Die Atomschwingungen machen sich in 
den Reststrahlfrequenzen bemerkbar, welche der Beobachtung zuging- 
lich sind. Von Rubens wurde als Reststrablwellenlinge dp = 82,64 
gefunden. Von der hierzu gehérenden Frequenz weicht indessen die 
Higenfrequenz der Atome nicht unwesentlich ab; wir berechnen sie 
nach einer Naherungsformel, welche ich friiher abgeleitet habe. Es 
findet sich 

A= 1044; v= 2,9.10%; By = 141. 


ies Tid AO Gry 


-folgt nunmehr: 
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Nunmehr sind alle zur Berechnung der spezifischen Warme ndtigen 
Daten aus anderen Beobachtungen bekannt. Die folgende Tabelle 
gibt die berechneten und beobachteten Werte wieder. 


Bromkali, Ap = 82,6; By = 141. 


7] | ep | Cr | Cy ber. | Cy beob. 
80,6 | 4,88 4,63 9,51 | 9,40 
87,8 5,01 4,83 9,84 9,74 
137 5,54 5,46 11,00 10,60 
234 5,85 5,78 11,63 11,74 


Da alle zur Berechnung verwandten Werte aus anderen zum Teil 
nicht sehr sicheren Beobachtungen entnommen sind, und besonders 
die Berechnung von v aus 4p sich auf eine Naherungsformel stiitzt, 
wird man die Ubereinstimmung als hinreichend gut bezeichnen miissen. 

Il. Diamant. Debye hat die spezifische Warme fiir hohe Tempe- 
raturen mit einer charakteristischen Temperatur 

@ = 18,95° 
dargestellt. Hieraus wiirde sich 
Geet Dt, g == 1180-108 
ergeben. Die neuen Messungen von Adams?) betreffs der Kompressi- 
pilitat fiihrten zu dem Werte 
= 016.10-%, 

ein Wert, welcher als zuverlissiger gelten darf als der altere, etwa 
dreimal so groBe von Richards. Man wird daher diesen neuen Wert 
zugrunde zu legen haben, und die auf dem Richardschen Wert sich 
aufbauenden Folgerungen ?) werden hinfallig. Fiir ¢, + 2¢. = 3/% 


Gag tt tig 18,7. 108, 
See it — ey en 86 
Die Cauchysche Relation ist also nicht erfiillt. 

Kine andere Relation zwischen den drei Elastizitatskonstanten ist 
yon M. Born’) abgeleitet worden: 

4 ey (41 — Cu) = (C11 — C12)” 
Wir hitten also drei Gleichungen fiir die ¢,,; und aus ihnen wiirde 
etwa folgen: 
Cy, == 46.1012; ey = 7,0. 10379 8c, = 4,3).10"?. 


1) L, H. Adams, Washington Ak. 11, 45, 1921. 
2) K. Forsterling, ZS. f. Phys. 3, 9, 1920. 
3) M. Born; Ann. a. Phys. 44, 605, 1914. 
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Diese Zahlen sind indessen theoretisch unméglich. Die Grobe 
q = 9@? bestimmt sich namlich aus einer Gleichung dritten Grades: 


gag vg ¢ 0 
und da alle q positiv sein miissen, mu ¢ negativ sein. Sind «, B, y 
die Richtungscosinus der Wellennormale gegen die Hauptachsen, so 
ergibt sich fiir «? = 6? = 1/,, y= 0 


— 6 = C1 Cy + Ys (eu = Cy)? —(e5— C44)? | Cy, > 0 


(C11 + 2Cy4 + Cra} {C11 — Cro} > 0. 
Fiir positives c,. folgt hieraus 
Cy, > Cro. 
Falls also der benutzte Wert fiir x und @ als zaverlissig sich 


erweist, kann die Bornsche Relation nicht richtig sein. 
III. Zinkblende. Die elastischen Konstanten sind von W.Voigt!)zu 


Cy a 943 1011; Cig — 5,68 . 1011, C4a — 4,34. 1021 


oder 


in absolutem Maf bestimmt. Hieraus wiirde sich die Kompressibilitat x 
zu 1,5.10-! in hinreichender Ubereinstimmung mit dem von Made- 
lung und Fuchs?) direkt gemessenen Wert x = 1,29.10— befinden. 

Die spezifische Warme wurde von Giinther bei tiefsten Tempe- 
raturen bestimmt. Da die von Rubens gemessene Reststrahlenwellen- 
lange 4 = 3lu betragt, sollte man erwarten, daB bei 20° abs. die 
Atomschwingungen keine merkliche Energie mehr besitzen, so daB 
man die spezifische Warme durch die elastischen Schwingungen allein, 
speziell bei den tiefsten Temperaturen, durch das #8-Gesetz darstellen 
kann. Dies ist im Anschlu8 an seine Messungen auch von Giinther 
geschehen, und zwar findet er 

O = 175. 


Bei einem Molekulargewicht von 97,5 und einer Dichte 9 = 4 
ee ea AN 
y oe | as : j 
ergibt sich k jax = 8,86.10-3 und somit 
Ong =a IT S108. 
Dieser Wert miiBte sich aus den cp; direkt berechnen lassen. Ich 
fihrte die Berechnung zunichst nach den von mir in der anfangs 
genannten Arbeit entwickelten Methode durch, erhielt jedoch 


Gm = 8,12.108. 


1) W. Voigt, Géttinger Nachr. 1918. 
*) E. Madelung und R. Fuchs, Ann. d. Phys. 65, 289, 1921. 


Elastische Konstanten und spezifische Wiarme regularer Kristalle. 255. 


Da die Abhangigkeit von @ mit der Richtung im Kristall auSer- 
ordentlich stark ist, vermutete ich zunachst ein Versagen der benutzten 
Annaherungsrechnung. 

Aus diesem Grunde versuchte ich die von Hopf und Lechner?) 
gegebene Interpolationsmethode anzuwenden. Substituiert man namlich: 


2__ 
Sve Ass C44, 1 pe ee OS Ce + C4s , 
= ea 


Eig Sa TPS, 7 a? 3 


t Ceo ee 
= ) A ; 
C11 Cag Ci, — Cag Cia Cas ; a 


so geniigt einmal Z der Gleichung: 
2 — 28 4 (1-0) (08 B24 Bey? + 272) — (1-3 C2 + 2.09) 02827? = 0 


(a, B, y Richtungskosinus der Welle gegen die Kristallachsen), anderer- 


seits ist: 
Peyote 1 (X< 1 } 
we ac 8 = ‘4a | rat + CO) sa 


Die in Frage kommenden Werte liegen zwischen 2 = — 0,5. und 
z—1,8. Eine gute Darstellung des Integranden durch ein Polynom , 
fiinften Grades iiber dies ganze Intervall ist nicht méglich, aber gliick- 
licherweise auch nicht nétig. Da niamlich hier (1 —3 02 + 2 C’3) 
einen positiven Wert hat, gibt es 0 oder 2 negative Lésungen fiir ¢. 
Da sich ferner © z = 1, 2 22> 1 ergibt, so kénnen nicht alle Lésungen 
positiv sein; es muB vielmehr zwei negative geben, fiir welche 2 zwischen 
0 und —0,5 liegt. Diese beiden Lésungen geben den Hauptbeitrag 
wu der Summe unter dem Integranden (C ist eine positive Zahl), 
waihrend der genaue Wert fiir die positive Lésung ¢ > 1 nicht in 
Frage kommt, ja in erster Naherung vernachlissigt werden darf. 
Unter diesen Umstinden geniigt eine niherungsweise Darstellung von 
(2+ C)—*2, wie sie folgende Tabelle veranschaulicht, vollkommen fiir 
unsere Zwecke. 


oo 


z \C+28\(q_zy%e| 2 (Cre) cosa) 2 i+) (cre 


interp. interp. interp. 
— 0,5 4,78 4,775 + 0,2 0,993 0,926 + 0,8 0,376 0,470 
— 0,4 3,36 3,28 + 0,3 0,875 0,808 a 0,596 0,397 
— 0,3] . 2,437 2,434 ||+0,4|| 0,750 0,713 || +1,2|| 0,533 0,34 
— 0,2 1,850 1,890 + 0,5 0,635 0,636 + 1,3 0,589 0,317 
OF 2,117 1,08 + 0,6 || 0,524 0,571 |-+1,5|} 0,279 0,277 


0 1,271 1,271 + 0,7 0,436 0,517 


eS 


1) L. Hopf und G. Lechner, Verh. d. D. Phys. Ges. 16, 648, 1914. 
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Die Auswertung ergibt: 

1 1 as 
7 eee dS == 9,13. 

Die gréBte Differenz in der obigen Tabelle betragt 0,28, so daB 
wir den erhaltenen Wert bis auf einige Prozente als sicher ansehen 
kénnen, und erst recht das sich daraus berechnende @,,: 

Dg ao 9. 1 

Dieser Wert ist in sehr guter Ubereinstimmung mit dem nach 
der ersten Methode erhaltenen, aber im Widerspruch mit den Beob- 
achtungen Giinthers, welche 

@,, == LOT pre 
verlangen. 

Auch wenn man die Sicherheit unserer Annaherungsmethoden 
nicht hoch veranschligt, so bleibt doch die grofe Differenz vorlaufig 
ungeklart. 

IV. Grenzfrequenz und Atomfrequenz. Bekanntlich hat zuerst 
Madelung versucht, die Eigenfrequenzen der Atome aus den elasti- 
schen Konstanten zu berechnen. Ein sicherer theoretischer Zusammen- 
hang hat sich bisher indessen nicht herausgestellt. Stellt man jedoch 
den Anteil der elastischen Schwingungen durch drei mittlere Grenz- 
frequenzen V,, /,, 7; dar, so ergibt sich, da8 bei den bisher vollstandig 
der Berechnung zuginglichen Kristallen (Steinsalz, Sylvin, Flu8spat 
und Pyrit) die Atomfrequenzen v, merkwiirdig nahe einer der Grenz- 
frequenzen ¥, liegen. Die folgende Tabelle gibt zuniachst die drei 
mittleren Schallgeschwindigkeiten, dann die drei Debyeschen Grenz- 
frequenzen und schlieSlich die Atomfrequenzen. Die Zahlen sind 
meiner friiheren Arbeit iiber die spezifische Warme und thermische 
Dilatation regulirer Kristalle entnommen. 


a airs TOP eit 0 feos. 10° 5| py, | bv, | BY | pry | pv, 
ScaineAlo ‘i 4,09 | 2,44 | 9,95 354 | 216 | 194 | 218 | a 
Sylvin 3,96 | 230 | 201 289 | 170 | 150 || 186 res 
FluBspat 6,69 | 4,17 | 3,28 558 | 348 | 274 | 306 | 502 
Pyrit . 7,80 | 5,88 | 4,95 631 439 404 | 406 620 


~ 
on 


sas Laie +: 


Ubernahme von photometrischen Registrierungen 
durch das Physikalische Institut der Universitat 
Hamburg. 


Die Notgemeinschaft der Deutschen Wissenschaft hat Mittel zur Ver- 
figung gestellt, um im Physikalischen Institut der Hamburgischen Universitat 
mit registrierenden Mikrophotometern?) unentgeltlich fiir die deutsche Wissen- 
schaft photographisch - photometrische Registrierungen ausfiihren zu kénnen. 
Die Ausfiihrung solecher Registrierungen fiir wissenschaftliche Zwecke ist 
kostenlos. Fiir wissenschaftliche Untersuchungen fiir die Technik wird fir 
jede angefertigte Registrierplatte ein Preis berechnet, der etwa das Dreifache 
des jeweiligen Preises der kiiuflichen Platte ist. 

Fiir die Registrierungen stehen zwei Neukonstruktionen des obengenannten 
Instruments zur Verfiigung, und zwar: 

1. Ein grofes Prazisions- Registrier-Mikrophotometer ?) mit den Uber- 
setzungsverhiltnissen 1: 7,786 und 1: 46,60, welches sich besonders zur Photo- 
metrierung schmaler Objekte, z. B. Spektrallinien, Interferenzerscheinungen usw. 
eignet. 

2. Ein photometrisch-registrierender Komparator®) mit dem Uber- 
setzungsverhiltnis 1:1 fiir diffusere Objekte, z. B. Rontgenspektrogramme, 
Debye-Scherrer-Ringe, Absorptionsspektren von Farbstoffen usw. 

Bei den mit dem erstgenannten Instrument erhaltenen Registrierplatten 
kénnen die Laingenabstande durch Division mit 7,786 bzw. 46,60 auf die 
Langenabstande der Objekte auf der Originalplatte umgerechnet werden, 
doch ist dabei zu beachten, daB die Werte 7,786 bzw. 46,60 nur Mittelwerte 
sind, waihrend streng genommen, infolge der gewahlten optischen Anordnung, 
die Ubersetzungsverhaltnisse nach dem Rande der Platte zu groéBer werden. 
Die Fehler aber, die man begeht, wenn man mit diesen Mittelwerten rechnet, 
betragen, auf die Originalplatte bezogen, fir die 7,8fache Ubersetzung im 
Maximum 2,5 “4, im Durchschnitt 1,1 ”, fiir die 46fache Ubersetzung im 
Maximum 0,4 “, im Durchschnitt 0,2 4, vorausgesetzt, daS man die aufersten 
Randzonen der Registrierplatte in Breite von lcm auBer acht 148t. Sollen 
Liangenmessungen héchster Prazision — der Apparat erlaubt solche auf 0,1 


genau auszufihren — gemacht werden, so werden in jedem einzelnen Falle 
genaue Korrektionswerte fiir das Ubersetzungsverhaltnis auf Wunsch mit- 
geteilt. 


Was die Wahl dieser beiden Ubersetzungsverhaltnisse anbetrifft, so ist 
dafiir nicht nur die Art der betreffenden Objekte mafgebend, sondern aus 
dSkonomischen Griinden auch die Liinge der auszuphotometrierenden Strecken, 
da ja bei Benutzung der 4¢fachen Ubersetzung nur 21/.mm der Original- 
platte auf der 12cm langen Registrierplatte zur Abbildung kommen, also 
z. B. ein Spektrum von 60mm Lange 24 Registrierplatten erfordert, wahrend 
mit der 7,8fachen Ubersetzung nur 4 Platten notwendig waren. 

Besonders zu betonen ist noch, dab fiir Registrierungen mit diesem 
Apparat wegen der Dimensionen des Plattentisches die Gréfe der einzusenden- 
den Platten in der Registrierrichtung 12 cm nicht iiberschreiten darf, wahrend 
in der Querrichtung der Abstand der Objekte von beiden Randern der Platte 
nicht gréBer als 6cm sein darf. GréBere Platten miissen also von den Hin- 
sendern vorher entsprechend zerschnitten werden. { 

Bei dem unter 2, genannten Registrierkomparator ist das Ubersetzungs- 
verhiltnis streng konstant, und zwar 1:1. Auf dem Schlitten dieses Appa- 
rates kénnen Originalplatten bis zu 13 x 18cm GréBe aufgelegt werden, und 


1) Pp. P. Koch, Ann. d. Phys. 89, 705, 1912. 
2) F. Goos, ZS. f. Instrkde. 41, 313, 1921. 
3) Derselbe, Phys. ZS. 22, 648, 1921. 


eine Strecke von 18cm Linge ohne abzusetzen auf einer Registrierplatte 
von ebanfalls 18cm Lange registriert werden. 

Allgemein wird gebeten bei Einsendung yon Platten folyendes zu 
beachten : 

A. Bezeichnet man mit J die Intensitét des auf die Platte einfallenden 
Lichtes, mit die Intensitaét des durch die geschwarzte Stelle durchgegangenen 
Lichtes, und nennt man den Ausdruck S = logJ—log FE die Schwarzung 
der betreffenden Stelle, bezeichnet man ferner mit Sp-die Schleierschwarzung, 
mit S, die geringste Schwarzung, deren Photometrierung gewunscht wird, mit 
So die gré8te Schwarzung, deren Photometrierung gewiinscht wird, so soll 
moglichst sein: 1. S,—S, nicht groGer als 1,6. 2. S;— po nicht kleiner als 
0,1. 3. So médglichst klein. 

B. Auf den Platten miissen diejenigen Strecken, die ausphotometriert 
werden sollen, genau durch Marken, etwa Pfeile oder dergleichen gekenn- 
zeichnet sein; eventuell im Objekt anzubringende Orientierungsmarken miissen 
ebenfalls vom Einsender angebracht sein, so daB sich die hier zu leistende 
Arbeit ledizlich auf das Durchphotometrieren beschrankt. 

C. Sollen langere auf ein und derselben Platte befindliche Spektren, 
die mehrere Registrierplatten erfordern, photometriert werden, so ist anzu- 
geben, ob die einzelnen Registrierplatten streng photometrisch miteinander 
vergleichbar sein sollen, oder ob jede Registrierplatte fir sich unabhangig 
benutzt werden soll, 

Selbstverstindlich kénnen Objekte auf verschiedenen Originalplatten 
nicht ohne weiteres aufeinander bezogen werden. Ndaheres iiber die Arbeits- 
methoden der photographischen Photometrie findet sich bei J. Hartmann, 
ZS. £. Instrkde. 19, 97, 1899 und bei P. P. Koch, Ann. d. Phys. 30, 841, 
1909. Sollen die auf einer Platte befindlichen Objekte aus irgendwelchen 
Griinden teils mit dem Komparator, teils mit dem grofen Prazisionsregistrier- 
photometer registriert werden, so miissen entweder besondere Intensitats- 
marken vorhanden sein, oder aber in den Objekten selbst bestimmte Stellen 
angegeben werden, die, als Intensitatsmarken dienend, sowohl beim Regi- 
strieren mit dem einen wie mit dem anderen Instrument mit registriert 
werden und den photometrischen Anschlufi 
vermitteln. 

D. Die Registrierplatten, welche von 
hier zur Ablieferung gelangen, tragen 
rechts am oberen Plattenrande (Schicht © 
nach vorne) bei Photometrierung mit dem 
grofen Priazisionsphotometer die Bezeich- 
nung K. G. mit angeftigter Nummer, bei 
Photometrierung mit dem Komparator die 
Bezeichnung C. mit angefiigter Nummer; 
auBerdem noch einige Zeichen, deren Be- 
deutung die beigefiigte Skizze erlautert. 
Der Pfeil 4 zeigt wachsende Schwarzung an, der Pfeil <<— zeigt die 
Registrierrichtung an. Die zwei horizontalen hellen Linien oben und unten 
sind Nullmarken fiir die photometrischen Werte, die vertikale helle Linie am 
rechten Plattenrande ist Nullmarke fiir Langenmessungen. 

E. Die Erledigung der Registrierarbeiten erfolgt schnellstens in Reihen- 
folge der Kingange. Doch behialt sich das Institut vor, bei sehr umfang- 


reichen Hinsendungen eventuell eine Zwischenschaltung kleinerer Arbeiten 
eintreten zu lassen. 


Berlin und Hamburg, im Dezember 1921. 


Notgemeinschaft Physikalisches Institut 
; der der Universitit. 
Deutschen Wissenschaft, E. V. 
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Quantentheoretische Umdeutung der Voigtschen Theorie 
des anomalen Zeemaneffektes vom: D-Linientypus. 


Von A. Sommerfeld in Minchen. 


Mit zwei Abbildungen. (Eingegangen am 12. Dezember 1921.) 


Woldemar Voigt?) hat als schénste Frucht seiner langjahrigen 
magnetooptischen Studien Schwingungsgleichungen fiir den Zeeman- 
effekt der D-Linien aufgestellt, welche nicht nur fiir schwache Felder 
den anomalen, sondern auch fiir starke Felder den normalen Zeeman- 
effekt (Paschen-Back-Effekt) wiedergeben und zugleich den Umwand- 
lungsprozeS vom einen in den anderen Typus wie es scheint vollig 
richtig darstellen. Was die Lorentzsche Theorie fiir den normalen, 
scheint die Voigtsche Theorie fiir den anomalen Zeemaneffekt zu 
sein, nimlich der adaquate Ausdruck der Tatsachen in der Sprache der 
Schwingungstheorie. Die von Voigt fir den Absorptionsvorgang, 
den sogenannten ,inversen Zeemaneffekt“ abgeleiteten Gleichungen 
habe ich wesentlich vereinfacht 2), indem ich den Emissionsproze$ 
betrachtete; ich méchte jetzt zeigen, wie sich diese Gleichungen aus 
der schwingungstheoretischen in die quantentheoretische Sprache 
iibersetzen lassen. 

§1. Allgemeines zur Voigtschen Theorie. Da das Inten- 
sitatsverhaltnis D,:D, gleich 2:1 ist, nimmt Voigt zwei Elektronen 
mit der Schwingungszahl von D,, ein Elektron mit derjenigen von 
D, an. Beide Elektronenarten sind quasielastisch gebunden und 
schwingen ohne Magnetfeld unabhingig voneinander; ihre Kreis- 
frequenzen seien @, und @),. Durch das Magnetfeld H werden sie 
miteinander gekoppelt. Die Kopplung ist linear und _,,wattlos“. Sie 
wird verschieden angesetzt fiir die parallelen Schwingungen (a-Kom- 
ponenten) und die senkrechten (6-Komponenten). Die Schwingung 
des D,-Elektrons wird durch die GréBe £,, die der beiden D,-Elek- 
tronen durch €, und £, dargestellt. o bedeutet die Winkelgeschwindig- 

keit der Larmorprizession %), kurz »Larmorfrequenz“ genannt: 


1) Ann. d, Phys. 41, 403, 1913 und 42, 210, 1913. - 
2) Gottinger Nachrichten, Marz 1914. 
3) Vgl. z. B. mein Buch , Atombau und Spektrallinien“, 2. Aufl., Gleichung (2) 
yon 8. 423, 3. Aufl, Gleichung (2) von 8. 364. 
Zeitschrift fir Physik. Bd. VIII. 19 
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Wie |. c. gezeigt wurde, lassen sich die Voigtschen Gleichungen 
fiir den Emissionsvorgang auf die folgende iiberraschend einfache 
Form bringen: 

(J+ 2104 + of) & = 5 i095, Gt berth) A) 
fiir die 2-Komponenten, 

(s+ rin + ab) be = — 5 405 et beta + ehass) (2) 
fiir die 6-Komponenten. Der Index von € ist modulo 3 zu nehmen; 
o,, bedeutet @, fiir k — 1, w, fiir k = 2 oder 3; & ist die dritte 
Einheitswurzel 2 wi 

ee. 
Die zyklische Wahl der in (1) und (2) rechts vorkommenden 
»Kopplungskoeffizienten* (1,1,1) bzw. (1, ¢, ¢) bildet den Grund- 
gedanken der Voigtschen Theorie und erméglicht die Darstellung 
des Paschen-Back-Effektes. 

Die Gleichungen (1) und (2) werden integriert durch den Ansatz 

&. = Che *?! (3) 
oder f, —= Cpet *¢, (3a) 

Der Ansatz (3) gibt die ,,positiven“, auf der kurzwelligen Seite 
der urspriinglichen Linie gelegenen Komponenten des Zerlegungs- 
bildes, der Ansatz (3a) die ,negativen* Komponenten auf der lang- 
welligen Seite. Wir kénnen uns vorliaufig auf den ersten Ansatz be- 
schranken. Jede Komponente des Zerlegungsbildes entspricht einer 
freien Schwingung @ des gekoppelten Systems; wegen der Kopplung 
ist @ von @, und @, verschieden. 

Setzt man zur Abkiirzung 


2 g@? 
| ie? Gai (4) 
und trigt (3) in (1) ein, so erhalt man als Frequenzgleichung fiir 
die @ der positiven 2-Komponenten: 
;—-1 —I1 —] 

—1 &2—1.—1 |=9, (5) 
Beats pees | hy 
ebenso durch Kintragen von (3) in (2) fiir die positiven o-Kom- 
ponenten: 


2, +1 é e2, | 
2 Rel * Nene 0: (6) 
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Der Ausdruck (4) fiir $2, laBt sich vereinfachen. Wir bemerken, 
daB selbst bei den stirksten Feldern die magnetisch verschobenen 
Linien den urspriinglichen Linien stets sehr nahe liegen. Schreiben 
wir daher @; — wo? — (@,—)(@,-+@), so ist o,+  stets sehr 
wenig von 2@ verschieden. Statt (4) kénnen wir daher setzen: 


R= 3 a" 43. (7) 


Sei mit Riicksicht auf Fig.1 M die Mitte zwischen D, und D,, 


@ ihre Frequenz. Statt (7) wollen wir schreiben: 
= 3=—" 3-43. (8) 


Wir gehen von den Frequenzen w zu den Schwingungszahlen 0 
und zugleich von der Larmorfrequenz 0 zu der normalen Lorentz- 
schen Aufspaltung J pom tiber. Der urspriingliche Schwingungs- 


AVrorm. AVrorm. 
_ - Av, el 
| | 4 Av, > <= Z a 
V/s fe2)Dy a? 500 “Th 70) Oe 
fave Mt. favo | 
6 OLETGG 


=i 
a ! 
6) G(Z) Ke Otc) (@) 
Lie Av norm. = AY porm—> 
“ Fig. 1. 


abstand der Linien D, und D, sei 4%; mit Jv bezeichnen wir den 
- Schwingungsabstand einer magnetisch verschobenen Linie von MM. | 
- Dann gilt: 


@,—@, AY @_ — 0 @, — @ 
date, a 
: a: 2% 2x 
D oo @ (9) 
‘ i i 
2 A Vyorm = an’ Av se | 
i Da J Vnorm ebenso wie 0 dem Magnetfelde H proportional ist, 
 jiefert das Verhaltnis ive A yi aa 

; A Voorn 
19* 


ETRE SEEN erg 5h 
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ein reziprokes Ma8 fiir die Starke des Magnetfeldes. Mit den Be- 
zeichnungen (9) und (10) ergibt sich statt (8): 


3 AY - 
eS ee es +3 
: porn (11) 
V 
Bs Becton 2 oe rae +3, ; 
es (11a) 


Ist v > 1, so sprechen wir von einem ,schwachen Felde“. Kin 
solches erzeugt den anomalen Zeemaneffekt, wie er fiir den Fall der 
D-Linien am Kopfe der Fig.1 dargestellt ist. Ist v <1, so sprechen 
wir von einem ,starken Felde*. Ein solches fiihrt zur normalen Auf- 
spaltung des Paschen-Back-Effektes, wie er am Fufe der Fig.1 
dargestellt ist. Auf die Bedeutung der Ubergangslinien in der Mitte 
der Figur kommen wir spater zu sprechen. 

§ 2. Die Frequenzgleichung der a-Komponenten. Aus- 
rechnung der Determinante (5) ergibt: 

(21-1) (Qp—1)?— (R=) = 2 (Qy—1) -2 = a (My Ps —2.2y ~s) = 0. 


Setzen wir aus (lla) ein, so folgt als Gleichung fiir &,: 


2, (23—3(1 + v)2,+ 6v) = 0. (12) 
Man hat also die folgenden drei Wurzeln: 
3 2 ; 
2 = 3 (op 1g fifo 4a) (14) 
Setzt man die Bedeutung von 8, aus (11) ein, so ergibt sich: 
Av v 
U3. ee Io (15) 
Av 1 ( 2 
aA cae 14 i—Fo4w). us) 


Fiir v = 0 (starke Felder) wird die rechte Seite von (15) gleich 
1, die von (16) gleich 0 oder 1. 1 bedeutet normale Aufspaltung, 
0 keine Aufspaltung. 

Eine erganzende Intensititsbetrachtung mu8 zeigen, daB die Kom- 
ponente im normalen Abstande verschwindende Intensit&ét hat, da 
also bei starken Feldern in Ubereinstimmung mit dem Paschen-Back- 


schen Befunde als z-Komponente nur diejenige von der Aufspaltung 
Null?) iibrig bleibt. 


-1) Die Aufspaltung Null ist nicht von der Mitte von D, und Dy, sondern, 
wie der Fu8 von Fig.1 andeutet, vom ,Schwerpunkt“ beider zu berechnen. Aus 


“DPR 


aan) fa RUt, 
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Fiir » = co (schwache Felder) ergibt (16) 


v 1 
dv 1 | | a 2. a 3 
a (1 + Vv [1 Se = ’ 
ZA orn DANG 30 v 2 
we 
also entweder 
1 1 
BG |e 94% a 3 7 Ynorm (17) 
ach. : normale Aufspaltung gegen D,, oder 
i 2 
Ay = — 34% + 3 4 norm (18) 
2 
d. h. 3 normale Aufspaltung gegen D,. Beides stimmt mit dem 
erfahrungsmafigen Zerlegungsbilde bei schwachen Feldern — vel. . 
den Kopf von Fig. 1 — iiberein. 


Gleichung (15) ergibt, und zwar bei beliebigem v: 
1 
2 I Me gy 4% + AY norm; (19) 


d. h. normale Aufspaltung gegeniiber D, Die erginzende Intensitats- 
betrachtung wird zeigen, daB diese Komponente bei beliebigen Feldern 
verschwindende Intensitat hat. 


§ 3. Die Frequenzgleichung der 6-Komponenten. Die 


-Ausrechnung der Determinante (6) ergibt wegen ¢* = &° = Le 


(2,+1) (2,+1)?-(21 +1)—2(2, +1) 42—8, (2, ne +22, + $2) =0. 


Setzen wir aus (lla) ein, so kommt 


Q, [Q% + 3(1—v) 2. — 6 v] = 0. (20) 
Man hat also jetzt die folgenden drei Wurzeln: 

$2,:==70, (21) 

a= 3 (org Jit zero): (22) 


(16) folgt namlich bei negativem Zeichen der Quadratwurzel und gehoriger Ent- 
wicklung derselben 
1 


1 nt 
ALD ct 4yYnorm (-o+--) — 3 4%: 


Bildet man nun den ,Schwerpunkt" von D, und Dy so, da& Dy mit dem Ge- 
wicht 2, D, mit dem Gewicht 1 gerechnet wird, so liegt der Schwerpunkt um 


2 1 1 f 
2/, yon D,, also um (-- 54% = 5 4M von der Mitte M entfernt. 
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Wegen der Bedeutung von §, in (11) folgt daraus: 


Ay: ) 

——- == ; (23) 
2 Vaotm “ 2 

Avi _ 3 2° v2). 24 
fo. = 44 y4 ee ae (24) 


(24) ergibt fiir v = 0 (starke Felder) bei der Wahl des oberen 
Vorzeichens doppelt-normale Aufspaltung; die Intensitaétsbetrachtung 
wird indessen zeigen, daB diese Komponente verschwindende Intensitat 
hat. Bei der Wahl des unteren Vorzeichens gibt (24) ebenso wie 
(23) einfach-normale Aufspaltung 1), d.h. den Paschen-Back-Effekt 
der 6-Komponente. 


Andererseits erhalt man fiir » — oo (schwache Felder) aus (24): 

7 | v 5 

A Phe 

Av 1 ot ee aS 

ame Aga ie Bis se 
pies 
also entweder : 
dye pe (25) 
2 3 

- dah. : normale Aufspaltung gegen D,, oder | 
Av 2 FAM tS A Voom (26) 


1) Man beachte indessen folgenden interessanten Punkt: (23) gibt normale 
Aufspaltung gegeniiber D,, naimlich 


1 
4y= ae V9 + 4 Ynorm. 


Dagegen gibt (24) bei Entwicklung der Quadratwurzel und negativer Vor- 
zeichenwahl 


1 
4y = — 6 4 V9 + 4 Vnorm. 


Man hat also nach der Voigtschen Theorie zwei etwas verschiedene Kom- 
ponenten normaler Aufspaltung; ihr Abstand betragt */,; des urspriinglichen 
D-Linienabstandes 4%. Die Beobachtungen yon Paschen und Back wurden 
urspringlich so gedeutet, daB es nur eine scharfe 6-Komponente gebe, Voigt 
selbst war, wie ich weiS, geneigt, in diesem Widerspruch einen Mangel seiner 
Theorie zu sehen. Kiirzlich erkannte ich jedoch in einer Aufnahme der zu den 
D-Linien analogen Li-Linie 2 — 6708, die mir Herr Back freundlichst zur Ver- 
fiigung stellte, eine Trennung einer der beiden 6-Komponenten von dem nach 
der Voigtschen Theorie zu erwartenden Betrage. Hs ist also sehr wohl moglich, 
daS die Voigtsche Theorie auch in, diesem Punkte recht hat. Die Frage wird von. 
Herrn Paschen weiter untersucht werden. In’ Fig. 1 konnte die ‘Duplizitat der 


o6-Komponenten nicht dargestellt werden, da ja bei starken Feldern 4% gegen 
4 VYnorm verschwindet. : boacriy 


Fe 


i. 
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4 : t $e, i 
d. h. 3 normale Aufspaltung gegen D,. Beides ist in Ubereinstim- 


mung mit der Erfahrung, wie sie am Kopfe der Fig. 1 angedeutet 
ist, desgleichen die aus (23), und zwar fiir alle Felder folgende nor- 
male Aufspaltung gegen D,. 


§ 4. Intensitatsfragen.. In der Voigtschen Absorptionstheorie 
waren die Intensitaten zugleich mit den Frequenzen bestimmt; von 
unserem Emissionsstandpunkt aus wird eine Hilfsbetrachtung ') ndtig. 
Man muB die zu vergleichenden Schwingungskomponenten auf gleiche 
Anregungsenergie reduzieren. Dies geschieht durch Hinzufiigen des 
Nenners 2) in der folgenden Formel; der Zabler stellt das Amplituden- 
quadrat dar, wie es sich aus den Schwingungen der drei Elektronen 
zusammensetzt: 


T=TEPTIGP+IGP  IGPHIGPEIGP 
Die im Ansatz (3), vorkommenden: Partialamplituden Cy berechnet 
man als Unterdeterminanten des Schemas (5) bzw. (6) fiir die a- 
bzw. 6-Komponenten. Wir wahlen z.B. die Unterdeterminanten der 
ersten Zeile und erhalten | : Has 


~g-Komp. C,:C,:C, = (G.— 1)? — 1: Qe: = Q,—2:1:1. (28) 


eae C+ + Cl? Ne 


6-Komp. ©,:C,:Cs = (82+ 1)2— 1: — 8?£2,:—e®, | (29) 
a OS 2 oF ee: f 
Setzt man (28) in (27) ein, so ergibt sich 
22 
as, OF 42,16" So 


Daraus folgt zunichst fiir die Wurzel 2, = 0, Gleichung (13), 
die Intensitit 0, wie in § 2 behauptet wurde. Die Wurzeln (14) 
geniigen nach (12) der Gleichung: 
Q2 = 3(1+4 v) 2, — be. s4, (31) 
_ _Hiermit labt sich (30) im Zahler und Nenner auf die linearé 
Form bringen: 
(1+) 2%,—20  . 
(—1+ 3v) 2, + 6(1 —») 


1) Niheres vgl. Géttinger Nachr. l.c., § 5. 

2) Bei quasielastischer Bindung ist die Gesamtenergie das Doppelte der 
potentiellen Energie und letztere in jeder Koordinate proportional oP |G, |? In 
der Summe iiber alle drei Elektronen kann man die @? ohne merklichen Fehler 
als gleich ansehen und in den Proportionalitatsfaktor aufnehmen, so da& fir 


die Gesamtenergie der Anregung ~| ¢; |2 geschrieben werden darf. 


3 
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Berechnet man daraus umgekehrt 
(v—1)J—v 


(v—5)J—-1-» 


und setzt dies in (31) ein, so entsteht die quadratische Gleichung fiir J: 
2 v8 


Rose 


J?— 3J +— — 0 
1— —v+v? 
mit den Wurzeln: 
1 \ 
re 
i 2 Le < 5 (32) 
Ji—gete 


Hier entspricht das obere (untere) Vorzeichen dem oberen 
(unteren) Vorzeichen von Gleichung (16). 

Bei starken Feldern (vw = 0) ergibt sich daraus fiir das obere 
Vorzeichen [normale Aufspaltung, vgl. Gleichung (16)| J = 0, wie 
in §2 behauptet wurde, fiir das untere Vorzeichen [Aufspaltung 
Null, vgl. Gleichung (16)| J = 3 = Gesamtintensitat von D, und Dy. 
Bei schwachen Feldern (v = oc) ergibt sich J — 2 (oberes Vor- 
zeichen, D,) bzw. J = 1 (unteres Vorzeichen, D,). 

Setzt man sodann, zu den 6-Komponenten iibergehend, (29) in 
(27) ein und beriicksichtigt, daB 1+ ¢-+ «2 = 0 ist, so folgt zuniichst 

(2 + 3)? : 
ae SSN Re (83) 

Fir 2, = 0 (Gleichung 21), normale Aufspaltung gegen D,, 

folgt daraus fiir alle Felder 


3 
J = 3 
Die beiden anderen Wurzeln, Gleichung (22), geniigen nach (20) 
der Gleichung: : 
23 = 3(v— 1)2,-+ 6r. (34) 
Mit ihrer Hilfe reduziert man (33) auf die Form 
pag @HEVRo +2043 — 
(30 + 1), + 6(v + 1) 
Daraus folgt umgekehrt 


OMes —2(v+1)J+204+3 
4 = 
(o+5)7—0-1 
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Setzt man dies in (34) ein, so entsteht die quadratische Gleichung 

fiir J: 
ty? 
cling a - 


i) ‘Zs ——()) 


(1 x a +0) 


Ihre Wurzeln sind: 
1+ =o 


yi + oo + v? 

Fiir v = 0 (starke Felder) ergibt sich daraus beim oberen Vor- 
zeichen [doppelt-normale Aufspaltung, vgl. Gleichung (24)| J = 0, 
wie in § 3 behauptet, beim unteren Vorzeichen [einfach-normale Auf- 
spaltung, vgl. Gleichung (24)] J= 3/2. Fir v =o (schwache 
Felder) hat man J = 1/2 (oberes Vorzeichen, D,) bzw. J = 1 (unteres 
Vorzeichen, D,). 


(35) 


3 


§ 5. Zusammenstellung der positiven und negativen 
Komponenten des Zerlegungsbildes. Wir haben bisher nur 
von den positiven z- und 6-Komponenten gesprochen. Die nega- 
tiven ergeben sich nach §1, wenn man mit dem Ansatz (3a) statt 
(3) in die Voigtschen Gleichungen (1) und (2) eingeht. Dies hat 
zur Folge, da& in der Definition von %;, Gleichung (4), #2? — oj an 
Stelle von 2 — 2 tritt, und weiterhin, daB sich nicht nur das Vor- 
zeichen von 4v, sondern auch das Vorzeichen von v durchweg 
umkehrt, sowohl in den Frequenz- wie in den Intensititsformeln. 
Endlich wird auch die Zuordnung der beiden Vorzeichen der Quadrat- 
wurzel in (16) (w-Komponenten) und (24) (6-Komponenten) zu D, 


-und D, die umgekehrte fiir negative wie fir positive Komponenten. 


In der fiir die negativen z-Komponenten umgeschriebenen Gleichung (16) 


Fe = (tft get) 


z.B. entspricht nunmehr, wie man sich leicht iiberzeugt, indem man 


‘y= oo setzt, das obere Vorzeichen der Linie D,, das untere der 


Linie D,, also umgekehrt wie fiir die positiven Komponenten. 

Die Vorzeichenumkehr von v bewirkt, daS die Zerlegungsbilder 
bei mittleren Feldern unsymmetrisch ausfallen, d. bh. da die posi- 
tiven und negativen Komponenten nicht spiegelbildlich zueinander 
liegen und im allgemeinen nicht gleiche Intensitat haben. Das ist 
nicht tiberraschend: Sind doch, vgl. Fig. 1, bei schwachen Feldern 
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die Zerlegungsbilder von D, und D, symmetrisch gegen die urspring- 
liche Lage dieser Linien, wahrend bei starken Feldern das ‘totale 
Zerlegungsbild symmetrisch gegen den Schwe rpunkt von D, und D, 
wird; bei mittleren Feldern, kann daher Symmetrie weder im einen 


noch 


| 


a 


: (4 pa— Pope 2) Be 


og ic prt 2ote) 
4 -pi—tope) : (4 oa 

| 3 
72 = 
—rpittote) | ; Ceperaeey 


im anderen Sinne herrschen. 
dies aufs deutlichste. 


z-Komponenten. 
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Wir geben im Vorstehenden cine vollstindige Zusammenstellung 
der positiven und negativen Komponenten nach Lage und Intensitiit; die 
z-Komponente normaler Aufspaltung [Gleichung (15)], welche dauernd 
die Intensitat Null hat [Gleichung (30)|, wird dabei fortgelassen. Die 
Ausdriicke der ersten Spalte geben die magnetischen Aufspaltungen Jv 
in Teilen von 4porm, von der Mitte M zwischen D, und D, aus 
gerechnet; die Ausdriicke der zweiten Spalte geben die zugehérigen 
Intensitaéten. Die Bedeutung der dritten Spalte _ wird. aus dem 
folgenden Paragraphen hervorgehen. ee 


§ 6. Die quantentheoretischen Energieniveaus der magne- 
tischen Aufspaltung. Die Grundlage der Quantentheorie der 
Spektren bildet das Kombinationsprinzip (Bohrs Frequenzbedingung); 
seine Anwendung avf den Zeemaneffekt fiihrte zu der Forderung }), 
da8 die Aufspaltung der Linien in jedem Falle sich darstellen lassen 
miisse als. Differenz der magnetischen Aufspaltungen der beiden 
Terme, aus denen sich nach dem Kombinationsprinzip die Linien 
zusammensetzen. Wahrend uns die Voigtsche Schwingungstheorie 
die Aufspaltung der Linien liefert, miissen wir in der Quantentheorie 
nach der Aufspaltung der Terme fragen. Mit der Aufspaltung 
der Terme ist die Aufspaltung der zugehérigen Energie- 
niveaus negativ proportional, da nach allgemeiner Ubereinkunft gilt 
W= —hv, AW = —hAy», unter W die Energie, unter v die Term- 
eréBe verstanden. In der folgenden Tabelle werden wir die magneti- 
schen Aufspaltungen der Energieniveaus hinschreiben, wobei wir aber 
den gemeinsamen Faktor h. A Vporm unterdriicken. 

Die Seriendarstellung der D-Linien lautet: 


Di... == 13s — 29, ? §, 
Dit = 18 29, 


Da nimlich die Bezeichnung der Terme mp; so gewahblt wird, 
daB mp, < _mp,, und da D, kurzwelliger als D, ist, so gehdrt zu D, 
der Term 2p,, zu D, der Term 2p,. Der Term ms ist bekanntlich 
stets einfach. Seine Aufspaltung ist wie die aller Einfachterme als 


normal anzusetzen. In der folgenden Tabelle schreiben wir daher 


als Energieaufspaltung des s-Terms + 1 und —1 -auf. Die im Ein- 
gang der Tabelle aufgefiihrte GréBe m nennen wir ,magnetische 
Quantenzahl“; wir legen ihr bei den Dublettsystemen ungerade Werte 
bei, positive und negative. Als Au swahlregel, nach der die 


1)'Vgl. T. van Lohuizen, Amst. Ak., Mai 1919 oder meine Abhandlung, 
Ann.. d: Phys. 63, 1920, Teil V. oe 
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m-Werte kombinieren, setzen wir in Anlehnung an die Theorie des 
normalen Zeemaneffektes fest: 

m—>m.. . . .2a-Komponenten, 

m—>m+2. . . 6-Komponenten. 

Die Energieaufspaltungen des p,-Termes in der zweiten Spalte 
der Tabelle sind nun so zu wahlen, daB sie, mit denen des s-Termes 
nach der vorstehenden Regel kombiniert, die Aufspaltung der D,-Linie 
ergeben; ebenso die Energie-Aufspaltungen des p,-'Termes in der 
dritten Spalte so, daB sie die Aufspaltung der D,-Linie liefern. 


Rae a ? 
eis i) 242 i. 
opt | a Gr petgete)]- 20-Piegers) 

a} a Epi tere)) pare) 
Bag A | Pou a 


Dies wird durch die vorstehende Tabelle in der Tat erreicht. 

In der Zusammenstellung des vorigen Paragraphen, dritte Spalte, 
haben wir fiir jede Komponente des Zerlegungsbildes den sie er- 
zeugenden Ubergang der magnetischen Quantenzahl angemerkt, z. B. 
in der ersten Zeile der 2-Komponenten —1—> —1. Dies bedeutet 
die Vorschrift, da8 wir vom p,-Niveau m = —1 zum s- Niveau 
m == —1 iibergehen sollen. Bilden wir dementsprechend nach den 
Angaben unserer Tabelle 


. (—1+ Ji—2o+e) Bee ern ee 3 (1+ Ji—2o4e), 


so entsteht in der Tat die zugehérige, in der ersten Zeile der Zu- 
sammenstellung angegebene Linienaufspaltung. In derselben Weise 
iiberzeugt man sich, da8 unsere Tabelle, nach den im vorigen Para- 
graphen angemerkten Vorschriften kombiniert, die simtlichen Linien- 
aufspaltungen vollstiindig und richtig wiedergibt. 


Wie man sieht, ist, abgesehen von den A4uBersten Niveaus + 2 ean 


jedes Energieniveau doppelt bestimmt, da es sowohl die z- wie die 
6-Komponenten liefern mu8. Unsere Tabelle enthalt also keine Will- 
kiir, sondern wird in sich selbst kontrolliert. DaS wir die Auf- 


ye si 
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spaltungen von p, bis m = + 3 ausdehnen,-diejenigen von p, und s 
aber auf m = +1 beschrianken, entspricht dem Umstande?), daB die 
winnere Quantenzahl* n; fiir s und p, gleich 1, fiir p, aber gleich 2 
ist und da die Anzahl der magnetischen Niveaus allgemein gleich 
2n; wird. Da& wir die vorstehenden Kombinationen nach dem Schema 
(p) — (s) bildeten, waihrend das Schema der Seriendarstellung lautet 
(s)—(p), hingt damit zusammen, da8 unsere Tabelle die Energie- 
aufspaltungen, nicht die Termaufspaltungen angibt. 

SchlieBlich 148t sich unsere ganze Tabelle der p,p-Auf- 
spaltungen in die eine Formel zusammenfassen: 


1 

F (m+ prt mote) (36) 
p, oberes Vorzeichen m = +1, + 3, 
p. unteres Vorzeichen m = +1, 


oder ausfiihrlicher geschrieben: 


AWw= us (mt ie a = mv + es (37) 


W=wt ud (m ae i oa = mv +- 0) A Viioua ve GS) 


W ist das arithmetische Mittel der urspriinglichen Energieniveaus 
von p, und ps, W bedeutet das System der magnetisch beeinflubten 
py und ps-Niveaus. Auch das oberste und unterste Niveau von p, 
ist in dieser zusammenfassenden Darstellung enthalten. Setzt man 
nimlich in (36) m = 3, so laBt sich die Quadratwurzel ausziehen und 
man erhalt 


Z(t8+e+)] =t+2+ 5 (39) 


wie es nach unserer Tabelle sein soll. 

Man erkennt hieraus, wieviel einfacher und einheitlicher die 
schlieBliche quantentheoretische Beschreibung des magnetooptischen 
Tatbestandes ausfallt, als die urspriingliche schwingungsmaBige. 
Eine einzige geschlossene Formel vertritt jetzt die Differential- 


' gleichungen und ihre Integration und licfert gleicherweise die 2- wie 


die 6-Komponenten. 

Aber nicht nur die Frequenzen, sondern auch die Intensitaten 
lassen sich einheitlich zusammenfassen.. Bedeutet m die magne- 
tische Quantenzahl des Ausgangsniveaus (p, oder p,), so lassen sich 


1) Vgl. meine soeben zitierte Arbeit, Ann. d. Phys. 68, Teil II. 
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die im vorigen Paragraphen zusammengestellten Intensitaten der 2- 
bzw. 6-Komponenten allgemein darstellen durch 


i |-/ ( 1 ) 
= . m(1+—m»v 
3 m(1 + 3 mo) 3. i 3 a 
DN OO Oe 1 1 
2 2 4| 2 2 
ia ar ale al | Litres “ae 
das obere Vorzeichen fiir p, und das untere fiir p, giiltig. Das 
Zeichen | | des absoluten Betrages war in Jo hinzuzufiigen, damit 
auch das p,-Niveau m = 3 in die Formel mit aufgenommen wird. 
Fiir m = 3 wird namlich 
1 oF Mv » 
3 3 
== = |, Jo. 7 Lee Pear 
pees + —mv + v? 
abnlich fiir m == — 3 [bei gleicher Vorzeichenbestimmung der Quadrat- 


wurzel wie in (39) |. 

Aus (40) folgt (man beachte das umgekehrte doppelte Vorzeichen 
in J, und J,) fiir jeden durch ein bestimmtes m charakterisierten 
Ubergang aus dem p,- oder p.-Zustand in den s-Zustand: 

In + 2Io = 3, (41) 
giiltig insbesondere auch fiir m= + 3, wo Jg = 3/o, Jx = O ist. 
Zur quantentheoretischen Deutung dieser Beziehung bemerken wir 
folgendes: 1. Die 6-Komponenten sind zirkular polarisiert, die 2-Kom- 
ponenten linear. Bei transversaler Beobachtung, auf die sich unsere 
Intensitats-Schemata beziehen, wird jede ausgestrahlte z-Intensitat 
ganz, jede 6-Intensitét nur zur Hialfte wahrgenommen. Um die 
ganze ausgestrahlte Intensitét zn bekommen, muS man daher wie in 
(41) Jn +2J, bilden. 2. J, faBt quantentheoretisch die Wahrschein- 
lichkeit dafiir zusammen, daB8 zunichst ein gewisser p-Zustand als 
Anfangszustand erzeugt wird und da dieser unter z-Ausstrahlung in 
einen s-Zustand iibergeht. 3. Ebenso bedeutet 2J; die Wahrschein- 
lichkeit, daB zunichst derselbe Anfangszustand angeregt wird und 
daS darauf 6-Ausstrahlung erfolgt. 4. Handelt es sich wie bei den 
D-Linien um den Anfangszustand 2,;, so ist nur der Ubergang in 
den s-Zustand, insbesondere kein Ubergang in den d-Zustand ener- 
getisch méglich. Der g-Zustand ist als Endzustand dem angeregten 
p-Zustand eindeutig zugeordnet, wie z.B. die Tabelle in- § 5 zeigt. 
5. Die Wahrscheinlichkeit, da aus dem angeregten p-Zustande der 
Ubergang in den s-Zustand, sei es unter a- oder unter 6-Ausstrahlung, 
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erfolgt, ist gleich 1, 6. Fassen wir also den z- und. den 6-Ubergang 
zusammen, so erhalten wir in J,+2J, ein :reines Ma ‘fiir die’ 
Wabhrscheinlichkeit des Anfangs-p-Zustandes:.. Diese: Wahrschein- 
lichkeit ist fiir alle p-Zustinde nach (41) die gleiche, also 
unabhingig von m und von der Starke des magnetischen 
Feldes, naimlich entsprechend der Zahlung der urspriinglichen Inten- 
sitat von D, und D, gleich 3. Wir kénnen also, nachdem wir in 
solcher Weise die Ubergangswahrscheinlichkeit eliminiert haben, von 
einer reinen Termwahrscheinlichkeit sprechen. Es ist sehr be- 
friedigend, daB diese fiir jeden magnetisch aufgespaltenen Term gleich 
groB ausfallt. Die Ubergangswahrscheinlichkeit dagegen ist, wie (40) 
zeigt, verschieden und iiberdies vom Felde abhangig; bald tiberwiegt 


‘die Neigung zu einem z-, bald zu einem o-Ubergange. 


§ 7. Verallgemeinerung. Wie friiher!) gezeigt wurde, ist 
der ,Rungesche Nenner“ der Dublettsysteme gleich 1, 3, -5, 7 fiir 
den s-, p-, d-, b-... Term, also allgemein gleich 2n—1 fiir den Term © 
mit der azimutalen Quantenzahl n. Das Auftreten des Nenners 3 in 
der Energieniveau-Formel (38) bat offenbar seinen Grund in diesem 
Gesetz der Rungeschen Nenner; dic Formel erweitert sich daher 
fiir die héheren Terme eal 


| ae ea 5 (™ + \ Lt gece Sa 0) trom. (42) 


Natiirlich ist dabei die GréBe v = ae /AVyorm fiir die héberen 
Terme mit der Schwingungsdifferenz Jv) dieser Terme, nicht wie 
bisher mit der der p-Terme zu bilden. Fiir den d-Term 2n—1=5 
stimmt (42) bei schwachen Feldern genau iiberein mit den von Landé?) 
aus den Backschen Aufnahmen der I. N.S. abgeleiteten Energie- 
niveaus und 148t sich an diesen Aufnahmen in allen Einzelheiten be- 
stitigen. Unsere Fig. 2 zeigt in der oberen Zeile die Verbiltnisse 
bei schwachen Feldern, d. h. die anomalen Zeemaneffekte der drei 


 Linien (p;d;), in der unteren Zeile die Verhiltnisse bei starken 


Feldern, d. h. das normale Triplett des Paschen - Back -Effektes, und 
stellt zugleich in den mittleren Partien die Umwandlung des einen 
in den anderen Typus schematisch dar. 

Wenn im Verlaufe der Umwandlung das Magnetfeld zwar als 
stark gegeniiber dem wenig getrennten d-Term, aber noch nicht als 
stark gegeniiber dem p-Term zu gelten hat, so entsteht statt des 
»totalen“, in der unteren Zeile unserer Figur dargestellten Paschen- 


1) In der zitierten Arbeit Ann. d. Phys. 68, Teil V. 
2) ZS. f. Phys. 5, 231, 1921. 
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Back-Effektes ein ,,partieller‘ Paschen-Back-Effekt, wie er z. B. in der 
I.N.S. von Na beobachtet wird. Nuaheres hieriiber und tiber die Er- 
weiterung der Formel (42) auf Triplettsysteme findet man in meinem 
Buche!) ,Atombau und Spektrallinien*. 


= 
Avrorm. 


Ich méchte nicht versiumen, Herrn stud. W. Heisenberg fiir 
seine erfolgreiche Mitarbeit an dem ganzen Problem der anomalen 
Zeemaneffekte herzlich zu danken. 


1) Dritte Auflage (Braunschweig 1922), Kap. 6, § 7. 


i) (a 
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Zur Quantentheorie 
der Linienstruktur und der anomalen Zeemaneftekte. 
Von Werner Heisenberg in Minchen. 


Mit einer Abbildung. (Eingegangen am 17. Dezember 1921.) 


Die groBe RegelmiBigkeit und Gesetzmibigkeit der Aufspaltungs- 
bilder im anomalen Zeemaneffekt ist in letzter Zeit mehrfach Gegen- 
stand eingehender Untersuchungen geworden. Zunichst hat Back’), 
dem man ja auch das empirische Material wesentlich verdankt, den 
einheitlichen Aufbau der Zeemantypen klargelegt. Dann hat ins- 
besondere Landé2) in Weiterfiihrung des quantentheoretischen Stand- 
punktes, wie er im ,magnetooptischen Zerlegungssatz“ von Sommer- 
feld%) eingenommen wurde und unter Verwendung von dessen ,,inneren 
Quantenzahlen“, die magnetischen Aufspaltungen fiir kleine Felder in 
einfache quantentheoretische Formeln zusammengefaBt, die sich auch 
extrapolatorisch gut bewahrt haben. In Teil Ii4) versucht Landé 
bereits, seinen Formeln gewisse modellmifige Vorstellungen unter- 
zalegen. In allerletzter Zeit haben Paschen und Back*) merk- 
wiirdige magnetische Eigenschaften der zusammengesetzten Dubletts 
und Tripletts aufgedeckt, die mit dem behandelten Problem in innigem 
Zusammenhang zu stehen scheinen. Kin weiterer Ausbau des empi- 
rischen Materials kann noch dadurch erfolgen, daS man die Voigt- 
sche Theorie der D-Linienaufspaltung bzw. deren von Sommerfeld 6) 
herriihrende Vereinfachung in die Sprache der Quantentheorie tiber- 
setzt. Bei den Dubletts kénnen wir dann den ganzen Ubergang von 
kleinen magnetischen Feldern (anomaler Zeemaneffekt) bis zum Paschen- 
Backeffekt genau verfolgen. — Von einer Theorie aller dieser Er- 
scheinungen miissen wir fordern, dab sie 1. die Linienstruktur aller 
Elemente qualitativ und, soweit dies ohne Kenntnis der Einzelheiten 
der Modelle méglich ist, quantitativ erklart, und daB sie 2. das ge- 
samte bisherige empirische Material iiber anomale Zeemaneffekte, also 
auch den Ubergang zum Paschen-Backeffekt, darstellt. Bevor wir zur 


Entwicklung einer Theorie tbergehen, soll das empirische Material 


1) E. Back, Die Naturwissenschaften 9, 199, 1921. 

2) A. Landé, ZS. f. Phys. 5, 231, 1921. 

3) A. Sommerfeld, Ann. 4. Phys. 63, 221, 1920. 

4) A. Landé, ZS. f. Phys. 7, 398, 1921. 

5) Zeemanjubilaumsheft, Physica 1, 261, 1921. 

6) A.Sommerfeld, Gotting. Nachr. 1914, Marz; ZS. f. Phys. 8, 257 —272, 1922. 
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noch einmal kurz zusammengefaBt werden; fiir die Begriindung und 
Priifung verweisen wir auf die genannten Abhandlungen oder auf die 
im Erscheinen begriffene Neuauflage des Buches!) von Sommerfeld. 


I. Dublettstruktur. 


Ist 4, die normale magnetische Aufspaltung, gemessen durch 
A Vy ae oy: H, und 4 der urspriingliche Linienabstand im Dublett 
bzw. Zv.h die Energiedifferenz der beiden Dubletterme, und endlich 
v das Verhiltnis: v = 5, so ist nach Landé fiir v ~ oo die Zusatz- 
energie eines Energieniveaus im Magnetfeld, dessen azimutale Quanten- 
zahl n, dessen ,innere“ Quantenzahl?) nz sei, gegeben durch 


* 
AB Av, -h, (1) 
pea 
wo m* eine magnetische Quantenzahl ist, die die Werte + ( : 4 ef ; Pe -) 


- annehmen kann §8), mit der Nebenbedingung |m*|< nj. Wir kénnen 
diese Formel auch so schreiben: 

ZU = Ms (i +55) 40. h, (2) 
wobei das obere Vorzeichen fiir das obere Dublettniveau (nz = n), 
das untere fiir das untere Niveau (ny = —1) gilt. Ferner besagt 
die viel allgemeinere Voigtsche Theorie‘), in ihrer Extrapolation, 
folgendes: Ist EH das Mittel der Energien der beiden Dubletterme, so 
ist die Gesamtenergie gegeben durch: 


B= E+ dy.h[mrty [orp 2% oti], (3) 


1) A. Sommerfeld, Atombau und Spektrallinien, 3. Aufl. , Braunschweig 
1922, Kapitel 6. 


2) Die Sommerfeldsche Bezeichnung ; andern wir ab in mz, um an- 
zudeuten, dai bei den Dubletts, wie spater oeackaw werden soll und wie auch 
schon von Landé vermutet wurde, mz die Quantenzahl des Gesamtimpulses des 
Atoms darstellt. Bei den Tripletts ist der Zusammenhang zwischen n jz und dem 
gesamten Drehimpuls jedoch komplizierter. 


3) Diese ,Halbzahligkeit* deuten wir durch das Symbol m* = jw an 
g an. 


i 1 
Ebenso sei n* = n— = 


*) Ihre Ubereinstimmung mit der Erfahrung bei Li, 2 = 6708 zeigt Kent 
Astrophys. Journ. 40, 3438, 1914. 


a 
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Diese Formel enthilt natiirlich (1) und (2) in sich. Fiir kleine 
Felder ist namlich » sehr gro8; entwickeln wir also nach Potenzen 


1 ae 
von —, 80 ergibt sich: 


_ * 
Bae 4%y.b[mt+5 (14+) 
er 1 
= E+ -h+ dy,.h.m* =——~ }; 
+ hb ay h.m*(1t5 >) 
Fir groBe Felder, also » ~ 0, gibt die Formel (3) den Paschen- 
Backeffekt: 


EE =-B + Ay -h. (me £5)5 


m*+1/, ist namlich eine ganze Zahl. Durch die Formel (3) wird 
also das ganze empirische Material der -Dubletts beschrieben. 


Il. Triplettstruktur. 


Hier gilt fiir kleine Felder nach Landé die folgende Formel 
fir die Zusatzenergie im Magnetfeld: 


4E = m(14—) 4%.) fiir ny = n; 

1 1 F 
4B = m(1— 7 +) avy.h fiir ny = n— 1; (4) 
4B = m(1———— Av, .h Titi a — 


Die magnetische Quantenzahl m soll jetzt eine ganze Zahl sein 

mit der Nebenbedingung 
jm| < ny. 

Fiir starke Felder haben wir auch hier den Paschen-Backeffekt. 
Hin Analogon zur Voigtschen Theorie der D-Linien fiir den UWher- 
gang von schwachen zu starken Feldern existiert bei den Tripletts nicht. 

Nachdem wir so alle bisherigen Messungen und Beobachtungen 
in ein einfaches Quantenschema geordnet haben, soll die Frage nach 


der modellmaSigen Deutung aufgenommen werden. 


§1. Allgemeine Annahme iiber Dublettatome. Im perio- 
dischen System der Elemente ist fiir die Linienstruktur eine Eigen- 
schaft auSerordentlich charakteristisch: Dublettstruktur ist stets mit 
ungerader Valenz verbunden, Triplettstruktur mit gerader Valenz. 


_ Dieser Satz ist schon von Rydberg!) ausgesprochen worden, exakter 


1) A. Rydberg, Astrophys. Journ. 6, 239, 1897. 
90 * 
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begriindet wurde er von Sommerfeld?). Die einfachste Deutung 
dieser Tatsache wiirde in der Annahme liegen, daB bei den Dubletts 
ein, bei den Tripletts zwei a4uBere Elektronen durch losere Kopplung 
eine gewisse ausgezeichnete Rolle spielen. 

Wir beschreiben also ein ,,.Dublettatom“, speziell z. B. ein Alkali, 
in folgender Weise: 

Es besteht aus einem um den Kern gruppierten, starker zusammen- 
gekoppelten Komplex von Elektronen, den wir in Zukunft den ,Atom- 
rumpf“ nennen wollen, und einem AuSeren Elektron, dem ,,Serien- 
elektron“ oder ,,Valenzelektron*. Im Normalzustand, der durch den 


: h 
Term 1s gegeben ist, hat das ganze Atom den Drehimpuls l-ge 


Den Faktor i wollen wir in Zukunft der einfacheren Ausdrucks- 


weise halber weglassen und sagen: Das ganze Atom hat im Normal- 
gastand den Impuls 1. Dies entspricht der bisher iiblichen Annahme 
iiber den s-Term. Nun fragt sich: Kénnen wir iiber den Impuls 
des AuBeren Elektrons allein eine Aussage machen? Zunichst ist 
klar, daB dieser Impuls keineswegs konstant sein wird; im Verlauf 
der Bewegung wird vielmehr Impulsmoment vom Rumpf auf das 
Elektron und umgekehrt iibergehen. Wir wollen jetzt die fiir alles 
folgende grundlegende Annahme machen, da8 im zeitlichen Mittel die 
Verteilung des Impulses zwischen beiden eine gleiche, also der 
mittlere _Impuls des AuSeren Elektrons wie der des Rumpfes 1/, sei. 
Diese Annahme ist identisch mit der folgenden: Das aufere Elektron ist 
hinsichtlich seines Impulses analog gequantelt, wie ein (relativistisches) 
Wasserstoffatom, jedoch mit der Quantenzahl 1¥/,. Damit wir die 
letztere Form der Annahme aus der ersten ableiten, bemerken wir: 

Um die stationiren Bahnen des auBeren Elektrons festzulegen, 
benutzt man Winkelvariable?), deren Einfiithrung, wie sich aus der 
Tatsache der Serienspektren folgern ]4Bt, derjenigen bei Wasserstoff 
nachzubilden ist. Durch die erste Quantenbedingung wird dann be- 
kanntlich die allgemeine Serienform festgelegt: 


Rh 

ae 
wobei R die Rydbergzahl und m die in den Serien auftretende Ge- 
samtquantenzahl ist. Dieses m hat natiirlich nichts mit der magne- 


tischen Quantenzahl der Einleitung zu tun. 


1) Ann. d. Phys. 1. c. oder ,Atombau‘ 3, Kap. 6, § 6; 467. 
*) Vgl. etwa Kramers, Z8. f. Phys. 3, 199, 1920. 
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Die zweite, uns interessierende, Quantenbedingung liefert das 
Auseinandertreten der Balmerserie in die verschiedenen (s, p, d usw.) 
Serien. Sie lautet: 


2% 
fvapB —s nay 
0 


Hierin bedeutet » das Impulsmoment des Elektrons, 6 die ihm 
konjugierte Winkelvariable, nimlich den Winkel, den die groBe Achse 
der Bahn mit einer Koordinatenachse (bei Polarkoordinaten gm = 0) 
einschlieBt. mn* sei die ,Impulsquantenzahl“ des ‘uBeren Elektrons. 
Auf der linken Seite steht offenbar das 2 2-fache des zeitlichen Mittel- 
wertes von p, wenn dieser Mittelwert iiber einen vollen Perihel- 
umlauf erstreckt wird. Da innerhalb eines Perihelumlaufs das Elek- 
tron oft in seiner Bahn kreist, so wird sich dieser Mittelwert p in 
hinreichender Naherung nicht von dem oben definierten, der gleich 
1/, gesetzt wurde, unterscheiden. 

Wir schlieBen also aus p —1/, in der Tat n* = 1/, fiir die 
Grundbahn (1 s), ebenso fiir jede Bahn (ms). 

Wir nehmen jetzt an, da{ der Atomrumpf seinen mittleren Im- 
puls 1/. auch in den angeregten Zustinden behalten soll. Fiir das 
AiuBere Elektron bedenke man, daB die in den Serienformeln auf- 
tretende Quantenzahl m stets ganzzahlig ist und daS m als Summe 
der Impulsquantenzahl und der radialen Quantenzahl betrachtet werden 
kann. Daraus folgt, daB die radiale Quantenzahl halbzablig, d. h. mit 
den Werten (1/,, 8/,...) fortschreitet und daS ihr Minimalwert 1/5, 
nicht 0 ist1). Der Minimalwert von m wird dementsprechend n* + 1/9, 
wenn wir das eben geschilderte Verhalten der radialen Quantenzahl 
auch fiir die anderen Serienterme fordern. Nun ist der Minimal- 
wert von m identisch mit der bisher iiblichen konventionellen azimu- 
talen Quantenzahl ». Wir erhalten so: 

n* —n—1/y (5) 

Es ergibt sich also das folgende Atommodell: In der Mitte ein 
»Rumpf* mit dem mittleren Impuls 1/,, auBen ein Elektron mit dem 
mittleren Impuls n—1/,. Jetzt entsteht die Frage: Wodurch ist die 


‘relative Lage dieser beiden Drehimpulse m—1/, und 1/, festgelegt? 


Hier ist nun zu bedenken, da zwischen diesen beiden Impulsen eine 
magnetische Wechselwirkung besteht, die sich, fiir ein spezielles Atom- 


1) Schrédinger (ZS. f. Phys. 4, 347, 1921) macht es wahrscheinlich, daB 
in den s-Termen der Minimalwert yon m gleich 2, der der radialen Quantenzahl 
also gleich 3/5 ist. In den anderen Serientermen haben wir aber den Minimal- 
wert 1/, als gesichert zu betrachten. 


278 Werner Heisenberg, 


modell, genau berechnen laBt. Sei # der Winkel zwischen den beiden 
Impulsachsen, so ist die magnetische Wechselwirkungsenergie 
A E prop. H; cos 3. 
H, sei das Magnetfeld, welches das Valenzelektron in der Nahe des 
Rumpfes erzeugt. 
Der Proportionalitatsfaktor wird (vgl. Einleitung): Impuls des 


Rumpfes >< ears 
Also betrigt die Wechselwirkungsenergie 
tte re 
= I ——_—_— ew —— a ov. 6 
—— 2 Tc va a (6) 


Der Winkel & ist hierbei jedoch nicht beliebig, sondern nach 
Sommerfeld‘) durch die sogenannte raumliche Quantelung festgelegt. 
Das Prinzip der réumlichen Quantelung besagt folgendes: AuBer dem 
Impulsvektor ist auch seine Projektion auf die Achse eines etwaigen 
magnetischen Feldes, also die Komponente des Impulses um die Feld- 
achse, bestimmt durch feste Quantenzahlen. 

Nach unserer Annahme (5) 

n* = n—"/, 

schreitet der mégliche Impuls des Elektrons halbzahlig (4/, 3/,...) 
fort. Wir miissen dasselbe auch von der Projektion seines 
Impulsvektors auf die Feldachse (also hier auf die Achse des 
vom Rumpf herriihrenden inneren Magnetfeldes) fordern. Diese 
Notwendigkeit ergibt sich schon daraus, da wir jedenfalls die (bei 
Abwesenheit auBerer Felder!) mechanisch natiirlichste Stellung * — 0, 
cos ® = 1 in den Bereich der Méglichkeit zu ziehen haben. 

Bei dieser Annahme folgt fiir die mégliche relative Lage des 
Atomrumpfes und des Valenzelektrons 

m* cost = m*. (7) 

Fir die Quantelung im 4uBeren Felde wenden wir gleich die 

analoge Gleichung 

n* cos 0, = m* (7a) 
an, deren Bedeutung wir in § 2, 8.297 und 8S. 300, Gleichung (17) 
naher erlautern werden. 

Hier bedeutet m* eine ,innere“ magnetische Quantenzahl. Diese 
kann, wie spater auseinandergesetzt werden soll, im Falle der Dublett- 
atome nur die beiden Werte + n* und —n* annehmen; also ist 


Coste) == iad. 


1) A. Sommerfeld, Ann. d. Phys. 51, 1, 1916, § 7. 
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Wir erhalten daher fiir unser Atommodell zwei fundamentale 
Stellungen: 

1. Die Richtung der beiden Impulsvektoren n —1/, und 1/, ist gleich; 

2. sie ist genau entgegengesetzt. 

Der Gesamtimpuls des ganzen Atoms ist im ersten Falle 

m—MWo+1/, =n, 
im zweiten Falle 
n—',—V, = n— 1. 

Diese beiden Méglichkeiten liefern, wie wir behaupten, die beiden 
verschiedenen Dublettenergieterme '). Die Bedeutung der inneren 
Quantenzahl ny; ergibt sich dann von selbst; sie stellt den Gesamt- 
impuls des Atoms dar, wahrend » die Summe der absoluten Betrige 
der beiden Impulse — Elektron—Rumpf — angibt. Dem entspricht 
es, daB ein Dublettniveau mit der azimutalen Quantenzahl n stets in 
zwei Niveaus mit den inneren Quantenzahlen ny =n und ny =n—1 
zerfallt. Die Energiedifferenz dieser beiden Dublettniveaus folgt aus 
(6) und (7) zu2): 


also 
Be en (8) 


Hierin bedeutet 4v den in Wellenzahlen (cm—1) gemessenen 
Abstand der beiden Linien. 

Damit haben wir eine Hypothese iiber das Wesen der Dublett- 
struktur eingefiihrt; wir wollen sehen, wie sie sich dem Problem der 
anomalen Zeemaneffekte gegeniiber bewabrt. 

§ 2. Verhalten der Dublettatome im AuBeren Magnet- 
felde. H sei die Starke eines auBeren magnetischen Feldes. Wir 
fiihren, wie in der Einleitung, die GréBe 

ie I 


ee ial 
aie 4namc 
ein und setzen 
an Av A; 
fsa Ee H 


1) Es ware hier die Frage aufzuwerfen, weshalb der s-Term nicht doppelt 
jst. Wenn wir mit Schrédinger annehmen miissen, daf das s-Elektron in den 
Rumpf eindringt, so ist eine Auszeichnung des gleichsinnigen Drehimpulses sehr 
plausibel. Jedenfalls miBte die ungleichsinnige zweite Bahnméglichkeit eine 
ganz andere Energie — wohl eine sehr viel kleinere — ergeben. Die Beob- 
achtung scheint aber ein in Strenge einheitliches s-Niveau zu verlangen. 

2) H, hat fiir beide Niveaus dieselbe Gréfe, da diese nur vom auSeren 
Elektron abhangt, das in beiden Fallen wesentlich dieselbe Bahn beschreibt. 
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Um zunichst die Stellang der Bahn des d4uferen Elektrons gegen 
das Feld zu definieren, fiihren wir ein réumliches Polarkoordinaten- 
system ein, dessen Polarachse dem Feldvektor H parallel geht, und 
beschreiben die Lage der mittleren Bahnebene (von der Bahnebene 
schlechtweg zu sprechen, hatte keinen Sinn, da die Bahn im all- 
gemeinen nicht eben sein wird) durch den Winkelabstand 1) y, der 
Knotenlinie von der Meridianebene g = 0 und durch den mittleren 
Impuls g des Elektrons um die Feldachse. Der Winkel #,, den die 
Impulsachse des 4uSeren Elektrons mit der Feldachse einschlieBt, ist 


dann festgelegt durch cos ?, = 5 (p der mittlere Impuls des duBeren 


Elektrons). Die Koordinaten y,, 4 sind als konjugierte Variable eines 
ungestérten Wasserstoffatoms hinreichend bekannt. Analog kénnen 
wir die Lage des Atomrumpfes durch den Winkel %, beschreiben, 
den sein Impulsvektor mit dem Feldvektor H einschlieBt (der dem 
d entsprechende Drehimpuls 4g, des Rumpfes um die Feldachse inter- 
essiert uns nicht weiter), und durch den Winkel y,, den wir als 
Winkel deuten zwischen gm — 0 und der Schnittlinie einer zum Dreh- 
impulsvektor des Rumpfes orthogonalen Ebene und der g- Ebene. 
Der Winkel ,, zwischen den beiden Vektoren des mittleren Impulses 


1 ; , 
n= = 2 — 9 und 1/, ist dann elementargeometrisch gegeben als 


COS Dy, == cos 9, cos P, + sin B, sin B, cos (y; — 7»). 

Dazu merken wir an: 

_— se. cos 1, = cos #, sin t, — sin B, cos By cos (7, — yo). 

Jetzt sind wir in der Lage, den durch das innere und dnBere 
Feld verursachten Energiezuwachs 4 FE als Funktion der Koordinaten 
zu schreiben. 4 spielt die Rolle einer Stérungsenergie (daB man 
Dublettstruktur und Zeemaneffekt als ,,kleine Stérung“ auffassen kann, 
ist ohne weiteres klar) und ist deshalb als ein zeitlicher Mittelwert 
definiert, wobei die zeitliche Mittelung iiber die lingste Periode des 
ungestérten Systems zu erstrecken ist?). Diese Mittelung ist der 
Grund dafiir, da, trotz der Inkonstanz des Impulses des Valenzelektrons 
einerseits, des Rumpfes andererseits, in die Energie der Zeemaneffekte 
nur die azimutale Quantenzahl eingeht. Wir erhalten so, wie in (6) 


: 1 
ABSA veoh | m cos ?, + 3 (cos , + v cos 2)|: (9) 


1) Der Index 1 bezieht sich auf das duBere Elektron, der Index 2 auf den 
Rumpf. 


2) Bohr, On the Quantum theory of line spectra. Part II. S.41 u. 87. 


PRS Fat. 
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Hierbei riihrt der erste Term vom. Einfiu8 des auBeren Feldes 
auf das Serienelektron her; er kénnte durch 4v,.2%  ersetzt werden. 
Der zweite Term bedeutet den Einflu8 des auSeren Feldes auf den 
Rumpf, der dritte endlich vertritt die Wechselwirkungsenergie. 

Einschaltungsweise wollen wir jetzt, bevor wir Ansatz (9) all- 
gemein auswerten, 4 fiir den Grenzfall v ~ oo fiir beliebige Werte 
von m? festlegen und den Beweis nachholen, daB m; nur die beiden 
Werte n* = n— 1/9; —n* = —(n—1/,) annehmen kann. Zu diesem 
Zweck stellen wir ein allgemeines Prinzip auf, das fiir eine beliebige 
Anzahl (4) méglicher Werte von m? Giiltigkeit haben soll. 

Sind JH,, JE,...4E, die zu den méglichen Werten von mM; y 
namlich m3, mi... mi,, gehdrigen Zusatzenergien, so muf gelten: 


A 
SAE = A.m*.d4v.h + const. (10) 

k=1 
Hierin bedentet m* die unten naher zu bestimmende magnetische 
Quantenzabl, von der wir hier nur die Eigenschaft voraussetzen, dal 
der Ubergang m* —> m* x-Komponenten, der Ubergang m* —> (m*-+ 1) 
6-Komponenten erzeugt. Die Konstante enthilt auch die Terme der 
Wechselwirkungsenergie, die von m* unabhingig sind. Ob m*, wie 
hier geschrieben, halbzahlig oder ob es ganzzahlig ist, ist gleichgiiltig. 
Dieses Prinzip kann etwa folgendermafen begriindet werden: 
Die Uberlegungen, die Rubinowicez!) iiber die Ausstrahlung von 
Impulsmoment anstellt, wiirden, auf das einzelne Atom angewendet, 
stets den normalen Zeemaneffekt liefern. In der Tat verlangt Rubi- 
nowicz fiir eine 6-Komponente stets die Ausstrahlung des Dreh- 


impulses = um die Feldachse; da aber JE fiir v ~ c proportional 


dem Impuls um die Feldachse ist, so bedeutet dics normale Aufspal- 
tung der Linie. Wir kénnen also, um nicht in Widerspruch mit der 
Erfahrung zu kommen, das Rubinowiczsche Prinzip nur fiir die 
Gesamtheit der Atome?) gelten lassen. Der in senkrechter Polarisation 


h 
ausgestrahlte Gesamtimpuls mu hiernach bei N Atomen N.- on be- 


tragen. Nehmen wir noch an, daS unsere 4 verschiedenen Atome 
gleichwahrscheinlich sind, so folgt daraus der obige Satz. 

Nun wollen wir JE (v~ oo) als Funktion von m* und m* an- 
schreiben. Wir verlangen, daf die stationaren Zustinde des Atoms 


1) Rubinowicz, Phys. ZS. 19, 441, 465, 1918. 

2) Damit stellen wir uns in bewuften Gegensatz zur klassischen Aus- 
strahlung. Die Folgerungen aus diesem physikalisch héchst wichtigen Ergebnis 
mégen der unten noch zu erwahnenden, spateren Arbeit vorbehalten bleiben. 
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im Felde H, wie in Gl. (7), dadurch gegeben seien, da die Projektion 
des mittleren Impulses des fiuBeren Elektrons auf die Feldachse H gleich 


mit sei. [Fir m* —=-+n* stimmt diese Forderung mit (7a) 
7% 


iiberein|. Es wird sich spater ergeben, daB dann fiir m* das Auswahl- 
prinzip Giiltigkeit hat. Der Gesamtimpuls des Atoms sei J, sein 
Winkel gegen die Feldachse @. Dann gilt, wegen cos? = ae 
* ; n 

[vgl. (7) ]: 

d= Yn*? + 2-1/,-n* cosB + (1/,)? = yn*2 + mF + (2/,)3. 
Der mittlere Impuls p des iuBeren Elektrons entsteht jetzt durch 
Mittelbildung auch tiber die durch H; hervorgernfenen Bewegungen 


und stimmt iiberein mit der Projektion von p — n* -— auf die 


2% 
Richtung von J. Denn vermége der ,,Larmorprazession“ von H; (die 
wegen H < H; noch nicht. merklich gestért wird) fiihren die Vektoren 
n* und 1/, Prizessionen um J aus. p wird also geometrisch: 


— F242 (1/2 
+ sale (2/2) 


Didi “Oa 
Daraus folgt dann, weil 7 H = (J.cos@ + 1/,vcos#) 4v,.h und cos O 
Ch 
a z D} * * 
ES i 2 ° 
yh psa a ee mi + (/2)?) es 
2n*2 + mF T 9 n* 
2775 i |at mi + Ys ) eee ee. ARS 
oan ai on*2 + ms)” | 
Gleichung (10) verlangt jetzt zur eee aeNe von A und m;: 
a 
miz + 4/5 > mix + Vo 
it 2 =e tk pa) 
V+; oe 2 an Sy te 


Denkt man sich die m; als Funktion von »* geschrieben, so findet man, 
da diese Gleichung durch die Werte 4 = 2, mz, = n*, m& = —n* 
und nur durch diese befriedigt werden kann. Der Wert m? = — 1/4 
ist auszuschlieBen, weil cr fiir den Atomrumpf zu einer Bewegung 
fiihren wiirde, die derjenigen entspricht, die z. B. ein Wasserstoffatom 
im duberen Magnetfelde ausfiihrt, wenn sein Impuls um die Feld- 
achse 0 ist. Dieser Bewegungszustand ist aber nach Bohr verboten. 
Die Gleichung (10) scheidet also aus der Schar der méglichen Werte 
von m; gerade zwei ,brauchbare“ aus. 


ee 


_ 
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Setzen wir die beiden, nun gesicherten GréBen mi = n*, — n* 
in Gleichung (11) ein, so ergeben sich sofort die Landéschen 


_ Formeln des anomalen Zeemaneffektes (H < H;): 


AE, = Av_.h | m* (14 srt) fs s\s 


ah, =F, -h | m* (ia—*4) ait |: 


Wir gehen jetzt wieder zum allgemeinen Fall (beliebiges v) tiber. 
In Gleichung (9) soll #, spater festgelegt werden, tiber 0, wollen wir 
zunichst verfiigen. Dies geschieht einfach durch die Forderung, dab 
die Richtung des Drehimpulsvektors des Atomrumpfes stets mit der 
Richtung der Resultante von H und H; zusammenfallen solle. Der 
damit charakterisierte Ubergang von kleinem zu groBem Felde H stellt 
einen adiabatischen ProzeB dar (der fir H<H; natiirlich cos 01, 
= +1 liefert). Man erkennt dies daraus, daS dann das Phasen- 
integral des Rumpfes um die Feldrichtung, d. i. die Projektion seines 
mittleren Impulses auf die Resultante, tatsaichlich invariant ist. 

Die Einstellung in die Resultante definieren wir am bequemsten 
nach dem Prinzip der virtuellen Verriickungen so, da$ wir setzen 
O4E 04H 
08 OY 
also den vom Rumpf herriihrenden Teil der Zusatzenergie mit X, so 
haben wir 


— 0 unter konstant gehaltenem 9,. Bezeichnen wir 


X = cos®, + v cos Dio, (12) 
und die Bedingungen 
0X ; 0 
ars a Kl ee sin 7; — 255, COS Dio (13) 
und 
OX _ 6, ah. sin(y,—7) = 0. (14) 
OV. 


Die drei Impulsvektoren liegen stets in einer Ebene. Maultiplizieren 
wir jetzt (12) mit cos®, und (13) mit sin®,, ein anderes Mal (12) 


mit cos #,, und (13) mit — aM cos #1, 80 ergibt sich durch Addieren: 


OD>, 
Xcos#, = 1+ cosd, 
und 
X cos M1, = cos, + v[cos? 9, + sin? d, cos? (v1 —2)] = 0+ cos. 
Multiplizieren wir (12) mit X und setzen die Werte von X cos #, und 
X cos M,, ein, so folgt: 
xX? = 14+2vcosd, +2 (15) 
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Gehen wir damit wiederum in (11) ein und ersetzen cos#, durch 


q _ 2"g 


Au = 4y,.n| 7245 yiteoey? opal. (18)! 


In dieser Energieformel ist charakteristischerweise 7, herausgefallen; 
y, ist also fiir die Strungsrechnung eine zyklische Koordinate. Daraus 
folgt ein Doppeltes *): 

1. daB wir auch fiir beliebige Felder 


2% 


\ody = Ing = m*h (17) 
0 


durch die hier einzufiihrende Quantenzahl m* festzulegen haben (vel. 
7a) und 

2. daB fiir m* ein Auswahlprinzip der bekannten Art gilt, nam- 
lich: m* —> m* gibt a-Komponenten, m* —> (m*+1) gibt 6-Kompo- 
nenten; da die fiir m* in Betracht kommenden Werte, wie schon 
in der Bezeichnungsweise angedeutet, halbzahlig werden, na&mlich: 
+ (2/9, 3/9, 5/g+++), wurde schon in Gleichung (7) begriindet. 

Setzen wir (17) in (16) ein, so ergibt sich 


AE = 4q.h|m* +5 14+ 27% o+sl; (18) 


wie in der Einleitung (3) hervorgehoben, gibt diese Gleichung die 
anomalen Zeemaneffekte der Dubletts erschépfend wieder. [Zu (18) 
miissen wir hinzufiigen, daB die Bedingung gilt |m*|<mny. Dies wird 
in einer sogleich zu erwihnenden spateren Arbeit begriindet werden. | 
Wir sind also, durch Anwendung quantentheoretischer Stérungs- 
rechnungen auf unser hypothetisches Dublettatom, zu derselben Formel 
gekommen, die aus der Voigtschen Theorie extrapoliert war, und 
haben damit den Anschlu8 an simtliche Beobachtungen erreicht, die 
iiber die anomalen Zeemaneffekte von Dublettsystemen bis jetzt gemacht 
_ worden sind. Kine spitere gemeinsam mit Herrn Prof. Sommer- 
feld auszufiihrende Arbeit wird zeigen, daB sich, als Folge dieser 
Ableitung, auch die Intensitatsfrage mittels des Korrespondenzprinzips 
befriedigend lésen 14Bt. Insbesondere wird das Verschwinden einiger 
Komponenten im Paschen-Backeffekt und die Durchbrechung des 
Auswahlprinzips von nz durch Magnetfelder?) eine Begriindung er- 
heischen. In der dargestellten Betrachtungsweise hat tibrigens der 


1) Vgl. Bohr, 1. c. Part. II, 8. 54—60. 
*) Paschen und Back, l. c. Zeemanjubilaumsschrift, Physica 1, 261, 1921. 


- 


* 
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Paschen-Backeffekt eine einfache, anschauliche Bedeutung. Wahrend 
die Bahn des auSeren Elektrons von schwachen bis zu starken Feldern 
stets dieselbe Lage (7a) oder (17) gegen das auSere Feld hat, wird 
der Atomrumpf durch das stirker werdende auBere Feld allmahlich 
gedreht, bis sich sein Impuls im totalen Paschen-Backeffekt parallel 
gam Feldvektor einstellt. — Im totalen Paschen-Backeffekt werden 
ferner im allgemeinen die resultierenden Linien des Lorentztripletts 
schmale Mehrfachlinien von der GréSenordnung der urspriinglichen 
Dubletts bleiben, in derselben Weise, wie dies z. B. beim Starkeffekt 
des Wasserstoffs der Fall ist. Neueste Beobachtungen von Paschen 
scheinen bei Li, 4 — 6708, auch dies Resultat der Theorie quantitativ 
zu bestatigen, doch sind die Untersuchungen dariiber nicht abge- 
schlossen. 

Eine genaue Priifung hat die Theorie bei mittleren Magnetfeldern 
nur im Falle des D-Linientypus erfahren1). Fir den Beginn der 
,»magnetischen Beeinflussung“ liegen auBerdem jetzt Messungen von 
Paschen (l.c.) an den verbotenen Linien d, p, fiir verschiedene Magnet- 
felder vor. Paschen beobachtet dort eine gewisse ,, Verschiebung on 
die die Abweichung der Linien vom gewohnlichen anomalen Zeeman- 
effekt miBt. Diese Verschiebungen lassen sich theoretisch aus (18) 
berechnen mit den Daten Jv und H. Wir stellen z. B. die empiri- 
schen Werte bei Al mit den aus Gleichung (18) berechneten zusammen: 
Es ist dort 4v3q = 1,32cm—! = 0,126 A. 


Tabelle 1. 4 = 38021A; y = 2p,—34,; H = 39000 Gaus. 
(9 in A-Hinheiten.) 
EEE 


It i | — 
ae a , Dreobachtet Dprerechnet | Tpsop. Dper. 
‘normal a 

4 23/,. — 0,054 — 0,060 + 0,006 

o =| 1h). | — — 0,050 = 
stom g | — | — 0,050 — 

x { eee — 0,042 — 0,089 — 0,003 
= the — 0,035 — 0,039 + 0,004 

Oe ere 29/5 — 0,023 — 0,023 0,000 


Die Ubereinstimmung ist vollstandig, schon wegen des wechselnden 


Vorzeichens der Abweichung. 


§ 3. Quantitative Folgerungen tiber den Dublettabstand 
im periodischen System. Einfache Rechnungen iiber den Dublett- 
abstand lassen sich offenbar nur dann mit einiger Sicherheit aus- 


1) Kent, 1. ¢. 
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fiihren, wenn wir den Rumpf in erster Naherung als unendlich klein 
voraussetzen kénnen. Fiir den p-Term ist das nur bei Lithium 3 der 
Fall, fiir den d-Term wohl noch bei Natriuam 11, viel weniger gut 
schon bei Kalium 19. Die Dimensionen des Rumpfes, d. h. die Ionen- 
radien, nehmen namlich mit der Ordnungszahi stark zu'). Khe wir 
nun den Gang mit der Ordnungszahl naher betrachten, wollen wir 
den Dublettabstand bei Lithium (2) unter méglichst einfachen An- 
nahmen ausrechnen. Wir nehmen an, daS die Bahn des 4uferen 
Elektrons eben sei und da der Dublettabstand nur durch magnetische 
Wechselwirkung bedingt werde. (Prinzipiell ist dies letztere namlich 
bei den vorangehenden Betrachtungen gar nicht vorausgesetzt — voraus- 
gesetzt ist nur eine Wechselwirkung, die [vgl. (9)] mit cos9,,. geht.) 
Wir haben also eine Bahn des iuBeren Elektrons mit den zwei Achsen 2): 
Halbe groBe Achse a, = a. 22 = 4a, halbe kleine Achse a, = a2.3/, 
= 3a. a sei der Wasserstoffradius. Die effektive Kernladung ist fiir 
das auBere Elektron 1. 

Das Magnetfeld ist in der Nahe des Rumpfes nach Biot-Savart 
gegeben durch 
OTR} eerste mt |b 4g 
ers me rs | 


(19) 
r bedeutet den Kernabstand, m[vr]| stellt das Impulsmoment des Elek- 


trons dar und ist als solches a > — Da uns der Mittelwert von H; 


: : % : 1 
interessiert, miissen wir noch 5 berechnen. Durch Einfiihrung der 


exzentrischen Anomalie 4 und der Exzentrizitat ¢ erhalten wir ohne 


weiteres: 
2a 


Ae Oe du my 1 1 
rs Qa )ak(1tecosu ai(l1—eye ae eu) 
tt) 
Aus (19) und (20) folgt: 
aa he 1 
H; — - . 
2% me a8.23.(8/,)2 eo 
Die Aufspaltung wird nach (8) 
Lote 
AVS Ee ==. 
Tame 4a me 


1) Vel. Grimm, ZS. f. phys. Chem. 98, 353, 1921. 
*) Siehe z. B. Sommerfeld, Atombau, 3. Aufi., Kap. 4, 8. 290. Man beachte 


daS an Stelle von m und n! hier halbe Zahlen, bei Li (2 Amlich 3 1 
zu treten haben. Bee 3 be fs 


Pa RAE H55 y 
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Das ergibt mit den bekannten Zahlenwerten 
a 
m.¢ 

AV,, = 0,32 em}. 


b= 6.55. 107%: = Api Und lara Uipoe 10%: 


Der empirische Wert ist nach Kent 0,34cm—1, die Ubereinstimmung 
ist, in Anbetracht des groben Naherungsverfahrens bei der Rechnung, 
sehr gut. Aus (19a) entnehmen wir auch sofort das Gesetz, mit 
dem 4,» je in den ersten Seriengliedern mit der azimutalen Quanten- 


zabl abnimmt: 
1 


ns. (nm — 1/9)? 
Der Abstand 473g wird also, wenn nicht andere Unterschiede sich 
geltend machen: 


Av ~ 


28 . (3/,)2 
38 . (5/5)? 
(GréBere Abweichungen von diesem Gesetz zeigen sich naturgemaS 
da, wo der Rumpf zwar fiir den d-Term, nicht aber fiir den p-Term 
als unendlich klein zu gelten hat; dann wird Jv; 4 < 0,11 4.) werden.) 
Er wiirde sich also bei Lithium zu 0,035cm—1 ergeben. Zu dieser 
GréBenordnung stixnmt gut, daB Kent in der zweiten Nebenserie 
0,34cm—', in der ersten Nebenserie aber nur 0,327cm—! fiir J) 
erhalt, ein Unterschied, den Sommerfeld auf die Multiplizitat des 
d-Terms zuriickfiihrt. In der Tat wiirden wir in der ersten Nebenserie . 
ein Liniengebilde vom Typus der zusammengesetzten Dubletts erwarten, 
dessen Schwerpunktsabstand sich zu etwa 0,32 ergibe. Doch kann man 
auf die hier in Betracht kommenden letzten Dezimalen sicher nicht 
allzu viel Wert legen. 

Fiir das Verhalten der Dublettabstinde mit wachsender Ordnungs- 
zahl kommen drei Ursachen in Betracht: 


AVs34 —_ 


. A V9 y == 0,11 - 4p. 


1. Hat der Rumpf nicht mehr als unendlich klein zu gelten, so 
wird die fiir das 4uBere Elektron wirksame Kernladung nicht mehr 
genau 1, sondern gréSer, sagen wir gleich Zog sein. Allgemein geht 


2 oe 
Hi; mit as (19). Da aber wiederum 7 mit Z geht, so folgt, daB H; 
r eff 


‘mit Ze proportional wird. 


9. Wenn wir etwa das duSere Elektron und den Rumpf durch 
zwei Elektronenbahnen vom Radius r, und 7, reprasentieren, so wachst 
die magnetische Wechselwirkung in dem Mabe, wie 1, = 1 wird, 
gegen unendlich. Je naher also die Bahn des duSeren Elektrons der 
des Rumpfes kommt, um so gréBer wird die Wcchselwirkungsenergie 
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3. Wenn Elektronenbahn und Rumpf sich sehr nahe kommen, 
wird man wohl annehmen miissen, da auch elektrische GréSen in 
den Bahnunterschieden eine Rolle spielen. Man kénnte sogar die 
Frage aufwerfen, ob das nicht auch bei den leichten Atomen (z. B. Li) 
der Fall ist und ob diese elektrischen Unterschiede nicht von héherer 
GroBenordnung sind als die magnetischen. Das méchten wir nicht 
annehmen, denn schon die Tatsache, da8 sich die Serienspektren im 
wesentlichen durch modifizierte Kernfelder beschreiben lassen, weist 
auf eine recht groBe Symmetrie des Rumpfes hin, auf eine Symmetrie 
nicht im geometrischen, sondern im physikalischen Sinne. 

Die angefiihrten Griinde machen ein allgemeines Anwachsen der 
Dublettdifferenz 4v mit der Ordnungszahl Z verstandlich. Das quanti- 
tative Gesetz dieses Anwachsens (ungefahr mit Z?) lat sich daraus 
jedoch nicht begriinden; dazu sind offenbar speziellere Vorstellungen 
iiber den Schalenbau notwendig. 


§ 4. Allgemeine Annahme iiber Triplettatome. Wie schon 
za Anfang von § 2 hervorgehoben wurde, miissen wir dem Triplett- 
atom konsequenterweise zwei Valenzelektronen zuschreiben. Wir fiigen 
also zu unserem Dublettatom noch ein weiteres s-Elektron mit dem 
Impuls 1, verteilen diesen Impuls 1 gleichmaBig auf Rumpf und Elektron 
und erhalten so fiir die Grundbahn des Triplettatoms zwei fundamen- 
tale Méglichkeiten: 

1. Der Atomrumpf hat den mittleren Impuls 0, das eine Valenz- 
elektron 1/,, das andere —1/,. Der Gesamtimpuls des Atoms ist 0, 
das Atom ist also diamagnetisch. ‘Wegen des Gesamtimpulses 0 wird’ 
diese Konfiguration besonders stabil sein. Sie liefert den Grund- 
term 18 der Einfachlinien. Wie sich aus Schliissen, die denen bei 
den Dubletts genau nachgebildet sind, ergibt, verallgemeinert sich 
diese These im angeregten Zustand dahin, da das eine Valenzelektron 
den mittleren Impuls » — 1/,, das andere — 1/, erhalt. Die Verteilung 
nm —1/, und + 1/, wollen wir aus demselben Grunde ausschlieBen, dem 
wir die Kinfachheit des s-Terms bei den Dubletts entnommen haben; 
spiter wird noch von dieser Méglichkeit zu sprechen sein. Der Ge- 
samtimpuls des Atoms ist also n—1, in Ubereinstimmung mit der 
inneren Quantenzahl nj, die Landé1) den Einfachlinien zuordnet. Der 
Grund, warum wir es hier mit wirklichen Einfachlinien zu tun haben, 
ist ersichtlich der, da8 der Atomrumpf den mittleren Impuls 0 hat. 
In der Tat haben wir schon bei den Dubletts erkannt, daS ein 


1) A. Landé, Uber das Serienspektrum des Ne und Hg. Phys. ZS. 22 
417, 1921. 


> 


i) (ul 


c 
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magnetisches Moment des Rumpfes die hinreichende und 
notwendige Bedingung fiir Linienstruktur und anomalen 
Zeemaneffekt darstellt. Wir sehen also, da ein Triplettatom 
stets auch ein Einfachliniensystem enthalten mu8, wie dies ja auch 
bei den betreffenden Elementen stets beobachtet wurde. 

2. Die zweite Méglichkeit fiir den s-Term ist folgende: Der Atom- 
rumpf hat den mittleren Impuls + 1, das innere Valenzelektron + 1/», 
das Aufere ebenfalls + 1/,. Der Gesamtimpuls ist hier 2. Dies ent- 
spricht durchaus den Termaufspaltungen, die Landé am Zeemaneffekt 
des s-Terms feststellt. Im angeregten Zustande wiirde dies Atom, das 
eigentliche Triplettatom, dann folgendermafen aussehen: Ein Rumpf mit 
dem mittleren Drehimpuls 1, ein inneres Valenzelektron mit dem Impuls 
1/,, ein duBeres mit n—1/,. Die gegenseitige Stellung dieser drei 
Impulsvektoren soll wieder durch magnetische Kopplung, genau wie 
im Falle der Dublettatome, festgelegt werden. Zunachst konstatieren 
wir, daB der s-Term einfach sein wird. Nach Schrédinger werden 
nimlich die beiden s-Elektronen in den Rumpf eindringen. Also 
wird die gleichsinnige Drehrichtung ausgezeichnet, auBerdem die 
gegenseitige Kopplung viel zu stark sein, um andere Stellungen als 
die Gleichrichtung aller drei Impulse zuzulassen. Dieser SchluB8 gilt 
aber vom inneren Valenzelektron allgemein, auch fiir die angeregten 
Zustinde. Bis auf GréBen, die von der GréSenordnung 

ea Kopplung des auBeren Elektrons mit dem Rumpf 
~ Kopplung des inneren Elektrons mit dem Rumpf 


sind, kénnen wir deshalb sagen, da& der mittlere Impuls von Rumpf 
+ innerem Elektron 3/, wird. 

Die gegenseitige Lage der drei Impulse wird auch hier wieder 
durch raumliche Quantelung (und zwar diesmal beider Elektronen 
gegen den Rumpf und sein Feld) festgelegt sein. Wir bezichen den 
Index 1 auf das AuBere, den Index 2 auf das innere Elektron, den 
Index 3 auf den Rumpf. Dann heift die der Gleichung (7) ent- 
sprechende Quantenbedingung: 

1/4 CO8 Dog + n* cos Ty; = Mi. (21) 

Hierbei wird m; ganzzablig sein, weil auch n* +1/, eine ganze 


‘Yahi ist. Da die relative Lage vom Rumpf zum inneren Elektron 


jedoch schon durch 9, = 35, cos Dy, = | definiert ist 1), liefert uns 
Gleichung (21) den Winkel 9,3 —= 9, zwischen den beiden Impulsen 3/, 


und ” — 7/9: n* cos Dy, = m7. 


1) Dies gilt bis auf die GréBen von der Ordnung 6, die wir prinzipiell ver- 
nachlassigen wollen, was bei leichteren Atomen wohl eine hinreichende Naherung 
bedeutet. 

Zeitschrift fiir Physik. Bd. VIII. 91 
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Hier muB, wie spiter gezeigt werden wird, m; die drei Werte 


1 1 1 
Mie a OR —nt|=a—5, 52 —(»—5)| 


annehmen. Fiir die Tripletts sind also drei charakteristische Falle 
méglich: Die Gleichrichtung beider Impulse, die entgegengesetzt 
gleiche Richtung und die ,gekreuzte“ Stellung von Rumpf zu Elek- 
tron und umgekehrt. Jetzt soll noch der Abstand des obersten und 
untersten Triplettniveaus 4,, in Wellenzahlen festgelegt werden. 
Bedeutet H; wieder das innere Wechselwirkungsfeld, so wird 


4 =|(+5) H,—(— 3) H ‘lteae= ina (tee 


Die Einstellung des Rumpfes (vgl. § 2, S. 299) bei beliebigem v 
kénnen wir fiir das obere und untere Triplettniveau wieder formal 
durch die Bedingung festlegen: 


) a) 
Ao, ae 0; cre ire 


bei konstant gehaltenem 7,. 

§5. Verhalten der Triplettatome im Magnetfeld. Sehr 
einfach laBt sich die Frage des Zeemaneffektes bei der ersten Még- 
lichkeit, dem Einfachliniensystem, beantworten. Die der Gl. (21) ent- 
sprechende1) Bedingung der raumlichen Quantelung im Felde H lautet: 


: cos 0, + n* cos 3, = m. (23) 


Schreiben wir die gets auf, so clas wie in Gl. (11) 


A tie A eh | n* cos Dy 2S cos Dy a v cos | 
: (24) 
== Av,-h|m + 5 £08 93.| : 


cos Jj, wird, wie aus-den Annahmen von §4 folgt, fiir v ~ co 
gleich —1. Fiir kleines Feld H haben wir also bereits normalen 
Zeemaneffekt, was sich durch Wachsen von H nicht andern kann. Wir 


schreiben also an: 2 


v0 
AE = 4ry.h(m—5). (25) 


Der normale Zeemaneffekt des Einfachliniensystems war ja auch, 
wegen des Rumpfimpulses 0, von vornherein klar. 


1) In (21) selbst handelte es sich um das Wechselwirkungsfeld H,;. Analog 


der Gleichung (7a) muB (23) fir cos Dy + +1 etwas allgemeiner vgs §. 308) 
gefaBt werden. 


Pye 
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In ganz derselben Weise schreiben wir jetzt fiir die zweite 
Méglichkeit, die eigentlichen Tripletterme, die Stérungsenergie auf. 
Sie wird 


5 ¢ 3 
4ME= Avy | we cos 3, + 5 cos #, + ® y cos (d, —,)| - (26) 


Hier ist die Bedingung 04EH/oy, = 0, 9,, = 0, —4, bereits 
beriicksichtigt. Wie bei den Dubletts wollen wir cos 9, + vcos(#, — 9.) 
mit X bezeichnen. Dabei beschranken wir uns zunachst auf das 
oberste und unterste Triplettniveau und legen JE gleich fiir beliebige 
Werte von v fest; dann haben wir zur Bestimmung von JE vier 
Gleichungen: 


AE = Av.h| n* 008% +5X| (27) 

X = cos ®, + vcos (9, — 9) (28) 
= = 0 = sind, + vsin(, — 9,) (29) 
Ov, 


und dazu die Quantenbedingung (23). 
Aus (28) und (29) folgt wieder, wie in § 2: 
X2 = 14+ 2vcosd, + v2 (30) 
Aus (29) ferner entnehmen wir: 
0 = sin d,.(1 + vcosd,) — vsin 9, cos By. 


Daraus folgt trigonometrisch 


a 1 
ia 1+ voosv, al + ¥ cost, (31a) 
V1 + 2vcos#, + 0? x 
Setzen wir hierin cos @, aus (23) ein, so ergibt sich 
. a 
Diet shits b,) <2 Sees 
x 
und 
2mX—1 
cos 0; = on*X +0 (31b) 
Aus (30) und (31b) erhalten wir 
| xX2—1—73 = oy 2a 
etd, OR 
oder 
v 2m v3 —v ; 
x4 9°, Me X(1+spe+a)— 3 = 0. (32) 


Wir sind also zu einer Gleichung dritten Grades fiir X gekommen, 
yon deren Wurzeln aber nur zwei physikalische Bedeutung haben 
kénnen; fiir die dritte Wurzel ergeben sich imaginare Winkel. 

4 
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Fiir das oberste und unterste Triplettniveau schlieBen wir von X 
auf 4E durch die Gleichung [vgl. (27), ee 


42am — ae ee 7 =|. (33) 


Gl. (32) hat fiir kleines magnetisches Feld H (v ~ 00) die zwei 
fiir uns in Betracht kommenden Wurzeln 
m 


* m 
XU id eee aia. to 


Kiirzen wir Lae durch ZE|, JE;, 4 E; fiir das erste, zweite, 
ae 
dritte Triplettniveau ab, so folgt daraus fiir v ~ oo 


Pars vac ix: eS) we 
AB; = 504 m(A b= )5 A ee 5etm(1———). (34) 


Zur Diskussion dieses Ergebnisses soll erst spater iibergegangen 
werden. 

Zuerst miissen wir noch den Beweis dafiir nachholen, daB-m7 nur 
die drei Werte n*, 0*, —n* annehmen kann; zu diesem Zweck, werden 
wir analog der Beweisfiihrung in § 2, JE fiir v ~ co und beliebiges 
m; ausrechnen. 

Es wird 


AE =| Teos © +5 v- mi | 40. h. 


J, der Gesamtimpuls, ist wegen cos9,, = —- gegeben durch 
n 


i r+ 2008 9-5" +(5) fas vert amt + (2) 


cos @ (wo @ der Winkel des Gesamtimpulses gegen die Feldachse) 


wird entsprechend (23), gleich pce WO ,, den Mittelwert der Im- 
Pie 


1 
pulse n* und 9° also deren Projektion auf die Richtung von J darstellt. 


Die vektorielle Summe von n* und . ergibt sich zu Jo -f G) + mi, 


deren Projektion auf J wird 


2 
“ ne + (5) +m + J2?—1 
PIs — oJ : 
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Daraus folgt fir JE: 


f2(m +(5) + 3m?) 
3 Sg m + 
2n™? + 5 + 4m? 


2 (nt +5) 3 a 
— Av,.h} {1+ Bee m+ 50g 
2n*+ 4mi + 5 


Gleichung (10) liefert jetzt als Bedingung fir die GréBen m;: 


> 2 (mie +5) | 


12.0 + 4m +5 


A Ee A Veh 


bo| © 
< 
S 
nN 


== ll. 


Denkt man sich wieder m? als Funktion von  geschrieben, so 
findet man, da8 diese Bedingung durch das Wertsystem Asa 
mi, — n*, mi — 0*, mz = —n* und nur durch dieses befriedigt 
wird. Wie wir also im Falle des einen Valenzelektrons zwangslaufig 
auf ein Dublett, so werden wir im Falle der zwei Valenzelektronen 


zwangsliufig auf ein Triplett gefiihrt. Der Fall mi = a ist fiir 
n> 2 aus demselben Grunde auszuschlieBen, aus dem wir mj = =e 


bei den Dubletts als unméglich erklarten. 

Setzen wir jetzt die gefundenen Werte von mi in 4K fiir v ~ oo 
ein, so ergeben sich die Land éschen Formeln (fiir H < Hj), die fiir 
AE, und 4E, schon auf andere Weise hergeleitet wurden: 


ie Ary-h\m(1+5)+5>| 


AB, = 4%y.h|m(1— + : \t ane lh (35) 
=7)—2°| 


3 
AB, = 4,.6|m(1—,— 4) 9 
Gleichung (10) hat hier die spezielle Form: 
se ie 
AB, + 4B, + IB, = 40m.h.(3m-+ 50-73): (36) 


Sie mu8, ihrer Ableitung entsprechend, fiir beliebige Werte von v 
gelten und liefert daher in Verbindung mit (33) 4H, auch fir 
mittlere und starke Felder ohne weitere Rechnung. DaB die 
hierdurch gegebene Energie des mittleren Triplettniveaus wirklich 
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einem adiabatischen Ubergang aus (35) entspricht, folgt daraus, dab 
dies einerseits fiir 7H, und 4 E, entsprechend ihrer Ableitung, anderer- 
seits fiir die rechte Seite von Gl. (36) der Fall ist. 

Wir gehen nun zur Diskussion der Resultate iiber. Ein Vergleich 
vor. (34) und (35) mit (4) der Einleitung zeigt, daB die entwickelte 
Theorie die anomalen Zeemaneffekte der Triplettsysteme erschépfend 
wiederzugeben vermag (Uber die Bedingung |m| <n, vgl. 8. 284). — 
Fiir v = 0 liefert (32) und (36) den Paschen-Backeffekt: Es wird 

4k, =m+1, 4dh=—m AH m—l. 

Die einzelnen magnetischen Niveaus haben sich sehr charak- 
teristisch iibereinandergeschoben. Die Ubereinstimmung dieses Re- 
sultats mit der Erfahrung beim partiellen Paschen-Backeffekt von 
Mg (p;d) ist naher ausgefiihrt von Sommerfeld?). Die Figur stellt 


Ax~— 738) Avs (25) Aung a5) Avy sy 
3 x of g c 
y / 
/ / \ \ | |) 
We . \ Bs 
ve Ph \ : Bt 
y ss 
7. ‘ \ SSN ee 


den Ubergang der Linien im (sp,) Triplett vom anomalen Zeeman- 
effekt bis zum Paschen-Backeffekt dar; die entsprechende Figur fiir 
die Dublettstruktur teilt Sommerfeld in dieser Zeitschrift mit. Ein 
quantitativer Vergleich der theoretischen Ergebnisse fiir mittlere 
Magnetfelder mit der Erfahrung ist bis jetzt unméglich. Das einzige 
vorliegende Material scheinen die Messungen von Paschen und 
Back?) am Sauerstofftriplett 4 — 3947 zu sein. Diese stehen mit 
dem abgeleiteten Ergebnis sehr gut im Einklang. Die Gleichungen 
(35) und (36) fordern z. B. fiir die endgiiltige mittlere 7-Komponente 
bei starken Feldern, daS sie in Strenge (d.h. bis auf GréBen von der 
Ordnung v%, nicht nur bis auf Gréfen der Ordnung vw) einfach sei, 
da jedoch die beiden 6-Komponenten Mehrfachlinien mit Abstinden 
von der Ordnung der urspriinglichen Triplettabstinde bleiben miissen. 


Beides, sowie die theoretische Lage der 7-Komponente (4 E, = - 


1) Sommerfeld, Atombau, 3. Aufl., Kap.6, 8.495. 
*) Paschen u. Back, Ann. d. Phys. 40, 960, 1913. 
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fiir v <1) findet in den Aufnahmen volle Bestitigung. Fiir mittlere 
Magnetfelder 148t sich wegen der Verwaschenheit der Linien nur 
qualitativ eine Ubereinstimmung zwischen Theorie und Erfahrung 
feststellen. Eine weitere Moglichkeit der quantitativen Priifung besteht 
wieder bei den an den verbotenen Linien (p.d, usw.) gemessenen 
» Verschiebungen # (vgl. S.301). Diese Verschiebungen zeigen deutlich 
den zu erwartenden Gang. Wegen der Vernachlissigung der GréSen 
von der Ordnung 0 wird jedoch die direkte Berechnung von @ unsicher- 

Fiir die Genauigkeit unserer Formeln fiir mittlere Magnetfelder 
miissen wir noch eine allgemeine, auch fiir die Dubletts giiltige Be- 
merkung machen. Die Rechnungen wurden unter wesentlich ide- 
alisierenden Voraussetzungen durchgefihrt, z. B. Homogenitaét des 
Feldes H; in der Nahe des Rumpfes, Fehlen elektrischer Wirkungen. 
Die damit begangene Ungenauigkeit ist fiir die Grenzfalle v < 1 und 
v S 1 offenbar gleichgiiltig, spielt aber fiir v~ 1 eine gewisse Rolle. 
Es ist sehr wahrscheinlich, daB z.B. die kleinen Diskrepanzen, die 
Kent bei Li, 4 — 6708 im Gebiet der mittleren Felder zwischen der 
Voigtschen Theorie und der Erfahrung feststellt, auf die genannten 
Einflisse zuriickzufiihren sind. Die theoretischen Formeln bedeuten 
bis jetzt zweifellos nur eine erste Naherung. Erst wenn uns die 
Einzelheiten des Modells bekannt sind, ist auch hier die vdllig exakte 
Rechnung méglich. 

§6. Quantitative Folgerungen iiber den Triplett- 


abstand. Als wichtigstes Resultat kénnen wir aus den Formeln (34) 


Avi2 
und (35) das Verhiltnis der Triplettabstande a (ohne Magnetfeld) 


ableiten. Es wird 


0% 1 

Te a Tk n 

Ave 0* eee 1 
Bia ero Fe 


Diese Gleichung sagt aus: 


Fiir d ee 2, fiir den d-T ist Aaa 155 
iir den p-Term ist Av,8 iir den erm is Ava? 0. 

In der Spektroskopie ist dieses Verhiltnis langst als charak- 
teristisch fiir den p- und d-Term bekannt; es unterscheidet die mag- 
netischen Tripletts bezeichnend von den relativistischen. Wie eine 
Tabelle 1) zeigt, wird es fiir die leichteren Elemente stets bis auf 
einige Prozent genau 80 beobachtet, wie es die Theorie fordert, nur 
bei schweren Atomen zeigen sich systematische Abweichungen. Auch 


1) Vgl. Sommerfeld, l.c. Atombau, 3. Aufl.,, Kap. 6, 8. 455. 
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dies ist sehr verstindlich, denn dort ist eben die Vernachlassigung der 
GréBe 0 nicht mehr statthaft. Auch die Messungen von Saunders?) 


am b-Term von Barium passen sich dem theoretisch zu erwartenden 
Pema envee® 
Verhiltnis Wester 1,33 gut an. 


Uber die absolute GréSe des Triplettabstandes lassen sich ins- 
besondere bei den Elementen der zweiten Spalte des periodischen 
Systems Angaben machen. Die Bahn des auferen Valenzelektrons 
wird nimlich in roher Annaherang fiir ein Alkali und das folgende 
Erdalkali wesentlich dieselbe sein. Also kann man ungefahr setzen 
Hi; arcoli “ Hi traakarie GréBere Abweichungen werden sich da zeigen, 
wo im Dublettatom das Atominnere noch als sehr klein vorausgesetzt 
werden kann, beim Triplettatom (wegen des inneren Valenzelektrons) 
aber nicht mehr. 

Aus (22) und (8) schlieBen wir dann, da8 der Abstand des obersten 
vom untersten Triplettniveau im Erdalkali etwa dreimal so gro ist wie 
der entsprechende Dublettabstand im vorausgehenden Alkali. Auch 
diese Beziehung ist hinreichend gut erfiillt. Im iibrigen gelten fiir das 
Verhalten der Triplettabstande mit wachsender Ordnungszahl dieselben 
Uberlegungen, wie wir sie bei den Dublettsystemen angedeutet haben. 

AbschlieBend sei zu den Triplettsystemen noch bemerkt, da’ bei 
ihnen die theoretischen Schwierigkeiten in mancher Beziehung erheb- 
lich gréBer sind als bei den Dublettsystemen. Die ,,innere Quanten- 
zahl“ hat nicht mehr die einfache Bedeutung des Gesamtimpulses 
(dies trifft nur fiir die Einfachlinie und das jedesmal unterste Triplett- 
niveau zu), sondern muf eher als eine Art von Numerierung der 
drei méglichen Rumpfstellungen aufgefa8t werden. Die Auswahlregel 
fiir ny kann daher bei den Triplettsystemen nur unter dem Gesichts- 
punkte des Korrespondenzprinzips verstanden werden. Auch die In- 
tensitatsfrage kann dann, wie bei den Dubletts schon hervorgehoben 
wurde, auf diesem Wege befriedigend gelést werden. 

Endlich mag noch die Frage der sogenannten ,,uneigentlichen 
Dubletts“ kurz beriihrt werden, wie sie z. B. bei Orthohelium beob- 
achtet sind. Es liegt nahe, sie als Dubletts von ,Einfachlinien“ mit 
den Méglichkeiten der Impulsstellung des auf8eren und inneren Valenz- 
elektrons (vgl. S. 288) (n — 1/, und —1/,) und (n—1/,, + 1/,) aufzu- 
fassen, denn gerade der Grund, der fiir das Ausfallen der letzteren 
Méglichkeit geltend gemacht wurde, trifft bei He wegen des fehlenden 
Rumpfes nicht zu. Der normale Zemanneffekt dieser Dubletts, wie 
er ja beobachtet ist, versteht sich dann von selbst. 


1) Saunders, Astrophys. Journ. 51, 23, 1920. 
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Zur einfacheren Ubersicht wollen wir noch einmal die Deutungen 
und Umdeutungen der verwendeten Quantenzahlen zusammenstellen. 
Die in den Serienformeln im Nenner auftretende Quantenzahl bleibt 
ganzzahlig und ist als Summe der radialen und der Impulsquantenzahl 
fiir das auere Elektron aufzufassen. Letztere stimmt nicht tiberein 
mit der bisher iiblichen azimutalen Quantenzahl m, sondern sie ist 
gleich n—1/,. Die radiale Quantenzahl schreitet mit den Werten 
1/,, 8/. ...) fort. Die ,innere“ Quantenzahl ny, die fiir die inner- 
magnetisch verschiedenen Niveaus verschieden ist, stimmt bei den 
Dublettsystemen iiberein mit dem Gesamtimpuls des Atoms; bei diesen 
kann man dann » als Summe der Absolutwerte des Rumpfimpulses 
und des dem auBeren Elektron zugehérigen Drehimpulses deuten. 


- Bei den Tripletts ist der Zusammenhang zwischen ny und dem Gesamt- 


impuls komplizierter. Festgelegt wird die Dublett- bzw. Triplett- 
struktur durch die innere magnetische Quantenzahl m; bzw. m;. Sie 
bedeutet die Projektion des mittleren Impulses der Valenzelektronen 
auf die Achse des vom Rumpf herriihrenden Magnetfeldes. Die mag- 
netische Quantenzahl m* bzw. m ist gegeben durch die Projektion 
des mittleren Impulses der Valenzelektronen auf die Feldachse von H. 
- Zusammenfassung. In §1 und § 4 werden iiber die Struktur 
von Dublett- und Triplettatomen einfache Annahmen gemacht, die die 
Linienmultiplizititen durch innere Magnetfelder erkliren. In § 2 und 
§ 5 wird das Verhalten dieser Atome im auBeren Magnetfelde unter- 
sucht. Die Untersuchung liefert die Gesamtheit der anomalen Zeeman- 
effekte in Ubereinstimmung mit der Erfahrung und stellt den Uber- 
gang zum Paschen-Backeffekt formelmaBig dar. Als wesentlicher 
physikalischer Grund fiir die Méglichkeit anomaler Zeemaneffekte 
wird ein Widerspruch gegen die klassische Ausstrahlung (Kugelwelle) 
festgestellt. In §3 und §6 werden quantitative Schliisse auf die 
Dublett- und Triplettabstande gezogen. Die Aufspaltung der Lithium- 
linie 4 — 6708 wird berechnet in gater Ubereinstimmung mit der Er- 
fahrung; auch die Abnahme der Aufspaltung in der Reihe (s, p, d ae) 
wird formelmiBig festgelegt. Fir das Verhiltnis der Triplettabstande 
Avi 
‘A v8 
Verhalten dieses Quotienten in der Reihe der Elemente: 2:1 beim 
p-Term, 3:2 beim d-Term usw. wiedergibt. 

Am Schlu8 méchte ich meinem hochverehrten Lehrer, Herrn 
Prof. Sommerfeld, meinen Dank aussprechen fiir die Anregung zu 
dieser Arbeit und fiir vielfache Forderung. 

Miinchen, Institut fiir theoretische Physik. 


wird eine einfache Formel hergeleitet, die das charakteristische 
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Bemerkungen zur Dispersion 
der optischen Symmetrieachsen monokliner Kristalle. 
Von M. Berek in Weitzlar. 
Mit zwei Abbildungen. (Eingegangen am 17. Dezember 1921.) 


H. Rubens?) hat vor einiger Zeit Messungen veréffentlicht, aus 
denen hervorgeht, daS8 die optischen Symmetrieachsen monokliner 
Kristalle fiir sehr langwellige ultrarote Strahlen schon sehr nahezu 
iibereinstimmen mit der Lage der dielektrischen Hauptachsen. Das 
ist um so bemerkenswerter, als H. Rubens gleichzeitig nachweisen 
konnte, da8 ein Teil der untersuchten Kristalle noch innerhalb des 
gesamten ultraroten Strahlengebietes auferordentlich starke und 
anomale Dispersion der optischen Symmetrieachsen besitzt. E. Goens ?) 
hat kiirzlich diesen anomalen Dispersionsverlauf im ultraroten Gebiet 
naher untersucht und nach Beziehungen zu den Resonanzstellen der 
betreffenden Kristalle gesucht, aber keine gefunden; dagegen glaubte 
er die Ergebnisse seiner Messungen so deuten zu miissen, daf die 
optischen Symmetrieachsen besonders an solchen Stellen des Spektrums 
starke Richtungsinderungen erfahren, an denen das Durchlassigkeits- 
bzw. Reflexionsvermégen der Kristalle fiir die beiden sich in einer 
Richtung fortpflanzenden Wellen das gleiche ist. Ein solcher Zu- 
sammenhang zwischen Dispersionsverlauf und Verschwinden des Di- 
chroismus wiirde sehr merkwiirdig sein. 

Der eigentiimliche Dispersionsverlauf, wie er in den Messungen 
von H. Rubens und E. Goens im Ultrarot des weiteren auch durch 
das Auftreten von Umkehrstellen auffillt, findet sich in gleichen 
Merkmalen bei einigen Kristallen schon im sichtbaren Gebiet. Gips 
beispielsweise ist im sichtbaren Teil des Spektrums praktisch voll- 
kommen durchsichtig; trotzdem zeigt die Dispersionskurve fiir die 
optischen Symmetrieachsen nach friiheren Messungen#) zwischen 
4 = 0,57 und 0,58 u einen deutlich ausgeprigten Umkehrpunkt. Der 
Betrag der Dispersion lat sich im sichtbaren Gebiet durch die Dis- 
persionsformel von 8. Nakamura‘) unter Voraussetzung der Ein- 
wirkung von zwei Resonanzstellen in erster Anniaherung richtig 
wiedergeben. Aus den seinerzeit von mir berechneten Konstanten 


1) H. Rubens, Berl. Ber. 1919, 8.976—989; ZS. £. Phys. 1, 11—31, 1920. 
*) E. Goens, ZS. f. Phys. 6, 12—28, 1921. 


3) M. Berek, Neues Jahrb. f. Min., Beil.-Bd. 33, 633—659, 1912; Zentralbl. 
f. Min. 1912, §. 739—745. 


*) 8. Nakamura, Phys.. ZS. 6, 172—174, 1905. 
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dieser Dispersionsformel kann man leicht’ ermitteln, da noch sehr 
nahe am sichtbaren Gebiet ein zweiter Umkehrpunkt in der Anord- 
nung der Symmetrieachsen vorhanden sein mu, namlich bei etwa 
4 = 0,77u. Wenn auch diesem Wert, da er auf Extrapolation be- 
ruht, nur in beschranktem MafSe Genauigkeit zugebilligt werden kann, 
so steht doch die Existenz zweier Umkehrstellen in einem Gebiet, 
wo das Mineral noch als vollkommen durchsichtig gelten kann, auSer 
Zweifel. 

Hiernach gewinnt die Frage an Bedeutung, ob die eigentiim- 
lichen Verhiltnisse im Dispersionsverlauf, wie sie H. Rubens und 
E. Goens im ultraroten Gebiet ermittelt haben, eine Eigentiimlichkeit 
der Nahe der Resonanzstellen sind, oder ob und unter welchen Um- 
stiinden die wesentlichen Merkmale dieses Dispersionsverlaufes schon 
in Spektralbereichen erwartet werden kénnen, in denen der Kristall 
noch als praktisch vollkommen darchsichtig betrachtet werden kann. 
Die Dispersionsformel von S. Nakamura ist nur fiir das durch- 
sichtige Gebiet abgeleitet; eine entsprechende Formel, die auch die 
Absorptionsgebiete umfaBt, liegt bis jetzt nicht vor. Wenn wir aber 
die Nakamurasche Formel fiir das durchsichtige Gebiet diskutieren 
und nachher die Ergebnisse dieser Diskussion mit den vorliegenden 
Messungen in Absorptionsgebieten vergleichen, werden wir leicht 
erkennen, was im Dispersionsverlauf als typisch fiir die Absorptions- 
gebiete iibrig bleibt. 

Die Dispersionsformel von 8. Nakamura lautet: 


5 pe+yq 
2 Ss ror yore 

DLE oS Somme F Ta (1) 
eS 


ahktt bitte 


gy: Richtungswinkel einer optischen Symmetrieachse gegen eine be- 
liebig gewahlte Bezugsrichtung in der kristallographischen Sym- 
metrieebene. 

4: Wellenlinge des Lichts. 

a, 0, ¢ P, % 7, 8: Funktionen der W. Voigtschen Polarisationskon- 
stanten (Parameter einer Resonanzstelle und des gewahlten Koor- 
dinatensystems). 

Die Summation ist iiber alle mitschwingungsfahigen Gebilde zu 
erstrecken. 

Ist nur eine Resonanzstelle zu beriicksichtigen, 80 liefert (1) 

zu jedem beliebigen Wert von entweder keine oder eine reelle, 

ositive Wurzel A: die Dispersionskurve hat die in Fig. 1 dargestellte 
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Form. Zu beachten ist nur, da8 fir solche 4, wo der optische 
Charakter des Schnittes sich andert — die Doppelbrechung durch 
den Wert 0 hindurchgeht —, die Dispersionskurve eine Unstetigkeits- 
bf 
‘S 
lauft die Dispersion gleichrichtig und niahert sich im Bereiche 


stelle vom Betrage — hat. Abgesehen von solchen Besonderheiten ver- 


gréBerer Wellenlingen dem durch tg29 = 22 gegebenen Grenz- 


wert. Einen solchen Dispersionsverlauf zeigen z. B. die meisten der 
von H. Dufet1) und viele der von K. Petrow?) untersuchten mono- 
klinen Kristalle im sichtbaren Gebiet. 

Sind zwei Resonanzstellen fiir den Dispersionsverlauf 
innerhalb eines gewissen Spektralbereichs mafSgebend, so liefert (1) 


Fig. 1. Fig. 2. 


zu jedem beliebigen Wert von gm entweder keine oder eine oder 
drei reelle, positive Wurzeln 4: die Dispersionskurve verliuft also 
entweder gleichrichtig wie in Fig.1, oder sie enthalt eine wellen- 
formige Stérung durch ein relatives Maximum und Minimum ein- 
gelagert (Fig. 2). Auch hier ist wieder die Méglichkeit von Unstetig- 
keitsstellen mit zu beriicksichtigen. Ein typisches Beispiel fiir das 
Auftreten einer solchen wellenférmigen Dispersionsanomalie im dureh- 
sichtigen Gebiet ist das schon friiher genannte, vom Verf. unter- 
suchte Mineral Gips im sichtbaren Spektrum. Andere Beispiele finden 
sich in einigen von K. Petrow untersuchten monoklinen Kristallen 
(Triphan, Vivianit). 

Das Einwirken weiterer Resonanzstellen erzeugt’ keine neuen 
Besonderheiten mehr im Dispersionscharakter; denn allgemein liefert (1) 


1) H. Dufet, Bull. de la soc. franc. de Min. 10, 214£., 1887. 
*) K. Petrow, N. Jahrb. f. Min., Beil.-~Bd. 87, 457—494, 1913, woselbst 
auch ausfihrliche Literaturangaben. 
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unter dem Einwirken von n Resonanzstellen zu jedem_ beliebigen 
Wert von gp entweder 0, 1, 3, 5... oder (2n—1) reelle, positive 
Wurzeln 4; d.h. der schon behandelte Fall einer voriibergehenden, 
wellenférmigen Stérung kann mehrfach auftreten. Natiirlich kénnen 
sich einzelne dieser Stérungen teilweise iiberdecken und mit Unstetig- 
keitsstellen vom Betrage > kombiniert sein. Kristalle mit derartig 
komplizierterem Dispersionsverlauf im sichtbaren Gebiet sind zwar 
bis jetzt nicht bekannt, aber nach vorstehendem prinzipiell méglich. 

Kristalle mit praktisch unmerklicher Absorption, aber doch 
starker Dispersion der optischen Symmetrieachsen im sichtbaren 
Gebiet sind in der Kristalloptik hinreichend bekannt. Die Frage, 
unter welchen Bedingungen eine starke Dispersion im durch- 
sichtigen Gebiet auftritt, lift sich indes mittels der Formel (1) 
nicht allgemein beantworten. Nun erscheint aber die Méglichkeit 
nicht ausgeschlossen, der Formel (1) eine einfachere, andere Gestalt 
zu geben; denn die Abhingigkeit der GréBe g von der Wahl der 
Bezugsrichtung wiirde schon dadurch geniigend Rechnung getragen 
sein, wenn die Funktionen der W. V oigtschen Polarisationskonstanten, 
deren Wert ja von der Wahl des Koordinatensystems abhangt, ent- 
weder nur im Zahler oder nur im Nenner der Formel (1) eingingen. 
In der Tat lassen sich die W. Voigtschen Parameter im Nenner der 
Dispersionsformel leicht eliminieren. Schreiben wir hierfiir zunachst 
die Bezichung (1) in der ebenfalls von 8. Nakamura gegebenen Form: 


es Bae s 


worin nun ky3, ky, k33 Funktionen der W. Voigtschen Polarisations- 
konstanten und der Wellenlinge sind. Dann besteht nach 8. Naka- 
mura fiir die Brechungsindizes der beiden Wellen, die sich in 
Richtung der Normalen zur kristallographischen Symmetrieebene fort- 


_pfianzen, die Beziehung: 


nt —n2 (2+ Sha t > hes) + A + Sik) (hae d kgs) — (Lis)? = 0. (3) 


Da die hieraus sich ergebenden Wurzeln , mq unabhangig sein 


‘miissen von der Wahl der Bezugsrichtungen, 80 miissen sich in (3) 


alle Anteile der Koeffizienten i, welche die Koordinaten «, y, 2 ent- 
halten, herausheben, d.h. die Bezichung (3) enthalt auBer n und 4 
nur noch den Resonanzstellen eigentiimliche Parameter, ist also eine 
reine Dispersionsformel. Schon §. Nakamura hat anscheinend ver- 
sucht, an Stelle der Koeffizienten % den Brechungsindex in die Be- 
ziehung (2) einzufiihren. Seine Entwicklungen in dieser Hinsicht 
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fiihren indes zu Formeln, in denen nur einer der Koeffizienten k 
eliminiert ist, an dessen Stelle dann das Quadrat eines Brechungs- 
index eingeht. Da sich hierbei nicht ohne weiteres sagen 1aBt, ob 
der n-Wert der schnelleren oder langsameren Welle angehért, ver- 
lieren diese Formeln physikalisch an Bedeutung. Es lassen sich aber, 
wie im folgenden gezeigt wird, leicht die zwei Koeffizienten k,,, k33 
gerade in der Verbindung, wie sie in (2) vorkommen, eliminieren. 
Die Auflésung der Gleichung (3) nach n? und die darauffolgende 
Subtraktion beider Wurzeln voneinander liefert 


ni — nz = vO Ky, — Dkss)? + 4(¥ky3), (4) 
d. h. > (ky, — kg) = V(ni = m3 )? —A(2z ky3)?. 


Setzt man den letzteren Ausdruck in (2) ein, so folgt nach 
leichter Umformung: 


3 - (5) 


Die scheinbare Zweideutigkeit, welche durch das Auftreten der 
Funktion sin bedingt wird, ist sofort behoben, sobald ein Wert der 
Dispersionskurve festliegt. Die Koeffizienten k,, befolgen nun nach 
der W. Voigtschen Theorie folgendes Bildungsgesetz: 


Somit erhalten wir fiir die Dispersionsformel folgende neue Form: 


Racca) oe dems we 
; 2B GLb Le 
sin 2m = + eas : (6) 


Aus (4) folgt, daB an denjenigen Stellen des Spektrums, wo 
ni —nz = 0 wird, auch Yfy3, d.h. der Zahler von (6) Null werden 
muS. Man kann also nicht schlieSen, da8 besonders starke Dispersion 
in solchen Gebieten auftritt, wo nj—nj3, d.h. die Doppelbrechung 
, —m, durch den Wert Null hindurchgeht; sondern da, wo die Diffe- 
renz n? —n% starken Anderungen mit der Wellenlinge unterworfen 
ist, d.h. wo die Dispersion der Doppelbrechung méglichst 
groB ist, ist im allgemeinen auch die Dispersion der opti- 
schen Symmetrieachsen besonders stark. Speziell kommt es 
auch an denjenigen Stellen des Spektrums, wo die Doppelbrechung 
durch den Wert Null hindurchgebt, darauf an, ob die Dispersions- 
kurven fiir die Brechungsindizes sich unter kleinem oder groSem 
Winkel durchschneiden. 


eet alt 
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Man kann schlieBlich in die Formel (6) noch die Resonanz- 
stellen im Spektrum einfiihren. Benutzen wir die Dispersionsformel 
fiir den Brechungsindex in der bekannten Form: 


a 2 re 
elt Be: 


worin w die Dispersionskonstanten und 4, die Wellenlangen der 
Resonanzstellen bedeuten, so wird 


u 
ni — nz = et ple 


worin fiir die einzelnen Summanden das positive oder negative Vor- 
zeichen zu nehmen ist, je nachdem die Resonanzstellen zu m, oder n, 
gehoren. Fiir 4 = 4, muB8 sich fiir sin2q formal ein unbestimmter 
Ausdruck ergeben; also ist zu setzen: 


adt+ba?tc= 0. 
Hiermit erhalt man nach einfacher Rechnung: 
adt + bA2+ ¢ = (a2 + d)(A2— Ar), 


worin der Parameter d zur Abkiirzung fiir a4; +b gesetzt ist. Damit 
erhalten wir die Dispersionsformel schlieBlich in der Form: 


aW+q 1 
ee 

Btde—a 
+$—aee 

ta 


Fiir die hierin noch vorkommenden Parameter p, q, a, d gelten, 
wie man leicht zeigen kann, die einfachen Beziehungen: 


(7) 


sin 2g == 


(8) 


Hierin sind ¢,, é, die Dielektrizitatskonstanten, u die bekannten 
Dispersionskonstanten fiir die Brechungsindizes. 
‘Vergleichen wir die im voraufgehenden fiir das durchsichtige 


Gebiet gezogenen Schliisse mit den in Gebieten stirkerer Absorption 


ausgefiihrten Messungen und fragen, welche Besonderheiten im Dis- 
persionsverlauf speziell den Absorptionsgebieten zukommen, so kénnen 
wir nur antworten: merklich keine. Alle beobachteten Anomalien im 
Dispersionsverlauf der optischen Symmetrieachsen, namlich Unstetig- 
keitsstellen, relative Maxima und Minima, starke Drehungen, kénnen 
schon im durchsichtigen Gebiet auftreten. Natiirlich bleibt die Nahe 
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der Resonarizstellen fiir das Auftreten starker Drehungen eine bevor- 
zugte Stelle im Spektrum, weil dort die Doppelbrechung bzw. die 


Differenz des Reflexions- oder Durchlassigkeitsvermégens fiir die beiden © 


Wellen im allgemeinen die starksten Anderungen mit der Wellen- 
lange erfahren wird. Indes sind speziell die Stellen im Spektrum, an 
denen die Reflexions- bzw. Durchlissigkeitswerte fiir beide Wellen 
gleich groB werden, nur dann durch besonders starke Drehungen der 
optischen Symmetrieachsen ausgezeichnet, wenn die Dispersionskurven 
der Reflexions- bzw. Durchlissigkeitswerte sich unter groBem Winkel 
schneiden. In diesem Sinne sind also die Ansichten von E. Goens 
zu berichtigen. Seine Messungen bestiitigen im tibrigen die Richtig- 
keit unserer Auffassung. 

Noch auf einen weiteren interessanten Punkt méchte ich zaom 
Schlu8 aufmerksam machen: Nach Auswirkung aller Stérungen, die 
an den Grenzen der Wirkungsbereiche je zweier Resonanzstellen auf- 
treten, soll nach unserer Diskussion der Dispersionsverlauf schlieBlich 
im durchsichtigen und im wesentlichen von nur einer Resonanzstelle 
beeinfluBten Bereich wieder denselben Richtungssinn annehmen, den 


er urspriinglich besaB. Nach den Messungen von H. Rubens am 


Gips ist tatsichlich der Richtungssinn der Dispersion im Gebiete lang- 
welligster Strahlung, fiir die Gips wieder vollkommen durchsichtig 


ist, der gleiche, wie im violetten Teil des sichtbaren Spektrums yom 


Verf. gemessen, wo ebenfalls die Dispersion nach MaBgabe nur einer 
Resonanzstelle verlauft. Die von den Messungen von H. Rubens 
abweichenden Angaben von W. Schmidt und W. Voigt fiir die 
Lage der dielektrischen Hauptachsen lassen sich vom Standpunkte 
der Dispersionstheorie nicht verstehen. Da bei diesen letzteren An- 
gaben ein Irrtum hinsichtlich der Orientierung unterlaufen ist, erscheint 
um so wahrscheinlicher, als in der W. Voigtschen Darstellung auch 


die Lage der optischen Symmetrieachsen fiir das sichtbare Gebiet. 


unrichtig wiedergegeben ist; die spitze Bisektrix a == X, liegt nicht 
im spitzen Winkel (a, c) der kristallographischen Achsen, wie in 
Fig. 136 des Lehrbuchs der Kristallphysik gezeichnet und S. 460, 461 
beschrieben, sondern im stumpfen Winkel (a, c). 


Wetzlar, Opt. Werke E. Leitz, im Oktober 1921. 


Pet 


Sa Va eo 


_derselben | 


305 


Die Storungsrechnung im Dienste der Quantentheorie ’*). 
II. Die numerische Durchfiihrung der Methode. 


Von Paul S. Epstein in Pasadena (Kalifornien). 


(Eingegangen am 9, November 1921.) 


§ 7. Rechnerische Durchfiihrung im Falle der Periodi- 
zitat. Die numerische Durchfiihrung der im letzten Paragraphen 
gegebenen Theorie sté8t im allgemeinen auf Schwierigkeiten, im 
besonderen Falle jedoch, wenn der zweite Term der Hamilton schen 
Funktion (17) im Verhdltnis zum ersten klein ist (was in der Stérungs- 
theorie immer der Fall ist), laBt sie sich durch sukzessive Approxi- 
mation bewerkstelligen. Wir wollen dies zunichst fiir den Fall der 
Periodizitit ausfiihren und kehren wieder zu den Bezeichnungen des 
§ 4 zuriick: Die urspriinglichen Koordinaten seien U;, w:, durch die 
Beriihrungstransformation (15) gelangen wir zum System uj, wj, wahrend 
uj, w; die Winkelkoordinaten bedeuten. 

Zuniachst wollen wir zeigen, wie man die Impulse «; durch die 
neuen w/ ausdriicken kann, und wie man die Energie « als Funktion 
der uw! berechnet. Dabei wollen wir uns auf den Genauigkeitsgrad 
beschrinken, welcher fiir die Anwendungen der Mitteilung Ill (iiber 
Dispersionstheorie) erforderlich ist. 

Die zyklischen Variablen W, W's, .-. We Sind dabei mit wenigen 
Worten erledigt: sofern wir Librationen ausschlieBen (vgl. den SchluB 
von § 4), ist die Integration in (30) von 0 bis 2% zu fiihren, und 
diese Gleichung liefert unmittelbar, da die Impulse w; konstant sind, 

“um my, (1 = 2, BB e ag A (34) 

Diese Beziehung gilt auch fiir den im nachsten Paragraphen zu 
behandelnden Fall der Librationen. 

Wir wenden uns der nichtzyklischen Variablen w; zu, und be- 
trachten den Fall, da®8 der ihr zugeordnete Impuls u, periodisch ist. 
Die Integrationsgrenzen der Gleichung (30) sind wieder 0 und 22; 
wenn wir fiir wu, den Ausdruck (24) einfiihren, so ergibt sich aus 


Uy = C% 
ul, = wl +e cos wi + ¢ cos 2m + *'s (35) 


wo die Koeffizienten ¢ von den Konstanten Ui, Ug, -.. Up abhangen. 
Wir benutzen jetzt die gemachte Voraussetzung, daB die GroBe b' 


und 


der Hamiltonschen Funktion (17’) klein gegen Hy ist. Das bedeutet, 


1) Das englische Original dieser Abhandlung erscheint im Physical Review. 
Zeitschrift far Physik. Bd. VIII. 99 
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daB bereits Hi bei Vernachlassigung des zweiten Gliedes, wenigstens fiir 
kurze Zeiten, eine gewisse Annaherung an die wirkliche Bewegung gibt, 
und da8 der Impuls wu; sich nur um kleine GréBen von der Ordnung 
b'/Hi von dem durch den ersten Term definierten Impuls « unterscheidet 

; uy =u +o, (36) 
wobei 0 = ¢, cos w; +c, cos 2m; + --- (36’) 
eine kleine GréBe ist. Wir setzen die Funktionen H; und 0’ fir 
u, — uj als nach Potenzen der kleinen GréSe 0 entwickelbar voraus 


Hy (u;) == Hy (uy + 0) — a + 4,0 + a,d2?+ 3 


37 
VM) = V he 48) 2 £08 Feo 
wobei zur Abkiirzung gesetzt ist 
_ 1 (Ont ley ow : 
dy, = = (ea per: Te ni\oul™ aie te (38) 


Die Indizes sind 80 gewahlt, daB sie die Gusgenord Tule des be- 
treffenden Gliedes anzeigen. 
In die Energiegleichung (17) eingesetzt, ergibt dies 
dy + a,0 + a,02 4 --- + (6, +0,0 + ---) cos wy = «@. 
Wir setzen fiir 0 die Reihe (36’) ein und ordnen den Ausdruck 
nach dem Kosinus der Vielfachen von w}: 


(age EE Lo) (aye +, +) 008 


b 
; (2a, tae t+ ++) €08 2am + --- = 0. 


Da diese Beziehung fiir alle Werte von w{ gelten soll, miissen 
die Koeftizienten einzeln verschwinden, und dies liefert uns eine un- 
endliche Reihe von Gleichungen zur sukzessiven Berechnung von 
Cy, Cg, Cg -.. und & Es ergibt sich bei Beschrankung auf Glieder bis 
zur zweiten Ordnung 


Oh Ey a (a, bg — ag), (39) 


= ay + 9s (a,b, — a, by) + --- (40) 


Damit ist die Aufgabe, « und uw als Funktionen von xu dar- 
zustellen, gelést, es bleibt aber noch iibrig, die Koordinaten w; als 
Funktionen der Winkelvariablen w;, wu; auszudriicken. Nach § 6 
miissen wir zu diesem Zwecke die Beriihrungstransformation (33) be- 
nutzen, in welcher die Jacobische Funktion W nach (26) die Form 


gewinnt f 
= | wae + > i Us Wi, 
2 
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oder vermége der Formeln (34) und (36) 
f 
w= Si uf wi +e, sin w; + c sin 2w,+--- (41) 


1 


Beriihrungstransformation (33) liefert auBer den schon gefundenen 
Beziehungen (34) und (36) noch 


'" ' 0G 
Wi = wit sai nw +5 ao u 


Grr dh fy 
woraus sich durch Umkehrung (bis auf Glieder erster Ordnung) ergibt 


aint 0). (42) 


w; = wi — oo sin wy. (43) 
Uj 

Die bis jetzt benutzten Transformationen sind sehr geeignet, 
um den Charakter der Bewegung festzustellen, haben aber den Nach- 
teil, da8 sie in den Gleichungen (15) und (16) das Koordinatenpaar 
W,, U, in willkiirlicher Weise auszeichnen. Dadurch wird in die End- 
formeln eine Asymmetrie gebracht, welche durch keine physikalischen 
Griinde gerechtfertigt ist. Fiir die rein kinematischen und dynami- 
schen Folgerungen ist es natiirlich gleichgiiltig, durch was fiir Koor- 
dinaten man die Bewegung beschreibt, nicht aber fiir die Quanten- 
bedingungen. Sobald man Quantenbeschrankungen einfiihren will, 
muB8 sich jede Willkiir rachen. Daher miissen wir trachten, die Asym- 
metrie zu beseitigen, und das 14B8t sich sehr einfach durch Anwendung 
einer dritten, zu (15) inversen Transformation a ag 


A RM ae ig 


ah ema ee 
Die Formeln fiir den direkten Ubergang von den Koordinaten 
Uis W; ZU Ui", w;" erhAlt man aus (15), (35), (36), (42) und (44). Wir 
benutzen die Abkiirzungen 
F = MW, + My We + -+- + my wp | (45) 
p (uy", ... u's 9) =e, sind + 2 e,8in29 + Zcssin3 9 + -- 
wobei die Koeffizienten c; als Funktionen der neuen Konstanten w;’ 
m denken sind. Die erwahnten Ubergangsformeln schreiben sich 
dann in der vollkommen symmetrischen Form 
wut EE, wi = it oF, (46) 
tier gad, + +h 


(44) 


22* 
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Diese Gleichungen kann man durch eine einzige Beriihrungs- 
transformation gewinnen, welche die drei benutzten zusammenfabt: 


f 
W= dSiu’u;, + gp (ui',... ws 9), | 
1 (47) 
OW ered 6 Jue 
aon eee =e 
OU; OW; 


In der Tat wurde diese Transformation von Poincaré eingefiihrt 
und von Whittaker iibernommen, wobei die Form der Funktion 
zunichst unbestimmt gelassen wurde. Die Resultate von Whittaker 
stimmen mit den Formeln dieses vollstiindig tiberein, aber der An- 
satz (45) fiir die Funktion  erscheint bei ihm ganz willkiirlich, und 
man kann nicht iiberblicken, ob er unter allen Umstanden zulassig 
ist: Dagegen geht aus unserer Darstellung hervor, daS dieser Ansatz 
nur fiir einen bestimmten Bereich der numerischen Werte der Energie « 
giiltig, aber dann auch notwendig ist (vgl. § 4, 5). 

Die Gleichungen (39) und (40) bleiben auch nach der Trans- 
formation (44) giiltig, wenn man statt (38) unter a, und b, versteht 


ee 0 go 
Ay gt (mag boo mes) Hi, =u" 


| 48) 
aay rf) 0 \" ( 
Lennesen [teens +m ac) bee | 


§ 8. Rechnerische Durechfihrung im Falle der Libration. 

Komplizierter als im letzten Paragraphen gestaltet sich das 
Problem, wenn die Variable w, Librationsbewegungen ausfiihrt. Man 
kann zwar immer den Integranden in Formel (25) als explizite 
Funktion einer einzigen Variablen darstellen, indem man mit Hilfe 
der Energiegleichung (17’) ~ als Integrationsvariable einfiihrt, und 
erhalt dann 


he a — Hy (ui) 
W, = are cos ———_,—,, 
b! (wi) 
so da jenes Integral die Gestalt cewinnt 
' , , iS HA; 1 
[ du, = | widare cos veer) : 
b (a) 


Allein. in der Praxis erweist sich dieser Weg als sehr miihsam: 
Bei Rechnungen von miaBiger Genauigkeit gelangt man viel schneller 
zum Ziel nach einer im folgenden dargelegten Methode, die einen 
wichtigen Teil unserer Mitteilung bildet. Ich besitze dagegen noch 
keine Erfahrung dariiber, weleches Verfahren sich bei groBer Genauig- 
keit der Rechnungen als das bequemere erweist. 
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Um den Gedanken unserer Methode klar zu machen, betrachten 
wir die spezielle Form, in welcher der Fall der Libration sowohl im 
Dreikérperproblem als in der Dispersionstheorie vorkommt, bemerken 
jedoch, daB sie einen weiteren Anwendungsbereich haben diirfte. In 
den erwabnten Problemen hat man sich namlich nur dann mit Libra- 
tionen auseinanderzusetzen, wenn die Energiegleichung (17') in der 
speziellen Form auftritt 


H,+ 2B Yui COS Wy == &, (49) 


wobei wu, einen kleinen numerischen Wert hat, und H, und f nach 
Potenzen von wu} entwickelbare Funktionen bedeuten, welche iibrigens 
auch von den Konstanten w, u3,... ug abhangen kénnen. 
Wir entwickeln daher vom Nullpunkte aus 
Hy, (ui) = ay + a, 01 + ag? + -*-| 
, ' 49 | (50) 
B (ui) = Bi + Bor + Bs +++ 
und setzen ausdriicklich fest, daB B, nicht verschwindet. Es folgt 
aus der Energiegleichung 


(ay— ce +2 B, Yui cos w+ ay ui) + (2 By Yur cos a; + ig i) v1 ++--=0 (51) 


Da die Reihe mehr oder weniger schnell konvergiert, kénnen 
wir Glieder héherer Ordnung in wu zunachst streichen, um durch Auf- 
lésen der Rumpfgleichung einen Naherungswert fiir u, zu erhalten, 
dann durch Beriicksichtigung immer weiterer Glieder eine Entwick- 
lung fir u, herzustellen. In § 5 haben wir gesehen, daB uw, als 
Funktion der komplexen Variablen w; betrachtet, zwei Verzweigungs- 
punkte mit den Exponenten 1/, besitzt. Der Gedanke unserer 
Methode besteht darin, die Entwicklung so vorzunehmen, 
da& jeder Term derselben einen derartigen Verzweigungs- 
typus erhilt. 

Eine solche Entwicklung erhalten wir leicht auf die folgende 
Weise: Wir bezeichnen die Gesamtheit aller Glieder der Beziehung (51) 
mit Ausnabme der ersten Klammer mit 4 


A = (2B, Vu cos wy + a m4) wi + °°, (52) 
schreiben also jene Gleichung in der Form 
a—%#+4+ 2B, Ju, cos w' +a, u, = 0, 


die man formal nach Yu, auflésen kann 


er 
yu, = —P cos 4-2 VBE eos? woh + a (% — do) — a, 4. (53) 
1 1 
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Wenn man quadriert und gleichzeitig nach der kleinen Grobe 4 
entwickelt, so ergibt sich 


ea * | + B2 cos? w; +26, V® cos w; 
—a, (1+ Pe ata ee ee 
@ 3] 
wo zur Abkiirzung gesetzt wurde 
® — B? cos? wi + a, (#— a) = BF + a (% — a) — A? sin? w;. (55) 
Die erste Naherung erhalt man, wenn man die kleine Grébe J 
ganzlich vernachlassigt 


i = ri? + B? cos? wi + 2p, y® cos w} | (56) 
WE =— B cos wy + es yo, (56’) 
ay ay, 


und diese Naherung reicht bereits fiir die Behandlung des in Mit- 
teilung III] gegebenen Beisprels aus. Bemerkenswert ist an diesen 
Gleichungen folgendes: Da ui dem physikalischen Sinne nach reell 
ist, darf yo nicht imaginar werden, weshalb auch Yui i immer reell 
bleibt. Hieraus folgt aber, da u,; wahrend der ganzen Dauer der 
Bewegung positiv ist und nie durch den Wert uw; = 0 hindurchgeht. 
Die zweite Naiherung ergibt sich, wenn man die erste in das 
Korrektionsglied erster Ordnung in 4 eintragt und die héheren Korrek- 
tionsglieder vernachlassigt. Fiir die dritte Naherung trigt man die 
zweite in die Glieder erster Ordnung, die erste in die Glieder zweiter 
Ordnung ein, usw. In jedem Falle stellt sich uw; durch eine nach 
ganzen Potenzen von yo fortschreitende Reihe dar, und diese letztere 
Funktion Y® besitzt offenbar den gewiinschten Verzweigungstypus. 
Man erhalt auf diese Weise auf jeder Stufe der Approximation 


fiir den Impuls 
u, = F (cos w}, Y), (57) 
wo F eine rationale Funktion der beiden Argumente bedeutet. 


Hieraus ergibt sich nach (30) der Impuls u;' im System der Winkel- 
koordinaten in der Form 


” 1 , = Ul 
Sas F (cos Wry y®) dw. (58) 


Der Integrationsweg in der komplexen w}-Ebene ist dabei eine 
Umkreisung der beiden Verzweigungspunkte A,, A, der exakten 
Funktion u;, mit denen die Verzweigungen B,, B, der Wurzel yo 
nicht streng, sondern nur angenahert zusammenfallen (Fig. 3, I. Teil). 
Indessen umschlingt eine geschlossene Kurve, welche die ersteren 
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einschlieBt, bei geeigneter-Fiihrung auch die letzteren. Deshalb kénnen 
wir (58) fiir jede Stufe der Anniherung als vollstindiges, rings um 
die Verzweigungslinie der Funktion yo gefiihrtes Integral ansehen, 
was die Rechnungen wesentlich vereinfacht. 

Gleichung (58) liefert uns demnach uj’ als Funktion der Energie «. 
Durch Umkehrung (event. durch sukzessive Approximation) erhilt 
man die gesuchte Abhangigkeit der Energie vom Impuls uj. Fir 
die Zwecke der Mitteilung III geniigt die durch (56) gegebene erste 
Naherung. Der in cos w{ rationale Bestandteil liefert keinen Beitrag 
zum Integral, und dasselbe reduziert sich auf 


res fs, 7 VB? + a, (« — ay) — B32 sin? w; dsin w}. (59) 


Dem doppelten Vorzeichen der Wurzel ist dabei schon Rechnung 
getragen, denn beim Fortschreiten langs des Integrationsweges kehrt 
sich das Vorzeichen im Augenblick des Uberganges vom unteren 
Ufer des Verzweigungsschnittes zum oberen von selbst um. Wir 
wollen dabei die Festsetzung treffen, daB wu; positiv ist, das trifft dann 
zu, wenn wir bei positivem $6, den Wurzeln in (56) und (56’) auf 
dem unteren Ufer des Verzweigungsschnittes das untere Vorzeichen 
guschreiben 1). Die Integration 148t sich leicht ausfiihren und ergibt 


2 ee 
sf ad eae - (60) 
ay 
woraus man den gesuchten Ausdruck der Energie in der folgenden 
Form erhilt B? 
t— My — + a th. (61) 


1 
Ohne die Ableitung auszufiihren, wollen wir auch die zweite 
Naherung fiir die Energie angeben 


2 3 
“= a — OF (2a, By — ay B,) + a, uy 


ay 
— 4E (a, By — aa.) wh + ge wi (62) 
Es sei daran erinnert, da fiir die den zyklischen Koordinaten 
konjugierten Impulse w3, 73,... wy nach (34) die Beziehung gilt 
i ign) (42, Sinan) (34) 


und daB die Gréfen a, a,, 6, sich durch die Konstanten wy, Us 570° Uy 
ausdriicken. Durch (61) ist also die Energie « als Funktion der 
Impulse uj (¢ = 1, 2,...f) gegeben. 


1) Falls f, negativ ist, muS man samtlichen folgenden Formeln dieses 
Paragraphen das Vorzeichen bei 6; umkehren. 
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Um von den Variablen w}, wu; zu den Winkelkoordinaten w;' tiber- 
zugehen, machen wir wieder Gebrauch von der Beriihrungstransforma- 
tion (33). Dabei ist die Wirkungsfunktion 


f 
w= frau + >% Uj W; 
2 


durch die Variablen uf und w; auszudriicken, was nach (56), (61) und 
(34) auf den Ausdruck <ihrt 


i. 9 2B 
W= Yituju, + Peis 20; + —> | Va? uy — BP? sin? wi dsinw, (63) 
ay ay 
1 
the CW : oW 
Sa Sor ae (64) 
OU; Ow; 
Aus der ersten der Gleichungen (64) ergibt sich fiir 1 = 1 
wy = w; — are sin ee sin wi) 1) (65) 
ay Vu 
oder B 
—t— sin w, = — sin w] cos w; + cos wy sin w}, 
ay yur’ 
woraus man erhalt 
mr 2 w? 
; a, Vuz sin w; 
sin, — — ———— LV — 
2 2 ” , 
V 63 + aj uy — 24,8, Vu cos wy (66) 
or " 
—a,Vuy cos wy 
cos w, = By ml 


VB? + a? uy — 2a, B, Yui’ cos wi 
Fiihrt man diese Ausdriicke in (56’) ein, so ergibt sich bei Beriick- 
sichtigung des tiber das Vorzeichen Gesagten: 


ae 1 2 200 Oey, ” 

Yui = ars VB aa Ay Uy —2a, By Yui COS W}. (67) 
x 

Unsere Beziehungen (66) gewinnen daher die Gestalt: 

Yui sin wi — Yui sin wi, 
= -— 68 
Vu; cos w, = + Yui! cos w’. hoe? 

am 

Falls 6, nicht positiv, sondern negativ ist, miissen wir in (56) 
und (56') das obere Vorzeichen wihlen. Dadurch kehrt sich auch in 
den Gleichungen (59), (65), (66) das Vorzeichen von #6, und in (67) 


das Vorzeichen der Wurzel um. Dagegen bleiben die Endformeln 
(60), (61), (68) unverandert. 


1) Wir schreiben (—), indem wir von der Willkirlichkeit des Vorzeichens 
bei Vu) Gebrauch _machen. Da namlich Yu, nach (56’) dauernd negativ ist, 
wollen wir auch Vu‘! das negative Vorzeichen zuschreiben. 


Pay eRe te 
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Es ist leicht mit Hilfe der Transformation (63), (64) auch die 
Variabeln wi, w3,.-. wy durch die Winkelkoordinaten auszudriicken. 
Indessen ist dies fiir die Zwecke der Mitteilung UI unnitig. 

_ Durch die besondere Form der Energiegleichung (49) ist wirk- 
lich die Koordinate wu, ausgezeichnet, so daS die Asymmetrie, welche 


qn der benutzten Beriihrungstransformation (15) liegt, berechtigt ist. 


Eine weitere Verinderung der Form der Gleichungen, wie in § 7, ist 
daher im Falle der Libration unndtig. 


§ 9. Die Modifikation der Delaunayschen Methode von 
Whittaker. Wir haben bereits in der Einleitung eine Untersuchung 
iiber Stérungstheorie erwahnt, welche von Whittaker herrihrt. Die 
Hauptannahme seiner Methode besteht im Ansatz (45) fiir die Funk- 
tion gm der Beriihrungstransformation (47). Wie wir in §7 gezeigt 
haben, lauft das darauf hinaus, daB fiir den Impuls w, immer die 
Giltigkeit der Fourierentwicklung 


ui = +c cosw, + ¢, 0082, +: 


vorausgesetzt wird. Whittaker macht also die Annahme, daB 
der Impuls wu’ stets eine periodische Funktion der Variablen w,; 
sei. Dagegen haben wir in den § 4, 5 bewiesen, dab auBer dieser 
Méglichkeit noch diejenige der Librationsbewegung existiert, und dal 
es in jedem konkreten Fall von den numerischen Werten der kon- 
stanten abhingt, ob die eine oder die andere Alternative vorliegt. 
Wir erkennen aus diesem Sachverhalt, daB die Whittakersche 
Methode das Problem nicht vollstindig, sondern nur zum 
Teil erschépft. 

DaB dem Falle der Libration durchaus keine untergeordnete Be- 
deutung zukommt, sehen wir daraus, daB man sowohl im Dreikérper- 
problem als in der Dispersionstheorie (vgl. Mitteilung III) auf den- 
selben sté8t, und da8 Delaunay selbst und besonders Poincaré auf 
ihn hingewiesen haben. Bei unkritischer Befolgung des Whittaker- 
schen Approximationsverfahrens lauft man stets Gefahr, den Aus- 
druck (40) auSerhalb seines Geltungsbereiches anzuwenden. Denn die 


‘ @renzen, innerhalb deren diese Formel anwendbar ist, lassen sich 


nicht durch das Verfahren selbst, sondern nur durch allgemeine Uber- 
legungen wie diejenigen unserer § 4, 5 feststellen. Wir wollen an 
dem einfachen Beispiel des physischen Pendels zeigen, welchen Irr- 
tiimern man dabei leicht zum Opfer fallen kann. 

Es seien J die reduzierte Linge, m die Masse, « die Energie des 
Pendels, g die Beschleunigung des Schwerefeldes und g der vom 
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Schwingungsmittelpunkt gemessene Winkel des Ausschlages. Dann 
lautet bekanntlich die Energiegleichung 


petucosp—e, (69) 
wenn man zur Abkiirzung p = 2m2gl3 und c= 2ml?a setzt. 
Nach (30) ist dann der der Winkelkoordinate zugeordngte Impuls 

1 1 <a s 
peer So — ae 7 C d ° 70 
u sa prey sa V6 uw cos p dy (70) 


Schon in diesem einfachen Fall sind in bezug auf den Inte- 
grationsweg die beiden Méglichkeiten der § 4, 5 zu unterscheiden: 

1. c>w, d.h. das Pendel schligt oben um und vollfihrt eine 
Rotationsbewegung. Dies ist der periodische Fall, denn p ist 
dann eine periodische Funktion des Winkels g und die Integration 
ist von 0 bis 27 zu erstrecken. Wir bringen das elliptische Integral (70) 
auf die Normalform 


O.== Vet (1/1 — wr sint S29 cs Be 
bi 2 


0 
Unter der gemachten Voraussetzung ist k<1, und das Integral 
wird in bekannter Weise 


u— Verefi—ped.], 
woraus folgt 


Dewey orn ae (71) 


2. c<u, das ist der gewéhnlichere Fall der Librations- oder 
Pendelbewegung. Man muB dann, wie in § 6 ausgefihrt wurde, 
im Komplexen um die Verzweigungslinie des Integranden herum- 
integrieren. Der Modul & ist gréSer als 1, und man formt das Inte- 
gral zweckmaig durch Kinfiihrung einer neuen Variablen mit Hilfe 


der Substitution & sin a = sin w um: 


22 
Nee “Vis cost ydy = etehy tt | 
M5 U ji- sin? wy y2u 8 k2 ’ ? 


0 


os Iu w(t) a (72) 


und 


Wir haben also fiir c>« eine Entwicklung nach fallenden 
Potenzen von u?, fir ¢<m eine solche nach steigenden Potenzen 
von uw. Hier ist es ganz besonders deutlich, da8 man den Fall der 
Libration nicht tibersehen darf, und daB8 die Anwendung der Ent- 
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wicklung nach fallenden Potenzen im Falle c<w nicht gestattet ist. 
In den meisten Fallen der Stérungstheorie liegen die Verhiitnisse 
weniger durchsichtig und miissen sorgfaltig analysiert werden. 

Wir geben zu, daf dieser wegen seiner rechnerischen Kinfachheit 
zur Ijlustration herangezogene Fall nicht ganz den Bedingungen der 
Stérungstheorie entspricht: die Libration tritt erst dann ein, wenn 
der Term pcos ®@ nicht mehr klein ist gegen p?, sondern von der- 
selben GréBenordnung wie dieser. Man wird also die Pendelbewegung 
im Schwerefelde kaum als Stérung der feldlosen Rotation bezeichnen 
kénnen. Allein in den Problemen der Stérungsrechnung gibt es 
genug Falle, in denen ein sehr kleiner Term eine einschneidende 
Anderung des analytischen Charakters des Problems bewirkt. Wir 
haben namlich in § 4 gesehen, daf fiir die Unterscheidung zwischen 
Periodizitat und Libration die Ableitung 0b/du, maBgebend ist; nun 
ist gerade in dem in §8 zugrunde gelegten Spezialfall b = 2B Yu 
und 0b/du, = B/ Vu, (wenn wir kleine Glieder vernachlassigen). Ist 
also u, numerisch sehr klein, so kann ein sehr kleiner Stérungsterm eine 
numerisch groBe Ableitung und damit eine erhebliche Wirkung haben. 

§ 10. Quantentheoretische Ausblicke. In unseren bisherigen 
Uberlegungen haben wir die stillschweigende Voraussetzung gemacht, 
daB die durch die Hamiltonsche Funktion H, der Gleichung (12) 
gegebene ungestérte Bewegung nicht zu der Klasse der ,entarteten“ 
gehért. Unter dieser Voraussetzung gelangten wir zu dem Resultat, 
da8 die nach (11) fiir die Quantelung maBgebenden Impuls- 


 gréBen u; sich beim Fortschreiten von einer Approximation 
gur nachsten nur um kleine Korrektionsglieder andern. 


Wir wollen nunmehr die gemachte Beschrankung fallen lassen 
und auch entartete Systeme ins Auge fassen. Das Kennzeichen 
solcher Systeme‘), auf welches es uns besonders ankommt, bestebt 
darin, daS zwischen den mittleren Bewegungen (10) eine oder mehrere 


~ Kommensurabilititen der Form 


Toy 21 $+ Keg My + +++ + hyp Rp = 0 (73) 


| bestehen, wobei k,, k,...k¢ ganze Zahlen bedeuten. Die Zahl der vor- 


handenen Kommensurabilititen wollen wir als den ,Grad der Ent- 
artung“ bezeichnen. Der héchste mégliche Entartungsgrad ist offenbar 
f—1, weil dann von den Variablen w; nur eine einzige frei ist (bei f 
unabhangigen Kommensurabilitaten waren alle ;—0 und w;= const, 
es wire also tiberhaupt keine Bewegung vorhanden). Dieser héchste 


Grad der Entartung wird von den periodischen Bewegungen erreicht. 


a ib 


1) Pp. 8. Epstein, Ann. d. Phys. 51, 176, 1916. 
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Unter den Gliedern der Stérungsfunktion (12) kénnen nun solche 

vorkommen, deren Argument gerade 
ky, + hig Wy + +++ + Kpor 

ist, wobei k; die gleichen Zahlen bedeuten sollen wie in der Kommen- 
surabilitat (73). Solche Terme kann man zweckmaBig ,entartete 
Glieder“ nennen. Die besonderen Eigenschaften dieser entarteten 
Glieder zeigen sich bei Ausfiihrung der Transformation (16): die 
kanonischen Gleichungen geben namlich 


oH. ; 
 Weidmmetied Sri Ri Ui Me dee (74) 
1 : 
Die Funktion H, ist also iiberhaupt von uw, unabhangig. un 
daher eine Konstante, da nach (34) alle iibrigen Argumente der 
Funktion (u;, «5,...uf) konstant sind. Man kann diese Konstante 


mit der Energie vereinigen und schreiben 


oa —a— H,, (75) 
wodurch (17’) die vereinfachte Gestalt gewinnt 
b(u,) cos w, = a’. (76) 


In dieser Gleichung ist nun der Term b(u,) cos w, nicht mehr 
ein kleines Korrektionsglied, sondern iiberhaupt der einzige variable 
Term. Dieser Umstand bringt es mit sich, da8 ein entartetes 
Glied nicht eine kleine Korrektur der fiir die Quantelung 
berechtigten Koordinaten, sondern eine einschneidende Ver- 
anderung derselben bewirkt. 

Im Interesse der folgenden Teile wollen wir die Formeln fiir 
die Behandlung der entarteten Glieder zusammenstellen. Die Methoden 
der § 7,8 sind hier nicht anwendbar und wir miissen auf das im 
Anfang des § 8 kurz erwahnte Verfahren zuriickgreifen. 

Wir erhalten 


und nach (30) und (34) 
grec . 
"=e Vo — 0?” uw = ui, (4 = 2,3,...f). (78) 
Mit Hilfe dieser Beziehungen ist a’ als Funktion der GréfSen u; 


zu bestimmen. Die Winkelkoordinaten w; folgen sodann aus der Be- 
rihrungstransformation 


f 
Wf ude, + Stuer, Ww; = oy u; = ow 
2 € 


OU en Ge 
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wobei w, mit Hilfe der Gleichungen (76) und (78) durch die GréBen u; 


-und w, ausgedriickt zu denken ist. Auf diese Weise erhalten wir 


' Ou, Ou 
ww. =\|\—d —— 1 
1 Ee Wy, Wi wi + (5% 


Logarithmiert gibt Gleichung (76) 


dw, (i= 2,3,...f). (79) 


log b = log a — log cos 1, 
und partiell nach u; differentiiert 
pew ed,» 100-1 Loe 


b Ou, Ou; | bom; of Ou; 


' b 
Im besonderen ist aa = 0, so da8 man aus dieser Gleichung 
G) 
erhalt : 
Ou, _—s-ib 1 da’ Ow b flee” hob : ‘ 
Ou, ob a ou, ou; 0b es b oa ie Bikeet)- (80) 
Ou; Cu, 
SchlieBlich folgt 
Oo 1 6b 
Sat Ca! dU; Ui > D Ou 
Vis al Ou! le w;, = 0; + bal wy + ie du,. (81) 


Aus dem Gesagten geht hervor, dab die entarteten Glieder fiir 
die Festlegung der Quantelungskoordinaten die bedeutsamsten sind. 
Es ist daher wichtig, sie von der Stérungsfunktion auch dann ab- 
trennen zu kénnen, wenn eine Fourierentwicklung derselben noch 
nicht ausgefiihrt ist. Zu dieser Abtrennung fiihrt die folgende einfache 
Uberlegung: Man denke sich die Stérungsfunktion der Gleichung (8) 
formal durch die Winkelkoordinaten w;, w; der ersten intermediaren 
Bewegung ausgedriickt. Den Variablen u;, w; lege man diejenige 
Abhangigkeit von der Zeit bei, welche sie in der ersten intermediaren 
Bewegung besitzen, nimlich uw; —= const, wv; = 2;t +0; Nimmt man 
den zeitlichen Mittelwert von R, tiber eine unendlich lange Zeit, so 
erhalt man neben dem konstanten von den Variablen w; unab- 
hingigen Anteil von R, gerade die Summe @ der entarteten Glieder, 


‘welche gleichfalls konstant sind, da aus ihnen ¢ nach der Relation (73) 


herausfallt. In diesem Sinne schreiben wir 
T 


= 1 
Q —— R, — lime | Bat (82) 


0 
Da der zeitliche Mittelwert von der Wahl der Koordinaten un- 
abhingig ist, kdnnen wir Q statt der Winkelvariablen durch beliebige 
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andere Koordinaten ausdriicken. Wir miissen ihnen aber bei der 
Mittelung diejenige Abhingigkeit von der Zeit zuschreiben, welche. 
sie in der ersten intermediéren Bewegung haben. Insbesondere kann 
man die Zahl der Koordinaten eines entarteten bedingt periodischen 
Systems stets um den Entartungsgrad (s) reduzieren und ein aus- 
gezeichnetes System von f—s Separationsvariablen finden 1), Es seien 
diese ausgezeichneten Variablen q,, qo,--.-G—s und die zugehorigen 
kanonischen Impulse p,, po, --- Pf—s) derart, daB p; = pi (Ji, Oy, M%g--- Op—s)s 
wo die a; Integrationskonstanten bedeuten. Dann kann man den 
zeitlichen Mittelwert (82) nach einem Satz von Burgers?) in der 
folgenden fiir die praktische Rechnupg bequemen Form ausdriicken: 


=e 
@= R= Fb b> RPda da. dy. (83) 


Dabei bedeuten F und 4 zwei Determinanten, namlich 


7446 |» th = 1,2, ...f 9). (84) 

Wenn der héchste Entartungsgrad vorliegt, ist die ungestérte 
Bewegung periodisch, und man*kann die Mittelung iiber eine lange 
Zeit durch die Mittelung iiber eine Periode ersetzen. In diesem 
Falle stimmt unsere Funktion Q mit der Funktion & von Bohr 
iiberein, durch welche nach seinen Vorschriften die Koordinatenwahl 
festgelegt wird. Obwohl Bohr seine Regeln aus ganz anderen 
Gesichtspunkten ableitet, stimmen sie im wesentlichen mit 
den unseren tiberein 3). 

Auch in den anderen von Bohr betrachteten Fallen stehen 
die von ihm gegebenen Vorschriften denjenigen, die sich 
aus unserer Theorie ergeben, sehr nahe. Wenn die ungestérte 
Bewegung nicht entartet ist, so ist die Wirkung einer sehr kleinen 
Stérung im wesentlichen durch das aperiodische (d.h. das konstante, 
von w,,... wr unabhingige) Glied der Stérungsfunktion gegeben; 
denn nach den Formeln (40) und (61) ergeben alle iibrigen Glieder 
Anderungen der Energie, welche die kleine Gréfe b, (bzw. B,) 


1) P. 8. Epstein, lc. 9.179. 

*) J. M. Burgers, Verslagen Amsterdam 1917. 

3) Wir glauben, daS im Text dieses Paragraphen zum erstenmal eine all- 
gemeine und unzweideutige Anweisung gegeben wird, wie die Behandlung 
soleher Falle durchzufithren ist. Die Bohrsche Angabe (l.c., 8.55), die Inte- 
gration sei in seinen Variablen £; von 0 bis 2a zu fiihren, beruht offenbar auf 
einem Versehen, denn im allgemeinen hat f; gar nicht die Dimension eines 
Winkels. Bei der Durchfiihrung der Beispiele bedienen sich Bohr und Kramers 
spezieller, nur fiir die betrachteten Falle anwendbarer Kunstgriffe. 
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quadratisch enthalten. Dieses aperiodische Glied ist, sofern man 
quadratische Glieder vernachlassigt, durch die urspriinglichen Koordi- 
naten der ungestérten Bewegung auszudriicken, so daB die Ande- 
rungen der Bewegungsform durch die Stérung in diesem Falle 
gar nicht untersucht zu werden brauchen. 

Bei ganz oder partiell entarteten Bewegungen sind die ent- 
arteten Glieder eins nach dem anderen in der angegebenen Weise zu 
entfernen. ist der Entartungsgrad gleich s, so ist das Problem nach 
s-Schritten auf ein nicht entartetes zuriickgefiihrt1). Daher ist jede 
Art der Bewegung, auf welche die allgemeine Theorie dieser Mit- 
teilung anwendbar ist, grundsatzlich einer scharfen Quantelung fahig, 
und darin besteht der Hauptunterschied unserer Auffassung von der 
Bohrschen, welche in der Mehrzahl der Falle die Unméglichkeit 
einer exakten Quantelung und daher ein Diffuswerden der Spektral- 
linien erwarten 148t. Es ist jedoch zu bemerken, da8 die Konvergenz- 
bedingungen des Verfahrens bei Vorhandensein mehrerer entarteter 
Glieder Aduerst ungiinstig werden, so da die Feststellung der 
Quantelungskoordinaten in vielen Fallen an rechnerischen Schwierig- 
keiten scheitern kann. Immerhin ist schon viel dadurch gewonnen, 
daS man ein Verfahren hat, nach welchem sich die Behandlung 
schrittweise versuchen und vielfach durchfiihren 148t. Im IV. Teil 
werden wir ein praktisch wichtiges Beispiel fiir diesen Fall kennen 
lernen: die gleichzeitige Wirkung eines elektrischen und eines magne- 
tischen Feldes auf ein wasserstoffahnliches Atom *). 

Eine wichtige Frage ist es, ob die Koordinaten, zu denen man 
gelangt, von der Willkiir, welche in der Wahl der ersten inter- 
mediaren Bewegung und der Reihenfolge der Beriicksichtigung der 
entarteten Glieder steckt, unabhingig ist. Durch ziemlich einfache 
Uberlegungen 14Bt sich in der Tat diese Unabhingigkeit mindestens 
sehr wahrscheinlich machen. Wir wollen jedoch auf diese Frage bei 
einer spateren Gelegenheit zuriickkommen und hier nur erwahnen, 
daB die erste intermediire Bewegung in der Mehrzahl der Anwen- 
dungen einen physikalischen Sinn hat, namlich denjenigen des Normal- 


1) Bs kann der Fall vorkommen, dab auch die gestérte Bewegung entartet 
ist (z.B. vom Grade S<s). Dann ist die Reduktion nach s — S-Schritten voll- 
endet; es bedingt dies keine Anderung in unseren SchluSfolgerungen, denn man 
kann ein entartetes System durch Verdnderung der Zahl der Freiheitsgrade 
formal auf ein nicht entartetes zuriickfihren. 

_ 2) Bohr erklarte dieses System fiir nicht quantisierbar, wenn die beiden 
Felder einen endlichen Winkel einschlieSen (1.c., 8.93, 94; Abhandlungen tiber 
Atombau, 8. XVII. Braunschweig 1921). Wir werden aber sehen, dah es sich 
nach unserem Verfahren scharf quanteln 1aBt. 
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zustandes des Systems, womit die Willkiir praktisch beseitigt ist. Daf 
die Reihenfolge der Behandlung der Glieder nichts ausmacht, wenn 
man eine gréBere Zahl von Operationen ausfiihrt, als der Entartungs- 
grad betrigt, liegt auf der Hand: Das System ist auf dieser Ap- 
proximationsstufe nicht entartet und besitzt daher nur ein einziges 
System von Separationsvariablen. 

Wie in der Einleitung erwaihnt, wurden die dargelegten Uber- 
legungen schon 1917 ausgearbeitet; die schlechte Ubereinstimmung 
mit der Erfahrung im Falle des Heliumspektrums veranlaSte mich 
zunichst, die ganze Theorie zu verwerfen'). Als jedoch Bohr in 
den zitierten Arbeiten ungefahr dieselben Quantelungsvorschriften 
aufstellte, die sich auch bei mir ergeben, wurde mein Vertrauen in 
die Theorie wieder gestirkt. Ihr Geltungsbereich diirfte sich jedoch 
auf die Bewegung eines einzelnen Elektrons in einem stationdren 
Feld beschrinken. (Wir werden auf diese Frage im III. und V. Teil 
zuriickkommen.) 

§1l. Zusammenfassung. Der Inhalt der §1 bis 10 1laBt 
sich in den folgenden Sitzea zusammenfassen: 

1. Es wurde gezeigt, daB der physikalische Inhalt der Delaunay- 
schen Methode in einer sukzessiven Approximation durch bedingt 
periodische Bewegungen besteht. 

2. Es wurde ferner gezeigt, daB auf jeder Stufe der Approxi- 
mation zwei mégliche Falle zu unterscheiden sind. In dem einen ist 
die Bewegung des Systems in einer gewissen Variablen periodisch, 
im anderen fihrt diese Variable Librationen aus. 

. 3. In beiden Fallen wurden fiir numerische Rechnungen geeig- 
nete Formeln zur Durchfiihrung des Approximationsverfahrens in der 
Quantentheorie gegeben. 

4. Hine von Whittaker angegebene Modifikation der Delaunay- 
schen Methode ist nur in dem einen (periodischen) Fall anwendbar 
und daher unvollstandig. 

5. Die Delaunaysche Methode (in unserer Modifikation) liefert 
auf jeder Stufe der Approximation ganz automatisch die quanten- 
theoretisch ausgezeichneten Koordinaten. 


Pasadena, California Institute of Technology, September 1921. 


1) Vel. P. 8. Epstein, Die Naturwissenschaften 6, 252, 1918. 


SS 
“o) ilabaih ae 


321 
StoBwelle und Detonation. 
Von R. Becker in Berlin-Grunewald. 
Mit neun Figuren. (Eingegangen am 20. Dezember 1921.) 
Einleitung. — A. Die Entstehung des VerdichtungsstoSes. 


§1. Eine anschauliche Behandlungsweise. § 2. Rechnerische Behandlung des 
gleichen Vorganges. § 3. Notwendigkeit der Beriicksichtigung von Warme- 
leitung und Reibung. — B. Der stationaére VerdichtungsstoB. § 4. Die 
Differentialgleichungen. § 5. Die makroskopischen Eigenschafien der StoB- 
welle. § 6. Die Struktur des VerdichtungsstoBes. § 7. Die Frontbreite. — 
CG. Anwendungen auf die Detonation. §8. Die allgemeinen Grund- 
gleichungen der Detonation. § 9. Die normale Detonation. § 10. Die Vor- 
ginge innerhalb der Detonationswelle. — Zusammenfassung der Ergebnisse. 

Als Riemann?) die Integration der partiellen Differential- 
gleichungen fiir die eindimensionale Stromung eines idealen Gases 
durehfiihrte, machte er die Entdeckung, da unter Umstinden ein 
Zastand mit stetiger Verteilung von Dichte und Geschwindigkeit in 
einen unstetigen iibergehen kann, derart, dab sich gewisse Flachen 
innerhalb des Gases ausbilden, an welchen die genannten GréBen sich 
in unstetiger Weise um endliche Betrage andern. Aussagen iiber 
den weiteren Verlauf der Bewegung lassen sich nur dann machen, 
wenn man zu den Differentialgleichungen noch Bedingungen hinzu- 
fiigt, denen die ZustandsgréBen zu beiden Seiten einer Unstetigkeits- 
flache geniigen miissen. Diese Bedingungen bringen zum Ausdruck, 
daB die Gesetze von der Erhaltung der Masse und Energie sowie 
der Impulssatz beim Durchgang durch die Unstetigkeitsflache nicht 
verletzt werden diirfen. Riemann machte bei seiner Behandlung den 
Fehler, nicht die Energiegleichung als notwendige Bedingung hinzu- 
schreiben, sondern statt dessen anzunehmen, da die Zustandsinderung 
auch beim Durchgang durch die Unstetigkeitsflache adiabatisch erfolge. 
Infolgedessen sind seine Gleichungen, wie Lord Rayleigh#) hervor- 
hebt, mit dem Energiesatz nicht vertiaglich. Spater gab Hugoniot), 
ohne Kenntnis der Riemannschen Arbeit, eine ausfiihrliche mathe- 
matische Darstellang der eindimensionalen Luftbewegung, wobei er 
besonders den Zusammenhang mit der Charakteristikentheorie klar 


‘hervortreten lieB.. Bei der Behandlung der Unstetigkeitsflache (die 


1) Uber die Fortpflanzung ebener Luftwellen von endlicher Schwingungs- 
weite. Gétt. Ges. d. Wiss. 8, 1860 und Riemanns ges. Werke, 2. Aufi., 8. 156. 
Vgl. auch Riemann-Weber, Partielle Differentialgleichung. 5. Aufl. Bd. U, 
8. 507. 

3) Theory of Sound 2, 41. 

3) Hugoniot, Journ. de l’école polytechn. Paris, Heft 57, 1887 und 58, 1889. 
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wir weiterhin auch ,,StoBwelle“ oder Verdichtungssto8 nennen werden) 
fand er durch Beriicksichtigung des Energiesatzes, daB die Zustands- 
anderung nicht nach der (statischen) Adiabaten erfolgt, sondern nach 
einem anderen Gesetz, welches er als das der ,,dynamischen Adiabaten“ 
bezeichnete und welches ich weiterhin die ,Hugoniot-Gleichung“ 
nennen werde. 

Zusammenfassende Darstellungen der mathematischen Seite unseres 
Problems wurden spiterhin gegeben von Hadamard’) und Zemplén®). 
In der mathematischen Nomenklatur wird eine Flache, zu deren Seiten 
Dichte und Geschwindigkeit um endliche Betrage differieren, als Un- 
stetigkeitsfliche ,erster Ordnung“ bezeichnet. Unstetigkeiten zweiter, 
dritter usw. Ordnung sind solche, an denen nur die erste, zweite usw- 
Ableitung jener GréBen nach Ort oder Zeit unstetig ist. Unsere 
StoBwelle ist demnach eine Unstetigkeit erster Ordnung. 

Ein wesentliches Ergebnis der Theorie ist die Behauptung, daf 
Verdichtungswellen mit endlichem Uberdruck spontan in steile Ver- 
dichtungssté8e (Knallwellen) iibergehen, deren Fortschreitungs- 
geschwindigkeit nur fiir den Grenzfall unendlich kleiner Verdichtang 
gleich der normalen Schallgeschwindigkeit ist, dagegen mit~wach- 
sender Intensitat unbegrenzt ansteigen kann. Da8 tatsachlich Knall- 
wellen sich mit gréBerer als Schallgeschwindigkeit ausbreiten kénnen, 
wurde zuerst von Mach) und seinen Mitarbeitern gezeigt. Er 
erzeugte den Kuall entweder durch elektrische Funken oder durch 
Explosion geringer Mengen Jodstickstoff. Martin+) untersuchte die 
von den verschiedensten Initialsprengstoffen (Aciden und Fulminaten) 
erzeugten Knallwellen. Er erblickt in deren Fortschreitungsgeschwindig- 
keit sogar ein quantitatives Ma fiir die Brisanz der betreffenden 
Sprengstoffe. Ferner verdanken wir Wolff*) umfangreiche Mes- 
sungen iiber die durch gréfere Sprengungen ausgelésten Knallwellen. 
Alle diese Messungen beziehen sich auf den Fall der freien raum- 
lichen Ausbreitung der Knallwelle, dessen theoretische Behandlung 
bisher noch nicht gelungen ist®). In der Absicht, die fiir den: ein- 
dimensionalen Fall durchgefiihrte Theorie zu priifen, fiihrte Vieille?) 


1) Hadamard, Propagation des ondes. Paris 1903. 


*) Zemplén, Unstetige Bewegungen in Fliissigkeiten, Enzykl. d. math. 
Wissenschaften, Bd. IV, 2. Teil, 1. Halfte. 

3) Mach, Wiener Ber. 72, 1875; 75, 1877; 77, 1878. 

*) Martin, ZS. f..d. ges. SchieB- u. Sprengstoffwesen 12, 39, 1917. 

5) Wolff, Ann. d. Phys. 69, 329, 1899. 


6) Auch die Ansitze von Wolff, Martin und mb A (vel. Zitat 
in §5) brachten keine Lésung. 


7) Vieille, Mémorial des poudres et salpétres 10, 177, 1899/1900. 
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eine grofe Anzahl von Versuchen durch. Er verhinderte die rium- 
liche Ausbreitung dadurch, da8 er die Knallwelle an einer Stelle im 
Innern eines geschlossenen Stahlrohres erzeugte. .An der das Rohr 
durcheilenden Verdichtungswelle konnte er dann die ,, Versteifung“ 
(das Steilerwerden) der Wellenfront und Fortschreitungsgeschwindig- 
keiten bis etwa zum Dreifachen der normalen Schallgeschwindigkeit 
beobachten. 

Die Technik bietet zwei Gruppen von Erscheinungen, deren Zu- 
sammenhang mit der Theorie des VerdichtungsstoBes erst im Verlauf 
einer langwierigen experimentellen Forschungstatigkeit erkannt und 
klargelegt wurde. Es handelt sich hier einmak um das Ausstrémen 
von Gasen und Diampfen aus passend gestalteten Offnungen. Solche 
Vorginge sind insbesondere von Bedeutung fiir den Bau’ von Dampf- 
turbinen. Ausfiihrliche Darstellungen der hier obwaltenden Verhilt- 
nisse finden sich bei Stodola 1), Prandtl?), Schréter und Prandt] 3), 

Das andere Anwendungsgebiet der Theorie des Verdichtungs- 
stoBes bilden die schnell verlaufenden chemischen Umsetzungen der 
Explosivstoffe. DaS deren Wirkung auf die umgebende Luft unter 
Umstiinden in Form eiuer Knallwelle, d.h. eines VerdichtungsstoBes 
erfolgt, wurde oben bereits erwahnt. Aber auch die chemische Um- 
setzung im Innern eines detonierenden Sprengstoffes (die , Detonations- 
welle“) 148t sich auffassen als ein durch eine chemische Reaktion 
modifizierter VerdichtungsstoB. 

Die ,,Detonationswelle* wurde zuerst beobachtet und gemessen 

-yon Berthelot‘). Ihre nahe Beziehung zur Riemannschen Theorie 
des VerdichtungsstoBes erkannte Schuster®), waihrend Chapman °) 
auf dieser Grundlage zuerst die vollstindigen Gleichungen zur ein- 
deutigen Berechnung von Detonationsgeschwindigkeiten aufstellte. 
Kine ausfiihrliche und auch zahlenmaBige Diskussion dieser Gleichungen 
lieferten Jouguet’) und Crussard 8), welche eine weitgehende Uber- 
-einstimmung zwischen den errechneten und den insbesondere von 


1) Stodola, Die Dampfturbinen. Berlin 1905. 

2) Prandtl, Handwérterbuch d. Naturwissenschaften, Bd.4, Jena 1913, 
Artikel ,Gasbewegung“ und ZS, f. d. ges. Turbinenwesen 8, 241, 1906, 

3) Schréter und Prandtl, Enzykl. d. math. Wissenschaften, Bd. V, Teil 1, 


‘Heft 2. 
4) Berthelot, Sur la force des matiéres explosives. Paris 1883, C. R. 93, 


18, 1881. 
5) Schuster, Philos. Trans. London 1893, 8. 152. 
6) Chapman, Phil. Mag. 47, 90, 1899. 
7) Souguet, Journ. d. Math. 1, 347, 1905 und 2, 5, 1906. 
8) Crussard, Bull. de la soc. d, Vind. minérale, Saint-Etienne 6, 1—109, 1907. 


23* 


324 R. Becker, 


Dixon) gemessenen Detonationsgeschwindigkeiten explosibler Gas- 
mischungen konstatieren konnten. — Ein Versuch von Taffanel 
und Dautrische2) zar numerischen Auswertung der Theorie auch 
fiir feste Sprengstoffe schciterte nur daran, da sie irrtiimlich die 
(verkiirzte) van der Waalssche Zustandsgleichung als ein gesichertes 
und bei beliebigen Gasdichten anwendbares Ergebnis der physikalischen 
Forschung ansahen.- In einem kurzen Vortrage stellte ich’) selbst 
einige Uberlegungen zusammen, welche in der einfachsten Weise und 
ohne Voraussetzungen iiber den Aggregatzustand der reagierenden 
Stoffe zu den Gleichungen der Detonation fiihren. Ich konnte zeigen, 
daB man mit einer durch die Amagatschen Versuche nahegelegten 
Zustandsgleichang%) auch bei festen Sprengstoffen zu verniinftigen 
Werten fiir die Detonationsgeschwindigkeit gefihrt wird. 

Die Theorie des VerdichtungsstoBes erscheint demnach mathe- 
matisch gut fundiert und durch vielfiltige Erfahrungen bestatigt. 
Trotzdem ist sie in ihrer vorliegenden Form in physikalischer Hin- 
sicht 4uBerst unbefriedigend. Die eingangs erwahnten Bedingungen 
fiir die Zustandsgréf8en (z. B. Dichte, Druck und Geschwindigkeit) zu 
beiden Seiten der Unstetigkeitsflache sind zwar zur ,.makroskopischen“ 
Beschreibung des Phanomens ausreichend. Jedoch gewiahren sie 
keinerlei Verstandnis fiir den wirklichen Mechanismus des Vorganges. 
Ks ist z B. gar nicht recht einzusehen, warum hier eine Kompression 
nicht mehr adiabatisch, sondern nach der Hugoniot-Gleichung 
erfolgen soll. Man mu demnach von einer. wirklich physikalischen 
Theorie auch einen Einblick in die ,mikroskopische Struktur“ der 
Wellenfront fordern. Ich werde im folgenden zeigen, wie man bei 
anschaulicher (§1) und bei mathematischer (§ 2) Behandlung des 
gleichen Vorganges in einfachster Weise auf die Entstehung von Un- 
stetigkeiten gefiihrt wird, solange man annimmt, da8 das betreffende 
Medium véollig frei von Reibung und Warmeleitung ist. Wenn man 
jedoch (§ 3) der Tatsache Rechnung tragt, daB8 Substanzen ohne 
Reibung und Wa&rmeleitung in der Natur nicht existieren, so erkennt 
man, daf eine scharfe Unstetigkeit nicht auftreten kann‘), sondern 
daB8 der Wellenfront eine endliche Breite zuakommen mu. Erganzt — 
man demnach die Differentialgleichungen der eindimensionalen Flissig- 
keitsbewegung durch die der Reibung und Wirmeleitung Rechnung 


1) Dixon, Philos. Trans. London 1893 und 1903, 
*) Taffanel und Dautrische, ©. R. 155, 1221, 1912. 
) Becker, ZS. f. Elektrochem. 28, 40, 1917; ZS. £. Physik 4, 393, 1921, 


*) Diese Bemerkung wurde wohl zuerst von Prandtl (ZS. f. d. ges. 
Turbinenwesen 8, 241, 1806) gemacht. 
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tragenden Glieder (§ 4), so erhalt man durch deren Integration ohne 


besonderen Kunstgriff nicht nur die Riemann-Hugoniotschen 


Gleichungen fiir die ,makroskopischen“ Eigenschaften der StoBwelle 
(§ 5), sondern zugleich einen Linblick in deren »wiikroskopische“ 
Struktur (§ 6). Die Berechnung der Frontbreite wird an einigen Bei- 
spielen volistandig durchgefiihrt. 

Eine Kenntnis der Vorginge innerhalb der Wellenfront ist auch 
die notwendige Vorbedingung fiir ein wirkliches Verstindnis der 
Detonationswelle. Die konsequente Durchfiihrung der. Unstetigkeits- 
theorie fiihrt zwar in zwingender und eindeutiger Weise zu Werten 
fiir die Detonationsgeschwindigkeit und den Detonationsdruck (§ 8) 


und (§ 9), es bleibt aber vollkommen unverstindlich, wodurch eigent- 


lich die jeweils von der Wellenfront erfaSten Teile zur chemischen 
Reaktion veranlaft werden. Durch Anwendung der beim Verdich- 
tungssto8 gewonnenen Erkenntnisse wird das Verstindnis dieses Vor- 
ganges wesentlich erleichtert, wenn auch eine restlos befriedigende 
Behandlung noch aussteht (§ 10). 


A. Die Entstehung des VerdichtungsstoBes. 


§ 1. Eine anschauliche Behandlungsweise. Um in anschau- 
licher Weise zu einer Vorstellung von der Entstehung des Verdich- 
tungsstoBes zu gelangen, denken 
wir uns folgende einfache Vor- , _.—— 
richtung: 

Ein nach rechts hin sehr Ocean 
langes (Fig. 1a) und links durch 


H i eae ee ee ee 
einen Stempel verschlossenes e 
Rohr sei erfiillt von ruhender, 2 tte 


iiberall gleich beschaffener Luft. 
Wir erteilen dem Stempel eine etm 


sehr kleine Geschwindigkeit 


dw und erzeugen dadurch im 7S 


Gas eine schwache Verdichtungs- Fig. 1. 
welle, die nach rechts hin mit 


der Schallgeschwindigkeit ¢ = VyRT fortschreitet. In einem be- 


stimmten Augenblick (Fig. 1b) ist dann die Luft rechts vom Wellen- 
kopf unverandert und in Ruhe, wihrend sie zwischen Wellenfront und 
Stempel um einen Betrag de adiabatisch verdichtet ist und die Ge- 
schwindigkeit dw besitzt. Nunmehr vergréBern wir die Geschwindig- 
keit des Stempels nochmals um den Betrag dw, wodurch in der zu- 
letzt erwihnten Luftmasse eine zweite Verdichtungswelle erzeugt wird, 
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die hinter der ersten herlauft (Fig.1c¢). Durch haufige Wiederholung 
dieses Verfahrens bringen wir schlieBlich den Stempel auf die endliche 
Geschwindigkeit w. In der Gasmasse haben wir damit einen treppen- 
formigen Wellenberg erzeugt, an dessen oberster Stufe die Gasteilehen 
ebenfalls die Geschwindigkeit w besitzen. Wir fragen’ nach dem 
weiteren Schicksal dieses Wellenberges. Zunachst sehen wir, daB die 
oberen Stufen unserer Treppe relativ zum Rohr eine gréBere Ge- 
schwindigkeit haben als die tieferen. Denn einmal ist die Temperatur 
und daher auch die Schallgeschwindigkeit dort gréBer und tiberdies 
hat das Gas selbst an den hoheren Stufen die gréfere Strémungs- 
eeschwindigkeit. Die Folge wird sein, daB die einzelnen Stufen im 
weiteren Verlauf sich zusammenschieben, daB also die Wellenfront 
immer steiler wird (Fig.le und 1f). Es ist vorerst gar nicht zu 
iibersehen, was geschehen wird, wenn die Steilheit des Anstieges nach 
einer gewissen Zeit (die wir im §2 berechnen werden) unendlich wird. 

Wenn man dagegen (durch Bewegen des Stempels nach links 
hin) eine Verdiinnungswelle im Rohr erzeugt, so erkennt man durch 
eine ganz analoge Betrachtung, daB hier jene Schwierigkeit nicht 
auftritt. Die Verdiinnungswelle wird im Gegenteil immer flacher, je 
weiter sie in das Rohr eindringt. 

-In den iiblichen1) Darstellungen, wie auch spiter in § 9 dieser 
Arbeit werden ,,Verdiinnungssté{e“ ausgeschlossen, indem man zeigt, 
daB sie mit einer Entropieabnahme verbunden sind, also zufolge dem 
zweiten Hauptsatz der Thermodynamik nicht méglich sind. Hier 
dagegen wurde gezeigt, daf sie aus Griinden der reinen Mechanik 
nicht auftreten kénnen. Wir werden am Schlu8 des nachsten Para- 
graphen, sowie in § 9 nachweisen, daB beide Bedingungen (die thermo- 
dynamische und die mechanische) tatsichlich identisch sind. 

§ 2. Rechnerische Behandlung des gleichen Vorganges. 
Mit Riicksicht auf die spitere Anwendung notieren wir die Differential- 
gleichungen fiir die eindimensionale Gasbewegung sogleich mit Be- 
riicksichtigung von Reibung und Warmeleitung. 

§ sei die sehr kleine Dicke einer materiellen Schicht 2) (seo 
irgend einen Quersehnitt des Rohres erfiillt), x die entlang des Rohres 


gemessene raumliche Koordinate, ¢ die Zeit. Alsdann ist — wie 

iiblich — die Anderung einer Eigenschaft G eines materiellen Teil- 

chens mit Zeit AG | as OG 
a tee rae Ox (1) 


(wu Geannwianiekett, o :Dichte, p- serie 


; 1) ZB. Riemann-W eber, Bd. 2. 
*) Alle folgenden Rechnungen beziehen sich auf eine Siule vom Querschnitt 1, 
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Ferner ist offenbar 

An der Schicht § haftet die Masse 9§ Die BewegungsgréBe 
: 2 ; 
uo &, die Energie ef( +5): Ist nun p, die in Richtung der 


Robhrachse senkrecht zur Schichtoberflaiche wirkende Druckkraft, 4 die 
Warmeleitfahigkeit, w ein Reibungskoeffizient, so hat man nach ele- 
mentaren Gesetzen: 


7 (98) = 9 
5 woe) = — 24s, 
aete+s) =[—" Se + oe (tae) 


Darin ist 
Pee el OY 
sg) fe aa 
wo p mit der gewéhnlichen Zahigkeit 1 verbunden ist durch die 
Beziehung 2) 
Maa Ae (2) 
welche durch die allgemeinen Symmetrieeigenschaften des Druck- 


tensors p;, gefordert wird. Unsere drei Gleichungen lassen sich leicht 
umformen zu 


aaa sa?" 9a)” ES 
Fiihrt man noch die Entropie S durch die Beziehung 
Ls an—pe ‘ 


ein, so lautet (3c) auch 


dS CU\2 0 oT 
enor 6 ek 3c! 
Ora u(ee) +5504 Bz) ia) 


wodurch die zeitliche Entropieinderung unter der Wirkung von 
Reibung w und Warmeleitung 4 gegeben ist. Vorerst wollen wir 


1) ZB. Weber und Gans, Repert. d. Phys. I, 1, 8. 349. 
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jedoch diese GréSen vernachlassigen. Alsdann lautet (3 c’) einfach 
S = const, d. h. die Kompressionen in der Welle erfolgen adiabatisch. 
Also speziell bei einem (idealen) Gase ist dann 


p= a'o*, (4) 
wo a? eine Konstante und k = c,/cy das Verhiltnis der spezifischen 
Wiarmen bedeutet. — Mit Beriicksichtigung von (1) und (4) wird 
also mit « = 0 und A = 0: 

00 60 Ou 
Jag = —_— = 5 
pT ant oem” oe 
Ou Ou , 1 dp de 
2 —_>— — 7 b 
ats Meee pale cx a (5b) 


Die Integrale w(x, t) und @ (x,t), welche dem in § 1 anschaulich 
behandelten Vorgang entsprechen, lassen sich mit Hilfe eines der 
Charakteristikentheorie entlehnten Kunstgriffes einfacher ableiten, als 
es bisher (Riemann, Hadamard) iiblich ist. 

Ich betrachte zu dem Zweck irgend ein Linienelement (dz, dt) 
in der 2, t-Ebene. Seine Richtung ist gekennzeichnet durch 


dx = pdt. 
Irgend eine Funktion G(x, t) andert sich entlang desselben um 
den Betrag dG — (= o+ coat 


Als Funktion G wihle ich speziell den aus den Lisungen uw und 0 
von (5) gebildeten Ausdruck 


u+f(9); | 
wo f eine vorerst unbestimmte Funktion von 9 bedeute mit der Ab- 
leitung /’. 
Dadurch wird 
Ou 6o 
d = (— "—— es 
[+ re] = (Geet reeot Git ree yat. 
Durch Addition und Subtraktion des GEN: 
Ou , 00 
“oat lM oe 
innerhalb der Klammer rechts kommt 
Ou ede 
awtn = [lees u boat 22 r(9 — u)| 
0e o= ou 
t — —— 
76 (ee ie aa lat 
Wegen (5a) und (5b) ee aah die rechte Seite, wenn ~ 


fis dp hi hay ee 
f'(p—u) = aus und aS i 


al i, 
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d.h: wenn oe 
pate eder {iS eee. und go»= 4 ye. 
ey do dQ 
14/dp dp 
d } Sf =—_ = —< oe 
oder rp oVdo ” g=4u J ip 


ist. Das bedeutet aber in Hinsicht auf die gestellte Aufgabe: Entlang 
der Kurven 


da dp : 14/dp 

ae a ut do ist ut [yao = const (6a) 
und entlang der Kurven 

dae ~ V2 f lap 

— = 4 — |/ — ist wu—|—|/—~—de = const 6b 

dt de oV ae ° fay 


Die Anwendung auf die in $1 gestellte Aufgabe ergibt sich 
von selbst: 

In unserem nach rechts hin unendlich langen Rohr befinde sich 
der Stempel zurzeit = 0 im Punkte + = 0 in Ruhe. Die seiner 
jeweiligen Stellung entsprechende 
Kurve C in der #—t-Ebene ist 
derart gegeben, daB seine Geschwin- 
digkeit sich stetig andert. Z. B. soll 
er in der Zeit 0 bis zu einer be- 
stimmten Zeit t gleichférmig be- 
schleunigt und alsdann mit kon- 
stanter Geschwindigkeit u, weiter- 
bewegt werden. Kennzeichnen wir die 
auf den Stempel bezogenen Angaben Fig. 2. 
durch den Index s, so soll z. B. sein 


fir <t: oy oa and u%, = gts | 
: eo) 
Rb 7 SSI, Ws = gtts— 9 T i ua=orsu| 


Ferner sei im ganzen Rohr zur Zeit t = 0: u= 0; 0 = O-. Die 


_ yon der positiven x-Achse aus konstruierten Kurven (6b) erfiillen den 


ganzen Raum zwischen der gz-Achse und der Kurve C. Da nun 

w— [1/2 do fiir t= 0 iiberall auf der x-Achse den gleichen 
Q Q 

Wert hat, so ergibt der Satz (6b), dab im ganzen Bereich 
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Da iiberdies auf den Kurven (6a) 


14/dp 
—|/——d 0 = const, 
tlle, 


so miissen entlang der Kurve (6a) w und @ einzeln konstant sein. 
_ Auf der a-Achse selbst sollte «== 0 sein; also lautet der tberall 
giiltige Zusammenhang zwischen w und @: 
Liaise | 
ae Pp 
u=|4 The Q. (8) 
@0 

Unmittelbar am Stempel, also entlang der Kurve C, ist u, [etwa 
durch (7)] gegeben und damit wegen (8) auch g;. Man kann somit 

durch jeden Punkt z,, ts von C die Gerade 


x” —X, == (t—t,) Ju, a ( fi), (9) 


zeichnen, auf welcher w und @ die konstanten Werte uw, und @, besitzen. 
Im Fall der Stempelbewegung (7) wird das von der positiven 
x-Achse und der Kurve C eingeschlossene Stiick der «—¢-Ebene 
durch die beiden, den Werten 0 und t von ¢, entsprechenden, Geraden (9) 
in drei Bereiche geteilt: im unteren ist w= 0, im mittleren ver- 
anderlich von 0 bis #,, im oberen schlieBlich const = 2%. 
Im gasférmigen Medium wird wegen (4): 


TB = syie® ama {2 /BBag = 2218 


Bezeichnen wir die Schallgeschwindigkeit im Ausgangszustand mit 


2 dp 
so wird nach (8) % = —— A goo a: | 
k—1 ons | 
ae (10) 
k—1 
oder auch = ieee 
ey a — a 6 2 | 
SchlieBlich wird die Neigung der Kurven (6a) und (6b): & 
dp 
ut PPS ated 
may x) 
vee apes te i ‘, 
area = (« " 7) ae 


Die erhaltene Lisung versagt in dem Augenblick, in welchem 
irgend zwei Gerade der Schar (9) sich schneiden, da an einem solchen 


oh tte 42) > 


t, = 0 herriihrenden Wellenzug im Augenblick Ty = 


. VerdichtungsstoBes ist nach dem Vor- 
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Schnittpunkt w gleichzeitig zwei verschiedene Werte haben miifite. 
Das Uberschneiden von zwei Kurven der Schar (9) ist das voll- 
kommene analytische Gegenstiick zum Einholen eines der in § 1 be- 
trachteten Wellenziige durch den nachfolgenden. Ort X und Zeit T 
dieses Einholens sind gegeben durch diejenigen Werte von # und t, 
die sich berechnen aus (9) zusammen mit der daraus durch Differen- 
zieren nach ¢, entstehenden Gleichung 


- k+1 
oat TY ae 1)—@, 
wobei natiirlich mit Hilfe von (11) und (7) die GréBen x, us, (52) 
Q 
durch Funktionen von f, ersetzt wurden. Damit erhalt man also : 
Tho 2 b € 1 iy 2 
T= 7 (uk +2) und X= Gq kgts + oT. 
Die erste Unstetigkeit tritt auf fiir den vom Koordinatenanfang 
Co 2, 


ga 5 gk+1 


an der 


Bringt man z. B. den Stempel in einer halben Sekunde auf die 
Geschwindigkeit 100 m/sec und laBt diese alsdann konstant, so hatte 
man mit den Zahlen 
g = 200 m/sec?; cy = 330 m/sec; k = 1,4; t = 0,5 sec; u = 100 m/sec 
als Ort und Zeit der ersten Unstetigkeit 

ge 453m; T = 1,38 sec. 

Dabei wiire nach (10) die Drucksteigerung p;/po gleich 1,51 und 
die Verdichtung 0,/@) gleich 1,34. 

In der Fig.3 ist der diesem Zahlenbeispiel entsprechende und 
nach dem Vorstehenden errechnete Verlauf der Geschwindigkeit u 
entlang der Robrachse x zu den Zeiten 
0,2, 0,6, 1,0 und 1,4sce eingezeichnet. & [iri/sec} 

Man erkennt deutlich die ,, Versteifung“ 
der Wellenfront an der mit der Zeit 
wachsenden Steilheit der Kurven. 

Die mechanische Entstehung eines 


. 700 200 300 400 500° 
stehenden allgemein an die Bedingung Fig. 3. 


gekniipft, da innerhalb eines adiaba- 
tischen Wellenzuges die Partien gréBerer Dichte diejenigen von ge- 
ringerer einzuholen bestrebt sind. Das heiBt, die durch (6a) gegebene 


Geschwindigkeit Cae (V3 ) 
‘a eet. an dQ/aa 
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mu8 mit wachsender Dichte zunehmen. Setzen wir daher fiir w seinen 
Wert (8) ein, so erhalten wir die Bedingung 


ai([ 11/42 oe der auch -—£-( y22)>0 
Vs pae+ a ae a OG eae 


i 3d 
Ersetzt man @ durch Gree hat man . oe 


— 2850 oder 


d? 
schlieBlich (G4 S0. 
dv? ad 


Man kann demnach etwas allgemeiner sagen: 


In einem gegebenen Medium kénnen mechanisch nur 
Verdichtungssté8e oder nur VerdiinnungsstéBe entstehen, 


d?p Des By er 
: positiv oder negativ ist. 
dv? /aa 


je nachdem ob ( 


Genau das gleiche Kriterium wird uns spiater (§ 9) bei Betrach-. 


tung der thermodynamischen Méglichkeit von VerdichtungsstéSen 
wieder begegnen. 


§ 3. Notwendigkeit der Beriicksichtiguug von Warme- 
leitung und Reibung. Die Uberlegungen der §$ 1 und 2 ergaben 
eine Lésung der Aufgabe nur bis za dem Augenblick, in welchem 
in der Gasmasse eine Unstetigkeit auftritt. Eine weitere Bebandlung 
des Vorganges wird in den an Riemann und Hugoniot an- 
schlieBenden Darstellungen dadurch erméglicht, daS man drei Glei- 
chungen aufstellt, denen die GréBen wu, @ und p zu beiden Seiten der 
Unstetigkvitsflache geniigen miissen, wenn die Gesetze von der Er- 
haltung der Masse und der Energie sowie der Impulssatz nicht ver- 
letzt werden sollen. Diese Gleichungen sind identisch mit unseren 
Gleichungen (14) und werden uns spiterhin ausfiihrlich beschiftigen. 

Dieses Verfahren ist insofern einwandfrei — und wohl das 
einzig Mégliche —, als die Gleichungen (5) in axiomatischer Weise 
als vollkommener Ausdruck der Erfahrung an die Spitze gestellt werden. 
Physikalisch ist jedoch dagegen zu bemerken: die Gleichungen (5) 
gelten nur so lange, als man Reibung- und Warmeleitung vernach- 
lassigen darf. Da aber Substanzen, die vollkommen frei von diesen 
Kigenschaften waren, nicht existieren, so miissen jene Gleichungen 
falsche Resultate ergeben, sobald das Temperaturgefille oder die 
Anderungsgeschwindigkeit des Volumens eine gewisse Grenze iiber- 
schreitet. Diese Gré8en werden aber nach den obigen Betrachtungen 
gréBer als jeder endliche Betrag. Die Anwendung der Gleichungen (5) 
wird somit an dieser Stelle unstatthaft. 


Te a es 


Pay Ver tees 
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- Kehren wir fiir einen Augenblick zur anschaulichen Betrachtung 
des § 1 zuriick, so haben wir demnach folgendes zu erwarten: Wenn 
der Wellenberg eine gewisse Steilheit erreicht hat, so wird durch 
das’ Einsetzen von Reibung und Warmeleitung ein weiteres Steil- 
werden der Wellenfront verhindert, indem die abflachende Tendenz 
jener Effekte gerade ausreicht, um das Streben nach einer weiteren 
Verscharfung zu kompensieren. Damit wird der ProzeS der ,,Ver- 
steifung* sein natiirliches Ende gefunden haben. Wir erwarten, dab 
der Wellenberg mit seiner durch Reibung und Wiarmeleitung vor- 
geschriebenen endlichen Steilheit von nun ab als quasi- stationares 
Gebilde seinen Weg durch das Rohr hindurch nimmt. 

Bevor wir in diesem Sinne eine Integration der allgemeinen 
Gleichungen (3) versuchen, wollen wir noch rein qualitativ feststellen, 
in welcher Weise der Temperaturverlauf durch die Warmeleitung 
beeinfluBt wird. ABCD sei der Temperaturverlauf in der Umgebung 
der Verdichtungswelle (Fig. 4). 
Die Drucksteigerung sei dabei 
derart, daB die absolute Tempe- 
ratur infolge der adiabatischen 
Kompression allein verdreifacht 
wird, also z. B. von 300 auf 900° Fig. 4. 
absolut. Wenn die Warmelvitung 
ins Spiel kommt, so werden von ihr hauptsichlich die an den 
Stellen B und C (den Stellen starkster Kriimmung der 7'-Kurve) be- 
fndlichen Gasteilchen beeinfluBt. Die von D aus den Berg ,hinauf- 
laufenden® Teilchen mégen dabei in C durch Leitung um 200° er- 
wirmt und in B um den gleichen Betrag wieder abgekihlt werden. 


A _ <— B 


Cie © 
GC 


RS 


Sie werden also mit 500° von der adiabatischen Kompression er- 


griffen, erfahren dadurch eine Verdreifachung ihrer ab-oluten Tem- 
peratur auf 1500° und kibhlen sich dann bei B durch Leitung wieder 
um 200° ab, so daS sie mit 1300° nach A weiter laufen. Wir haben 
also das im ersten Augenblick paradox klingende Ergebnis, da8 in- 
folge des Eingreifens der Warmeleitung eine Temperaturdifferenz von 
urspriinglich 600° auf 1000° vergréBert wird. Natiirlich ist in Wahr- 
heit mit einer Anderung der Temperaturdifferenz auch eine solche der 
Druck- und Dichteunterschiede verbunden, welche ibrerseits zu sekun- 
daren Wellenziigen Veranlassung geben werden, die von der Wellen- 
front aus rickwirts in Richtung auf den Stempel laufen!). Auf diese 


1) Diese Wellen haben bei der Detonation ein Analogon in der Retonations- 
welle von Dixon und le Chatelier. 
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Weise wird die eigentliche Ausbildung des VerdichtungsstoBes so 
kompliziert, da zurzeit eine vollstindige theoretische Behandlung 
nicht méglich ist. Erst wenn die StoSwelle wirklich quasi - stationar 
geworden ist, haben wir wieder iibersichtliche. und der Theorie leicht 
zagingliche Verhaltnisse. 

Nach der eben durchgefiihrten rohen qualitativen Betrachtung 
brauchen wir uns nicht zu wundern, wenn uns bei stirkeren Ver- 
dichtungsstéBen ganz gewaltige Temperaturdifferenzen begegnen werden. 


B. Der stationare Verdichtungsstob. 


§ 4. Die Differentialgleichungen. Wir untersachen im Sinne 
der letzten Ausfiihrungen die Eigenschaften des VerdichtangsstoBes, 
nachdem dieser zu einem quasi-stationaren Gebilde geworden ist. Wir 
legen der Untersuchung ein mit dem VerdichtungsstoB mitbewegtes 
Koordinatensystem zugrunde. Dadureh machen wir ihn zu einem 
wirklich stationiren Vorgang. Wir wollen daher die Gleichungen (3) 
integrieren, fiir den Fall, daB die partiellen Ableitungen nach der Zeit 


a 


. ; d y 
verschwinden. Wir ersetzen demnach a durch w—- und erhalten 
COL 


zunichst: 


OM ieee Cu\ u Ce a) oT 
OY oa Gg er (.5). 


Hier ist nun die erste Gleichung sogleich zu integrieren und damit 
auch die zweite. Fiihrt man danach aus den beiden ersten Lésungen 


ou und | Rua ee ie die dritte ein, so ist auch diese einmal zu in- 


tegrieren. Mit Hilfe der. drei Integrationskonstanten M, J und F und 
unter Ersetzung der Dichte @ durch das reziproke spezifische Vo- 
lumen 1/v bekommt man leicht als Differentialgleichung fiir den 
stationiren VerdichtungsstoB 


u—= M.v (12a) 
d 
Mo} p—J = uM (12b) 
1 4 aT : 
EL Jo— > iP (12¢) 
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Dabei sind Energie EF und Temperatur 7 als gegebene Funktionen von 
Druck und Volumen anzusehen. Eine nochmalige Integration dieser 
Gleichungen wird uns den gesuchten kontinuierlichen Ubergang von 
den GréBen p,v,u, vor dem VerdichtungsstoB zu den pov uo hinter 
demselben liefern. Die Beziehungen, welche zwischen den genannten 


_sechs GréBen bestehen, bekommt man sogleich aus der Bemerkung, 


da8 ja nur innerhalb der Weilenfront die Ableitungen = und a 

% Ty 
wesentlich von Null verschieden sind. Fiir eine auBerhalb der Front 
liegende Stelle folgt demnach 
v 


u? 
va +p=JI ¢ (13) 
2 
E+ 5 tp.vu=F 
Vergleichen wir daher irgend zwei solche Stellen 1 und 2 miteinander, 


so muB sein 
Uy Up 


v, = Vy (14a) 

u? Us 
— + p, = — + Po (14 b) 

Vy V2 
eg a Bt te (146 
1 9 PP; Vy —— 5) PV. c) 


Diese fiir die makroskopischen Eigenschaften der StoBwelle funda- 
mentalen Gleichungen sind also unabhingig von der GréBe der Reibung u 
und der W4rmeleitung 4. Sie sind identisch mit den Bedingungen, 
welche in der eingangs skizzierten mathematischen Behandlung fiir 
die Zustiinde zu beiden Seiten der Unstetigkeit eingefiihrt werden, 
und lassen sich in der Tat direkt hinschreiben, wenn man nur fordert, 
da& im stationaren Fall der sekundliche Transport von Masse, Impuls 
und Energie durch irgend zwei Querschnitte des Rohres der gleiche 
sein mu. Der in der Einfiihrung einer Unstetigkeitsfliche bestehende 


-mathematische Kunstgriff ist also gerechtfertigt, solange man auf eine 


es 


as Lid Ned. ty 


Finsicht in die Vorginge innerhalb der Wellenfront verzichtet. 


_§5. Die makroskopischen Higenschaften des Verdich- 
tnngsstoBes. Bevor wir die Integration der Gleichungen (12) durch- 
fiihren, wollen wir uns eine Vorstellung verschaffen von dem Inhalt 
der Bedingungen (14). Dazu lésen wir (14a) und (14b) nach den 
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Geschwindigkeiten wu, und u, auf und setzen deren Werte in (14¢) 
ein. Dann erhalten: wir 


g oe" See 
UW? = ees (15a) 
2 Sos gi gt? eae 15b 
Ug Vg 0; — 5 ( ) 
— E, = 1/o (py + po) - (v1 — %)- (15¢) | 


(15c) ist die Hugoniotgleichung, welche bei der StoBwelle an die 
Stelle der Adiabaten dS — 0 tritt. 

Fir kleine Differenzen E, — EL, und v7, — v2 gabe (15c)dH—pdv—0, 
wird also dann mit der Adiabaten identisch. 

Die Fortschreitungsgeschwindigkeit D der StoBwelle in ein ruhen- 
des Medium hinein und die alsdann auftretende Str6mungsgeschwindig- 
keit W hinter der Wellenfront werden 


D=4 = JB, | 
oe. 
(16) 


W = 4 — Uy = (%) — %)- ie aera | 


Die StoBwelle sei gekennzeichnet durch den Zustand des Aus- 


gangsmediums (p, und v,) sowie den ,StoBdruck* p,. Gesucht sind - 


die iibrigen GréBen (D, W, ZT, usw.). 
Wir fiihren die Rechnung zuniachst durch fiir ein Gas, in welchem 
| ema eb (17 a) 
E,— E, = ty (T; — T;), (17b) 
wo ¢, die mittlere spezifische Wirme zwischen 7, und 7,° absolut 
bedeutet. Bezeichnet man noch 


und 


2Cy 
6=—41) 
und | (18) 
sw Ps ! 
: Pi _ J 
so erhalt man leicht 
Pais 1 ie oak ae 
To eee Se 
VY @o we, +1 
— = = 19b 
F Vg O1 Tet Ci an! 
sowie 
BA 1 
Pr yi, BEL, ase 
, aoe (~— 1)? 
W? = p,r, (€, — 1) (19d) 


woo+1 


oN ee 


fg Net 
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Wenn man die Temperaturabhingigkeit von c, vernachlassigt, so 
; -  k+1 a : ; 
wird a ho 1? also fiir zweiatomige Gase — 6. Sobald demnach 
x groB gegen 6 ist, wiachst die Temperatur 7 proportional dem 
Druck p. Es ist daher unbedingt erforderlich, €, als Temperatur- 
funktion einzufiihren’). Bis 3000° etwa gilt nach Pier?) und Siegel’) 
annihernd fiir Sauerstoff und Stickstoff 
973 7 cal 
ee alo 4). 10 
AS Agee = Moi Grad.’ 


P= 5.82 046. 10-8 


erhilt. Da die in der nachstehenden Tabelle errechneten Temperaturen 
weit iiber 3000° hinausgehen, so kénnen die angegebenen Werte 
natiirlich nur als Anhalt fiir die zu erwartende GréBenordnung gelten. 
Mit dem notierten Wert von €, wird (19a) zu einer quadratischen 
Gleichung fiir 7. Mit dem daraus berechneten Wert geben dann 
die iibrigen Gleichungen (19) alle gesuchten GréBen: 


womit man 


Verdichtungssto$ in Luft. 


————————— 


pong Dy Uy A BB a 4 6 ae Coe v, | T° absolut 

; pr| Ty Yq {absolut _m/sec | m/sec | Pi Vg | bei ad. Kompr. 
2 1,238 1,63 336 452 175 1,63 330 
5 1,76 2,84 482 | 698 452 11,4 426 
10 | 2,58| 3,88| 705| 978| . 725 34,9 515 
50 8,28 6,04 2260; 2150} 1795 296 794 
100 14,15 7,66 3860] 3020} 2590 699 950 
500 44,8 11,15 | 12200] 6570) 5 980 5 560 1433 
1000 70,0 14,3 19100} 9210} 8560 14 300 1710 
2000 106,2 18,8 29 000 | 12 900 | 12 210 37 600 2070 
3000 |134,4 | 22,3 | 36700] 15750| 15050, 66 900 2180 


Es ist zu diesen Zahlen zu betonen, daf man Knallwellen in der 
Luft mit einer Fortschreitungsgeschwindigkeit von etwa 13000 m/sec 
tatsiichlich beobachten kann. Sie werden nimlich von detonierenden 
brisanten Sprengstoffen in der umgebenden Luft ausgelést, wenn man 
durch eine geeignete Versuchsanordnung (Einschlu8 in ein Rohr) die mit 


der seitlichen Ausbreitung der Knallwelle verbundene rapide Schwachung 


nach Mdglichkeit verhindert‘). Eine solche Welle miiBte also die 


1) Hine ahnliche Zablenrechnung, jedoch mit konstantem ¢, fiihrte Riiden- 
berg durch (Artill. Monatshefte 1916, S. 237). ‘ 

2) Pier, ZS. f. Elektrochem. 15, 536, 1909 und 16, 897, 1910. 

3) Siegel, ZS. f. phys. Chem. 87, 641, 1914. 

4) Die Versuche werden demnachst in der ZS. f. techn. Phys. kurz ge- 
schildert. 
Zeitschrift fir Physik. Bd. VUI. 24 


338 R. Becker, 


Luft nach obiger Tabelle auf rund 30000° erhitzen, d. h. auf eine 
Temperatur, wie sie nach neueren Anschauungen auf heiBen Fix- 
sternen herrscht. 

In der letzten Spalte ist zum Vergleich noch diejenige Tem- 
peratur angegeben, welche bei adiabatischer Kompression auf den 
gleichen Druck erreicht werden wiirde. Diese betrigt also bei der 
eben erwihnten Knallwelle noch nicht 10 Proz. der StoBtemperatur. 

Die vorletzte Spalte ist wichtig zur Beurteilung der Wirkung 
einer StoBwelle beim Aufprallen auf ein Hindernis. Diese Wirkung !) 
(Gesamtimpuls 7) setzt sich zusammen aus der statischen Druckdifferenz 
Po—p, und der Wucht der strémenden Gasmasse hinter der Wellen- 
front e,W*. Mit 0, = = und dem Werte von W aus (16) wird also 


2 
3 E Vv. 
t=. (Pe Pet ea (po aes - 


Die zu erwartende Wirkung der Knallwelle ist also um den Ver- 
dichtungsfaktor v,/v, gréBer als die Druckdifferenz p,—p,. 

Um die entsprechende Rechnung fiir Fliissigkeiten durchzufiihren, 
bedient man sich zweckmaBig der bis zu sehr hohen Drucken giiltigen 
Tammannschen?) Zustandsgleichung 

Or. 
tO a pa 
wo C, b und K Konstante bedeuten. 
Fiir die Energie erhalt man aus der allgemeinen Beziehung 


aE = edT+(p uP p)dv: 


Ye 
£E=ct.T+ Kx. (20 a) 
Bezeichnet man noch 
p =ptK und oo = v—bd, (21) 


so wird mit (20a) aus der Hugoniotgleichung (15c): 
Cy (Tp — Ty) = Yo (pi + >) (vi — 22) 
und aus (20): Brant Can A 
Diese Gleichungen sind formal mit denen fiir ein Gas identisch, 
so daSf die Lésungen (19) unmittelbar tibernommen werden kénnen. 


2i¢ 2¢ +K 
Al eae: BE th Sk, ee : 
so, wenn G +1 G 1 und a ers bedeuten: 
Ty_ oy T+E,  %—d_ wth, AatK whi+1 
Sp s = > 2—y 2.1 i 
T; wei t+1? m—b wf, 41? yee ob oe (22) 


1) Vgl. dazu auch Riidenberg, l. c., 8. 254. 
2) Tammann, Ann. d. Phys. 87, 975, 1912. 


ha "4 a” 
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Ausrechnung fiir Athylather ergab mit den Zahlenwerten *) 


ay in) =: b= 094 = 1,96; 
g.Grad g $ 

a 5 cal Lars 

= 0,564 —— aad die in der folgenden Tabelle angegebenen Tem- 


t=) 
peratursteigerungen: 


YS 


Ps T,—T, T,—T, Geschwindigkeit 
Atmosphiren adiabatisch StoBwelle D m/sec 

100 1,6 1,6 1260 
1 000 15,6 15,6 1445 
10 000 85 113 2680 
20 000 123 211 3000 
60 000 201 594 5010 
100 000 | 245 975 | 6430 


Man sieht, da8 hier die Erhitzung durch die StoBwelle bis zu einigen 
1000 Atm. nicht merklich yon der Erwarmung durch adiabatische 
Kompression verschieden ist. Erst bei wesentlich héheren Drucken 
kommt der Unterschied stark zum Ausdruck. 


§ 6. Die Struktur des VerdichtungsstoBes. Zur Erreichung 
einer Kenntnis von der Struktur der Wellenfront ist es erforderlich, 
die Integration der ‘Gleichungen (12) wirklich durchzufiihren. Das 
Medium im Rohre sei zunichst ein Gas, dessen spezitische Warme von 
der Temperatur nicht abhingt. Wir fihren die Materialkonstanten 


eh aly ge Re 8 


ein. Die in Klammem beigesetzten Zahlen gelten fir normale zwei- 
atomige Gase. Ferner wird 
E=c7f und p.v= RT. 


Um die Gleichungen iibersichtlich zu gestalten, multiplizieren wir 


2 
(12b) mit a und (12¢) mit sia - An Stelle der Unbekannten 2, p 


Cy 
und T fiihren wir die ihnen proportionalen dimensionslosen GréBen 
M? p ee Le 
o ae gr? ee es Bea ee a (24) 
ein. AuBerdem bezeichnen wir noch 
2FM? ; u ri 
— — v= . 925 
a = 1 J2 ’ Mg NM ? Cy M ( ) 


1) R. Becker, ZS. f. Elektrochem. 28, 304, 1917. 
24% 
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Damit erhalten die Gleichungen (12b) und (12c) die Gestalt 


ee CL 
Or elias dee pele 

de 
#—d[(l—oP +a] =e, (26b) 
% = 0.9. (26 c) 


Auer durch die Materialkonstanten 0, uw’, 4’ erscheint der ganze Vor- 
gang gekennzeichnet durch die eine Konstante «. 

Die Werte o,, 9,, 9, und @,, #,, Py, welche zu beiden Seiten 
der Wellenfront gelten, erhalt man durch Auflésen der quadratischen 
Gleichungen, die sich durch Nullsetzen der linken Seiten von (26a) 
und (26b) ergeben: 


1 - 
OS SLs eee es (27 a) 
a : {14+2(04+ 1)0 5 ¥1—46(841).a} (27) 


1 200+ 12 
1 - 
P} = 3650" + Y1—46 (8 + 1) (27 c) 


Der Zusammenhang zwischen der anschaulichen GréBe 7 = Po __ Pa 


Pr Pi 
und der konstanten «% lautet nach (27¢) 
mee 1 bd 
= 8041) @+12 
Die Werte (27) lassen sich in der @,0-Ebene bequem darstellen als 
Schnittpunkte der beiden Parabeln 


o = —(12— 0)? + 1/4 (28 a) 

o = 0{((L—@)?+ a}. (28 b) 
(28a) ist emme nach unten’ offene und von 0 wie von « unabhingige 
Parabel mit einem Maximum bei. @ = 1/,(0 = 1/,). (28b) dagegen 
ist nach oben offen, mit einem Minimum fiir @ = 1. Die Parabel 
(28b) verschiebt sich mit abnehmenden Werten von « (ohne Anderung 
ihrer Gestalt) nach abwirts. Man iibersieht leicht folgende Spezialfille: 

1 

40(0+1) 1 
(Grenzfall der unendlich schwachen Schallwelle). (28b) geht durch 


und 


Beriihrung der Parabeln fiir « = 1a: ¢ = PE 
p 


den Scheitel von (28a) fir « = a! == 1.03 Le ss 1,5. Grenz- 
Py 


fall der unendlich starken StoBwelle: « = 0; p = oo. 


Li, 


; StoBwelle und Detonation. 341 


Die von den einzelnen Teilchen beim Durchgang durch die Wellen- 
front durchlaufenen Zustinde entsprechen in der @,-Ebene einer 
Kurve, deren Differentialgleichung wegen (26a) und (26b) lautet 

Vdd Nala carat) ea 


wdo o—a+4 ee) 


Die Integralkurve soll durch die beiden Schnittpunkte der Parabeln 
(28), d.h. durch die singularen Punkte der Differentialgleichang 
hindurchgehen. 

Fiir drei spezielle Falle des Wertes von 4’/w’ ist nun die Integration 
leicht durchzufiihren. Zunachst sieht man, da fiir die extremen 
Werte w’ = 0 oder 4’ — 0 die Integralkurve von (29) identisch wird 
mit der Parabel (28a) oder (28 b). 

Der erste dieser Fille, namlich die Vernachlassigung der Reibung 
(u’ = 0), gibt jedoch im allgemeinen noch keinen kontinuierlichen 


Verlauf von @ beim Durchgang dureh die Wellenfront. Es wird 
dann namlich nach (26a) ® = —@?- @ und damit nach (26 b) 


oe = (1 +6) (w, — 0) (@ — a). 


-~ ist also positiv fiir alle Werte von @ zwischen @, und @,. Wenn 
rr) 


aber das Gasteilchen entlang der Kurve (28a) von I und II gelangt, 


pen pe Ae 


so nimmt, wie wir sahen, bei starkeren VerdichtungsstéSen (> 1,5) 
} 1 


@ erst zu und dann’ wieder ab. Diesem Widerspruch kann man nur 
dadurch entgehen?), daS man einen kontinuierlichen Ubergang nur 
annimmt von I bis zu demjenigen Punkt II’ der Parabel (28a), im 
welchem zum erstenmal die Temperatur ®, erreicht ist (bei @ = 1— 2), 


1) Auf diesen Ausweg wurde ich durch einen Brief von Herrn Professor 
Prandtl aufmerksam gemacht. 
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und da8.alsdann das Volumen vom Wert 1—o, auf @, springt (ohne 
Anderung der Temperatur). 
Der zweite Fall (4! = 0) bringt keine derartige Schwierigkeit. 
Dann wird nimlich nach (26b) 
& = 0[@—20+1+a4] 
und damit aus (26a) 


, ao .. (@ — @,)(@ — @, : 
wae — 4 eo). (30) 
Also nach Integration 
PEE het oF In (@, — @) — @, In(w—@p) (30 a) 
w 1+0 @, — @, 
Der dritte Fall ergibt sich, wenn wir als Integral von (29) 
versuchsweise setzen Wee ec ey (31) 


Die Kurve soll durch die Punkte I und II hindurchgehen. Setzt 
man daher den Wert (31) von ® in (29) ein, so steht auf der rechten 
Seite im Zihler und im Nenner je ein Polynom zweiten Grades in @, 
welches fiir @, und @, verschwindet. Beide Polynome haben daher 
bis auf einen Faktor den Wert (@—@,)(@—@,). Da dieser Faktor 
mit demjenigen von @? identisch ist, so sieht man ohne Rechnung, 
daB (29) nach es von (31) lautet 


A—oO 
a) QAO +B) = a te 
was nur erfiillt sein cee wenn 
re A—dO 


ist. Andererseits miissen die Punkte 9,,@, und 9, auf (31) liegen, 
also wegen B= 0 
By 1? — Dy 9? 


ae 0) — 5?” oars (0, ?— 05? 
Mit den Werten (27) wird daraus 
0 lta 
At. == 
ro any eat (33 


Setzt man diesen Wert von A in (32) ein, so hat man das Ergebnis: 
Der Ansatz (31) stellt nur dann eine Lésung des Problems dar, wenn 


0 
ee ae 
Ue Le LS ah) eae me 
d. h. wenn 4) ae ge 
—; = 1+20. (34) 


u 


. ae 


yah Ree 
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Das ist der dritte Spezialwert von A’/u', fiir welchen die Integration 
leicht zu leisten ist. Wegen (33) wird namlich aus (31) 
0 
— Pasa tot a 
Aus (26a) 
jae oo —@ 
ee 


wird damit, weil der Zahler rechts die Nullstellen @, und @, besitat: 
do 0+ 1 (@—a@,) (@ — 2) 
Cieeaitl « ..0, | (35) 
oder nach Integration 
x 20+ 1 @, In (@,— @) — @, In(@ — a») 
vw 68+ 1 a aes 
Dies Ergebnis unterscheidet sich von (30), wo => 0) gesetzt war, 
nur durch den Faktor 206 +- 1. 

Die physikalische Brauchbarkeit der erhaltenen Lisung hangt 
nun offenbar davon ab, inwieweit die Gleichung (34) von den natiir- 
lichen Gasen tatsichlich erfiillt wird. Wegen (25) und (23) lautet 
diese Bedingung 


(35a) 


Se Zk 5 
a ee oder A= 3 1% 
oder auch mit 
= wer A ==, 86.9) Gy (34a) 
v 
Demgegeniiber berechnet O. E. Meyer in seiner Gastheorie 
A= 169%, 


wibrend fiir Luft mit den beobachteten Werten (4 = 0,56.10~%, 
9 = 1,7.10-* und ¢ = 0,17) = — 1,94 wird. Der durch (34) 


geforderte Wert von 1,86 liegt also zwischen dem gastheoretischen 1,6 
und dem beobachteten 1,94, so da8 wir die durch (35) gegebene 


_Lésung als korrekt ansehen diirfen. 


§ 7. Die Frontbreite der StoBwelle. Wir denken den durch 
(35a) gegebenen Wert von @ als Fanktion von x aufgetragen, zeichnen 


“<a RN ae 
<=—_ J —_> 2 


Fig. 6. 


an der steilsten Stelle die Tangente und bringen diese mit den 
Horizontalen @, und @, zum Schnitt. Den in der «-Richtung ge- 
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messenen Abstand der beiden Schnittpunkte definieren wir (ahnlich 
wie Prandtl) als Breite 1 der Wellenfront. Dann ist 


do 
t= (01-01): (GP an 


ee : = peers Oy aie: sy 
Nach (35) hat “2 sein Maximum fir @,, — @,@, mit einem Wert 
dx 


) fae ee al 2 
C (SF), — ist +e a fe oi 


Also wird a 
ya 
eee Boe a Nee (36) 
> 
Pe 


Ist wieder die Drucksteigerung 2 — “* vorgegeben, so wird nach (19) 
1 


Beet See mSuthy lh und M? = at ge efit} 


@, Ue a+ h vy? ti hea ; 


also die Frontbreite 


eee ae = l 
Meee, u et a 4 y2 : is ere. Ls ieee ae B (36a) 
st Pr me, +1 wy aS ee l 
m+) 
Fir Luft bei Atmospharendruck und 0°C ist 
4 : o 22400 em 
ae fh a RG ey Ghat ee ee ——-———; 
e ‘Saraiay ok cm/sec’ + Pane 
aoe gs oo ee 
w= 15013- 106 cm/sec?’ s3, —— 6, 
also a 
1 v7 ee 
= |/ = 74.10-7 em. 
:, G1 es 


Die Zahl x ist gleichbedeutend mit dem Sto&druck p, in Atmosphiaren. 
Fiir verschiedene Werte von p, ergibt Auswertung von (36a): 


StoBdruck in Atmospharen .. 2 5 10 100 1000 2000 3000 
Frontbreite 1.107em .... ; 447 117 = S66 16,5 a 3,6 2,9 


Die Werte von J sind so klein, da8 es naheliegt, sie mit molekularen 
GréBen zu vergleichen. Nach der Gastheorie ist z. B. die mittlere freie 
Weglinge = 90.10-7cm und der mittlere Abstand zweier Molekiile 
= eee —= 3,3.107-7cm. Man sieht aus diesen Zahlen: Die 
CROWS COLT aan oy We 


nach (36a) berechnete Frontbreite ist fiir 8 Atm. bereits kleiner als 


= Tallis Gil edna 
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die mittlere Weglinge und bei etwas iiber 2000 Atm. sogar kleiner 
als der mittlere Abstand von 2 Molekiilen. 

Damit ist gezeigt, daB auch die allgemeinen Gleichungen (3) der 
Kontinuumsphysik zur Beschreibung der wirklichen Vorgainge inner- 
halb der Wellenfront véllig unzureichend sind. Denn jene Gleichungen 
haben nur so lange eine unmittelbare physikalische Bedeutung, als im 
einzelnen Gasteilchen wahrend einer merklichen Anderung von 7 und 
» immer noch eine sehr grofe Anzahl von Zusammenstéfen erfolgt. 
Davon kann aber nach unserem letzten Ergebnis in der StoBwelle 
nicht die Rede sein. Vielmehr ist die ganze Verdichtung und Er- 
Wirmung im wesentlichen der Effekt einzelner, ganz weniger Molekiil- 
stéBe. Eine der Wirklichkeit entsprechende Beschreibung des Ver- 
dichtungsstoBes ist daher nur méglich, wenn man diese Einzelstébe 
als solche der Betrachtung zugrunde legt, an Stelle der Gréfen p, v 
und 7, denen innerhalb der Wellenfront iiberhaupt keine Bedeutung 
zukommt. 

Man kénnte bei dieser Sachlage im Sinne der kinetischen Gas- 
theorie eine Lisung in folgender Weise- versuchen: Man bestimmt 
eine ,, Verteilungsfunktion“ 

F(x, &,, §) 
von der Bedeutung, da an der Stelle x des Rohres die Anzahl der 
Molekiile (pro Volumeneinheit) mit Geschwindigkeiten zwischen € und 
é+dé, y und 4+ dn, € und £+d€ gegeben ist durch 
dN = Fdédndg = Fda. 


Man mii8te F so bestimmen, daB es fiir 7 =— oo baw. = + © 
iibergeht in die Maxwellschen Funktionen 
-- 8 


fi = Ny ys ea Ia mS — uy)? + 12 fe G2] 
IU 
3 


bzw. fo = M yz em ham (E — ta)? + 9P + 57), 


wo in bekannter Weise bedeuten 


1 
m.n = @ = Dichte; Specs eh : 


Ferner miSte der Transport von Masse, Bewegungsgréfe und Energie 


in der x-Richtung, also die Integrale 


+0 +a +o rot 
m| Fao m| Fao * [Gt 4a +O) Fae 


oo 


yon « unabhingig sein. 
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SchlieBlich miiBte die durch F gegebene Verteilung stationar 
sein, was nach Maxwell-Boltzmann?) der Fall ist, wenn 


pe ||} @n — PH) abdo,adde 


ist, in der von Boltzmann I. ¢. benutzten Bezeichnungsweise. 

Die Lisung dieser Aufgabe wiirde jedoch nur einen sehr unvoll- 
kommenen Ersatz fiir die Behandlung der EinzelstéSe bieten, da bei 
stiirkeren VerdichtungsstéBen eine stetige Verteilungsfunktion doch 
nicht mehr existiert. 

Die Struktur der StoBwelle in Fliissigkeiten last sich, genau 
wie in § 5 die makroskopischen Eigenschaften, in formal der gleichen 
Weise ermitteln wie beim Gas. Mit den aus der Tammannschen 
Zustandsgleichung entnommenen Werten (20, 20a, 21) lauten namlich 
die allgemeinen Gleichungen (12 b) und (12¢) der stationaren StoBwelle 


Ul 
mot + 22 4 Ket) = oe 
()) 


und 
Aa BE 
ey T-- ol (J-+ K— Mb) — > M209 (v1 vig SS 
+ ( ae ) ( =) M dx 
Bezeichnet man nun 
J+ K—M?b=—J' und F—0(F4 Kk “b) = a 
multipliziert die erste Gleichung wieder mit Es die zweite mit < 
Cy 


und bezeichnet Ahnlich wie bei den Gasen 


[eagle GT epi DE 


ag re Siac Nah leaps ge 
ferner die Konstanten 
. C ray M? u y 
ee eS (Raa: : i, 
) ] Dee a 4 ives ya : Mages te ae 
so kommt 
o” doo! 
/ PS a xrieet a Ue 
cor + Pa piano ne 


o — d'[(1—o’)2 4 o!] = 


Diese Gleichungen sind in der Tat véllig gleichlautend mit (26), 
welche oben ausfiihrlich diskutiert wurden. Um zu entscheiden, ob 
wir das Integral (30) oder (35) iibernehmen sollen, haben wir den 


1) Boltzmann, Vorlesungen, Bd. 1, Gleichung 114, 


hs 401 4,4 Pp 
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beobachteten Wert von @’/u’ mit dem Werte (34) zu vergleichen, 
nach welchem im ,,dritten Fall“ 


A 4 
aa Sap 1,33 
sein miiBte. Nun wurde bei Athylither beobachtet 
‘ al 1 
P= 0.00030 ee, = Fs 4= Pee: 
cm.sec.Grad? “? Heke: g.Grad’ Pere ees 
A ade : 
also —— == 0,22. ist somit etwa 6mal so klein, wie es nach (34) 
ge ol yf 


sein sollte. Wir werden daher der Wirklichkeit nahekommen, wenn 
wir den zweiten Fall (4’/ = 0) annehmen, womit nach (30) wird 


PO ap 1 i) (OO) 
e dx US!) aie @ 


und die Frontbreite 
G4 
eet | 
ery / ee 
Sk 2 os (38) 


Mit Hilfe der Gleichungen (22) erhilt man in analoger Weise wie 


oben beim Gas bet 
yoit les 
E—14)7,—? ope aa Ges (39) 


l¢ = w= V-— : —— ‘ 
rete ptK Ywre+1sia'6 +1 

ort ES etre 

a +6 
7 und a’ = rary a Mit den 

as 

oben gegebenen Zahlen kommt man danach bei Athylather zu folgen- 
den Frontbreiten: 


StoBdruck pp Atm. .--+--: 100 1000 10000 100000 
Frontbreite 1.107cm....- - 52 5,3 0,65 0,14 


i 


wo, wie in (23), bedeutet ¢ — : 


Die Frontbreite ist somit in Fliissigkeiten durchaus von der 
gleichen GréBenordnung wie bei Gasen. Wieder kommen wir mit 


’ der errechneten Breite bei intensiven StoBwellen zu GréBen, die kleiner 


sind, als der mittlere Abstand von zwei Molekiilen, welcher fiir Ather 


(Molekularvolumen 74. 1,36) gleich 0,55. 10—" cm ist. Die Kontinuums- 


physik ist hier zur Beschreibung des Phinomens im gleichen Grade 
unzureichend, wie es oben fiir Gase ausgefiihrt wurde. 
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C. Anwendungen auf die Detonation. 


§ 8. Die allgemeinen Grundgleichungen der Detonation. 
Wie ich bereits mehrfach betonte, kann man, solange auf eine Kin- 
sicht in die Struktur der Wellenfront verzichtet wird, die ,makro- 
skopischen“ Eigenschaften (14) oder (15) und (16) einfach daraus ab- 
leiten, da8 innerhalb der Wellenfront die Satze von der Erhaltung 
der Masse und Energie sowie der Impulssatz nicht verletzt werden 
diirfen. 

Man braucht dafiir nur die stationar gedachte Wellenfront zwischen 
zwei sonst beliebig gelegene Querschnitte I und II einzuschlieBen und 
die genannten Satze auf diese Querschnitte anzuwenden. 

Wir wollen nun zulassen, da8 innerhalb der zwischen I und IL 
liegenden Wellenfront eine chemische Umsetzung erfolge, da8 also, 
wenn wir uns einer technischen Ausdrucksweise bedienen, das Medium 1 
aus einem ,Sprengstoff* und das Medium 2 aus den — in der 
Regel gasférmigen — Produkten seiner Zersetzung, den ,Schwaden“ 
bestehe. Man iiberzeugt sich nun leicht, daB die eben angedeutete 
Ableitung der Gleichung (15) bzw. (16) durch die chemische Um- 
setzung iiberhaupt nicht beriihrt wird, da also diese Gleichungen 
auch noch fiir den Fall gelten, dai die StoBwelle mit einer chemischen 
Reaktion verbunden ist. Diese macht sich vielmehr erst bemerkbar, 
wenn man versucht — wie es in (27b) fiir die einfache StoBwelle 
geschehen ist —, die Energiedifferenz H, — E, explizite hinzuschreiben. 
Dann mu8 man natiirlich der Warmeténung Q der Reaktion Rechnug 
tragen. Ferner werden jetzt die Zustandsgleichungen der Medien 1 
und 2 verschieden sein. Da jedoch die ZustandsgréBen des ,,Spreng- 
stoffs“ p,,v,, 7, meist einzeln bekannt sind, so kommt fiir die praktische 
Anwendung nur die Zustandsgleichung fiir die Schwaden (Medium 2) 
wirklich in der Rechnung ‘vor. — Solange daher die Dichte der 
Schwaden so gering ist, daB auf sie die Boylesche Gleichung an- 
gewandt werden kann, gelten nach (15c) und (16) die Gleichungen 


ee Pie 
D = 4, peat . (40a) 
W = (v,—»,). /2—™, _. (40b) 
V1 — Vg PH 
E, — E, = 1g (py + 2) (m1 — Vp) » (40c) 
Pog = KT, (40d) 


Ek SG) — 0. (40e) 


Di Nit 


a hel 
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Bei gréBerer Dichte der Schwaden (feste Sprengstoffe) bleiben (40a, b, c) 
in Kraft, wahrend (40d. und e) entsprechend zu jndern sind. 

Bei der Ableitung der Gleichung (40) war nur von zweivariablen 
Koérpern (Gasen und Fliissigkeiten) die Rede. Ihre Anwendung auf 
feste Sprengstoffe kénnen daher zunachst Bedenken erregen, da hier 
die Energie E, nicht mehr einfach als Funktion von v und p an- 
gebbar ist, sondern in komplizierterer Weise von dem Drucktensor 
abhangt. Fiir die praktische Anwendung besteht jedoch dieses Be- 
denken nicht zu Recht, da es bei festen Sprengstoffen vollkommen 
belanglos ist, ob man fiir p, den wirklich herrschenden Atmosphiren- 
druck oder den Wert Null einsetzt. Die eigentlichen elastischen 
Eigenschaften des Sprengstoffs kommen ja in den Gleichungen iiber- 
haupt nicht vor. Fiir die Schwaden dagegen (Ky, v., p,) ist die Vor- 
aussetzung, da sie als Gas bzw. Fliissigkeit behandelt werden diirfen, 
fiir die weiteren Entwicklungen wesentlich und auch in der Praxis 
immer zutreffend. 

Die Gleichungen (40) gelten ganz allgemein fiir den Fall, da8 
eine chemische Umsetzung mit konstanter Geschwindigkeit durch einen 


Fig. 7. 


reaktionsfahigen Kérper hindurch fortschreitet, natiirlich unter der in 
dieser ganzen Arbeit gemachten Voraussetzung, daB der Vorgang ein- 
dimensional ist, daB also bei einem passend gewahlten rechtwinkligen 
Koordinatensystem alle GréSen nur von #, nicht aber von y und ¢ 
abhangen. Zu der Berechtigung dieser Voraussetzung ist zu bemerken: 

Bei den Messungen der Detonationsgeschwindigkeit hat man zwar 
beobachtet, daB sich in sehr engen Rohren, bzw. bei sehr geringen 
Querschnitten der Sprengstoffsiule kleinere Werte ergeben. Oberhalb 
eines gewissen Durchmessers wird jedoch die Detonationsgeschwindig- 
keit von dessen GréSe unabhingig. Man ist demnach zu der An- 


-nahme berechtigt, da8 alsdann Wandeinfliisse keine wesentliche Rolle 


mehr spielen und da8 auch bei unendlichem Durchmesser und streng 
ebener Wellenfront sich die gleichen Werte ergeben wiirden. Der fiir 
gute Messungen erforderliche Mindestdurchmesser betragt bei Gasen 
etwa 10mm}), bei festen Sprengstoffen etwa 30 bis 50mm ?%). 


1) Dixon, l.c. 1893. 
2) Z. B. Kast, l.c. und ZS. f. d. ges. Schief- u. Sprengstoffwesen 8, 156, 1913. 
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Zur anschaulichen Darstellung des Inhalts der Gleichungen (40) 
bedienen wir uns einer graphischen Darstellung in der »—p-Ebene. 
Der Punkt A entspreche den Werten v,p, des Ausgangsmaterials 
(Sprengstoffs). p, hat also im allgemeinen den Wert von 1 Atm. Als- 
dann ist durch die Hugoniotgleichung (40c) eine Kurve gegeben, auf 
welcher der Punkt (v3, pa) liegen muS. Zunachst erhalten wir fiir 
VY —= v, den Fall der-adiabatischen Umsetzung im eigenen Volumen. 
Diese ist bei allen Explosivstoffen mit einer Steigerung des Druckes 
verbunden, fiihrt also zu einem Punkt G der H-Kurve, welcher tber 
dem Punkte A liegt. Der Fall p, = p, entspricht einer Verbrennung 


B-J Detonation - 
F-K Verbrenmung 


[ty 


bei konstantem Druck unter einer der VolumenvergréSerung ent- 
sprechenden Arbeitsleistung — (H, — E,) = —p(v,—2,). Das dabei 
erreichte Volumen entspreche dem Punkte F. 

Liegt die (durch G und F' gehende) H-Kurve gezeichnet vor, so 
geben die Gleichungen (40a) und (40b) die irgend einem Punkte der- 
selben entsprechenden Werte der Fortschreitungsgeschwindigkeit D des 
Vorganges sowie die Strémungsgeschwindigkeit W der Schwaden. Da- 
bei ist zu beachten, daB das Vorzeichen von W bei Verdichtungen 
(vg <<) positiv ist, entsprechend einer Strémung im gleichen Sinne 
wie D, bei Verdiinnungen dagegen (v,.>v,) negativ. Bezeichnet man 
mit « den Winkel BAp,, so wird 


oo oe 
D=% \tga, W = (% —%) Ytg a. 

Nun wird aber Vtga auf dem Stick GF der H-Kurve imaginar. 

Diesem Bereich kann demnach kein natiirlicher Vorgang entsprechen. 

Damit zerfallt die H-Kurve in zwei vollkommen getrennte Zweige, 

denen zwei ganz verschiedene Arten des Ablaufs einer chemischen 


Umsetzung entsprechen, welche wir mit dem Namen Detonation 
und Verbrennung belegen. Aus dem Verlauf der H-Kurve gewinnen 
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wir zunachst iiber den qualitativen Charakter dieser Vorgange folgende 
Aussagen: 
Detonation (Zweig BDG der H-Kurve): in der Umsetzungs- 


- gone starke Druckerhéhung und Verdichtung. Schwadengeschwindig- 


keit W positiv. Relativ groBe Fortschreitungsgeschwindigkeit D. 
Verbrennung (Zweig F'K der H-Kurve): in der Umsetzungs- 
zone Druckabfall und Dilatation. Schwadengeschwindigkeit W negativ. 
Kleine Fortschreitungsgeschwindigkeit D. 
Beide Phinome mit den angegebenen Eigenschaften sind der 


Technik seit langem bekannt. Ihr gegensitzliches Verhalten wurde 


St a tree 


bereits von den Entdeckern der Detonation, Berthelot und Vieille, 
sowie Mallard und le Chatelier ausfiihrlich dargelegt. 

§ 9. Die normale Detonation. Im Vorhergehenden haben wir 
zwar bereits einen qualitativen Anschlu$ an die Erfahrung gewonnen. 
Es hat aber noch den Anschein, als ob auf dem Zweig B G der H-Kurve 
noch Detonationen mit den verschiedensten Geschwindigkeiten D 
méglich wiren. Demgegeniiber hat die Erfahrung gelehrt, daB die unter 
geeigneten Vorsichtsmafinahmen gemessene Detonationsgeschwindig- 
keit eine fiir den betreffenden Sprengstoff charakteristische Gréfe ist. 
Sie erwies sich absolut konstant, iiber Rohrlangen von einigen Zenti- 
metern bis zu 100m. Wir werden im folgenden zeigen, da auch 
diese Tatsache sich vom Standpunkt unserer Theorie vorhersagen 1laBt, 
da8 nimlich eine Detonation nur dann stabil ist, wenn sie einem ganz 
bestimmten Punkte der H-Kurve entspricht, und zwar dem Beriihrungs- 
punkte J der von A aus an diese Kurve gelegten Tangente. Dazu 
beweisen wir zunichst den Satz: 

Auf der H-Kurve hat die Entropie ein Minimum im 
oberen Beriihrungspunkte J und ein Maximum im unteren 
Berihrungspunkte K der von A aus an diese Kurve gezogenen 
Tangenten. 

Zum Beweise fiihren wir die ,Steilheiten* gm und y fir die durch 
irgend einen Punkt (v%, pe) gehende Adiabate und H-Kurve ein durch 


die Gleichungen 
— dps 7 PR bp! (52) Al 
eed a3). h st ae (41) 
wobei die Indices ad bzw. H Differentiation entlang der Adiabaten 


bzw. H-Kurve andeuten sollen. Aus der allgemeinen thermodynamischen 
Gleichung fiir die Entropie S (S und £ sind Funktionen von v, und po) 


OF OE 
TdS = dE+prdvy, = Ge + ps) Av, + pumas 
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Da 


folgt dann zunachst 


Ops 
andererseits folgt aus der Gleichung (40c) fiir die H-Kurve 
1 
Avy + P2— 5 (Pe — Pi) 


OB 
ae ok (v, — %) 


Dabei sind die auf den Sprengstoff beziiglichen GréBen p, und v, 
als vorgegebene Konstante anzusehen. Aus den letzten Gleichungen 
folgert man leicht 

@ 1g ee ae 
20> aS ak (42) 
Ops wat (x — 02) 


ds OE OE dns) dE 
(48\ _ oF (22s) . “215 yy 
wy (3). Su, eS oe, a H eek w) ( ) 


Falls Adiabate und H-Kurve sich beriihren (~ = 7), so ist natiirlich 


und 


Gs) = 0. Gleichung (42) zeigt, da8 in einem solehen Punkte auch 
H . 


== Pa Pi ist. A ae 2 

Vy — Vg V, — 
betreffenden Punkte der H-Kurve gezogenen Graden. Damit ist gezeigt, 
da8 § an den Beriihrungspunkten J und K einen Extremwert besitzt. 
Zur Entscheidung dariiber, ob ein Minimum oder Maximum vorliegt, 
bilden wir die zweite Ableitung an diesen Stellen. Wir machen noch 
die physikalisch unbedenkliche Annahme, dai im betrachteten Bereich 


die GréBe ss — 5 (%: —%) stets positiv ist. Denn diese Annahme ist 
2 a 


ist aber die Richtung der von A zu dem 


gleichbedeutend mit der, daB # nicht unendlich wird. Aus (42) und 


‘ 2 
(43) folgt dann, da8 das Vorzeichen von 
2 


) an den Beriihrungs- 
H 


punkten das gleiche ist wie dasjenige von 


iz | (vs —DP)—9(% —»)| = FE de (G2) — .)- 


An diesen Punkten ist jedoch 


d e\ G @ d?p 
— d ee Ne eat SS — —(— £2 : 
- eee (Fe, H ds) aa ; ae 


subi 


ayn 
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Die Steilheit g der Adiabaten nimmt aber im allgemeinen!) mit 
d : : 
wachsendem Volumen ab, so da also ee negativ ist. Bezeichnen 
2/ad 
wir noch mit v, das dem betreffenden Beriihrungspunkt entsprechende 
Volumen v,, so haben wir das einfache Resultat: Vorzeichen von 
GO nO Se : h ‘ 
(<3) in v, == Vorzeichen von (v,—»,). Die Entropie hat also in 
H 
der Tat in J ein Minimum und in & ein Maximum wie oben behauptet. 
Da8 in einem Berihrungspunkte J Adiabate und H-Kurve gleiche 
Richtung haben miissen, erkennt man tbrigens einfach auch auf 
folgende Weise: die von A nach einem Punkt B (p.v.) der H-Kurve 
gezogenen Grade hat mit dieser Kurve im allgemeinen einen zweiten 
Schnittpunkt D (p',v,). Nach Gleichung (40c) ist dann 


E, — E, = Flache des Trapezes Av, v7. B 


und 

Ey — E, = ” ” ” Av, D'D, 

daher auch 

E,—-K=  , ” ” DD! v, B= 1/y(P_+ pa) (Y2 —%.). (44a) 


Nun gilt ganz allgemein fiir das in Richtung der Geraden DB 
genommene Integral 


B B B 
A[TaS =[dB+4\ pao 

D D D 

= BE, — H,— Flache DD'v,B, 
also ist 

B 
s( Tas =0. (44) 
D 


Das geht aber in dS = 0 iiber, wenn die Punkte D und B 
unendlich benachbart sind, d.h. wenn die von A aus gezogene Gerade 
eine Tangente an die H-Kurve ist. 

In (44) ist eine wichtige Aussage enthalten tber den Verlauf der 
Adiabaten relativ zur Geraden DB. Betrachtet man nimlich die 
Anderung des von D aus entlang der Geraden DB genommenen Inte- 


. grals ‘| Tas, so sieht man, da (44) nur dann erfiillt sein kann, 
D 


wenn T'dS beim Fortschreiten von D nach B sein Vorzeichen wechselt. 
Das bedentet aber: in einem zwischen D und B liegenden Punkte 
wird die durch diesen Punkt gehende Adiabate von der Geraden DB 
beriihrt. Denkt man sich also das Netz der Adiabaten S = const 


1) Vgl. dazu die Bemerkung am Schluf dieses Paragraphen. 
Zeitschrift fir Physik. Bd. VIII, 95 
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in die Figur eingezeichnet, so miissen die Adiabaten in B (oberhalb J) 
steiler und in D (unterhalb J) flacher verlaufen als die Gerade DB. 
Die Steilheit der Adiabaten ist zu messen durch die in (41) einge- 


fiihrte GréBe gy = — (7) , diejenigen der Geraden durch tga 
V9/ ad 

=o Bis 

aie es 


Unser Ergebnis lautet somit: 
Oberhalb J (auf J—B) ist p> tga, | 
Unterhalb J (auf J— G) ist p< tga. J 
Mit Hilfe dieser Beziehungen erhalten wir sogleich ein wichtiges 
Kriterium fiir die Stabilitat einer Detonationswelle. Die Dichte 


(45) 


der Schwaden ist unmittelbar in der Wellenfront gréBer als die 
9 


a 


Dichte x des angewandten Sprengstoffs. Spiter, d. h. hinter der 
1 


Wellenfront, werden sich die Gase jedoch expandieren, da der Druck, 
teils infolge Abkiihlung, teils auch infolge der Zertriimmerung des 
Einschlusses von der Hohe p, wieder absinken mu. Dadurch wird 
aber eine Verdiinnungswelle in den Schwaden erzeugt, welche nun 
hinter der Wellenfront hereilt und diese zu schwachen strebt. Wenn 
nun die Wellenfront von einer solchen Stérungswelle eingeholt werden 
kann, so wird sich ihr Druck p, nicht aufrecht erhalten lassen, sondern 
geschwicht werden, womit gleichzeitig eine entsprechende Anderung 
der Detonationsgeschwindigkeit verbunden sein wird. Die Detonation 
wird daher nur dann beliebige Strecken des Sprengstoffs mit konstanter 
Geschwindigkeit durchlaufen kénnen, wenn ihre Geschwindigkeit 
mindestens ebenso groB ist, wie diejenige der Stérungswelle in den 
Schwaden, welche sie einzuholen zu schwichen streben. 

Die Fortschreitungsgeschwindigkeit der Detonationswelle ist nun 
gegeben durch D — v, J tga. Diejenige der Stérungswelle setzt sich 
additiv zusammen aus der Schallgeschwindigkeit in den Schwaden 


d 
Vo —( a 7) und der Schwadengeschwindigkeit W = (v, — v2) y tg o. 
g/ ad 
Die Detonationswelle ist demnach instabil, solange 
V2 Ve+ (v; — V9) Vtg o as Vtga> 0, 
also solange m> tga ist. 


Wir sahen in Gleichung (45), daB in jedem Punkte B der H-Rurve 
oberhalb Jp gréRer als tga ist, und schlieSen nunmehr daraus, da8 
keine durch einen solchen Punkt reprasentierte Detonation stabil sein 
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kann. Sie wird vielmehr infolge der hinter der Wellenfront stets 
erfolgenden Expansion der Schwaden geschwicht. Der ihr ent- 
sprechende Punkt der H-Kurve wird dementsprechend allmahlich ab- 
warts wandern unter gleichzeitiger Verringerung der durch tga 
gemessenen Detonationsgeschwindigkeit, und zwar so lange, bis er mit 
J zusammenfallt. In diesem Augenblicke ist aber die Welle stabil 
geworden. Denn in J ist y = J tga. Die Stérungen haben jetzt 
die gleiche Geschwindigkeit wie die Wellenfront und vermégen diese 
nicht mehr zu schwiachen. Die Detonation wird daher von nun ab 
mit der dem Punkte J entsprechenden konstanten Geschwindigkeit 
den ganzen Rest des Sprengstoffes durchschreiten. — Wie steht es 
nun mit dem ,unteren“ Abschnitt JDG des Detonationsastes der 
H-Kurve? Es sieht so aus, als ob bei einer vorgegebenen Detonations- 
geschwindigkeit v, J tga die Schwaden die Wahl hitten, in den 
,unteren“ Punkt D oder den oberen Punkt B iiberzugehen. Ein 
Vergleich unserer Gleichungen (15c) und (44a) lehrt, dab D und B 
im gleichen Verhiltnis zueinander stehen wie die Zustande vor und 
hinter einem gewéhnlichen Verdichtungssto8, daB also stets in B die 
Entropie gréBer ist als in D. Wenn man sich nun vorstellt, daB die 
Schwaden im Moment ihrer Entstehung doch den Zustand annehmen 
werden, welchem die gréSte Wahrscheinlichkeit im Sinne der statisti- 
schen Mechanik zuakommt, so wird man schliefen, daf sie bei der 
genannten Wahl sich fiir den Punkt B entscheiden werden, da8 somit 
dem unteren Teil des Detonationsastes kein wirklicher Vorgang ent- 
sprechen wird. Wir hatten damit das Ergebnis: 

Aus Griinden der thermodynamischen Wahrscheinlichkeit sind nur 
Detonationen ,,oberhalb“ J vom Typus B méglich. Diese sind aber 
mechanisch instabil und gehen stets in die normale Detonation J tiber. 

Der Punkt J ist nach obigen Uberlegungen gekennzeichnet durch 


die Beziehung Do— Pr __ (52) (46) 


0, — UV d V9) aa 


Diese Gleichung liefert zusammen mit den allgemeinen Gleichungen 

(40) eine ganz bestimmte Lésung, insbesondere einen eindeutig 
‘pestimmten Wert fiir die normale Detonationsgeschwindigkeit’). 
Nach den letzten Betrachtungen kann man zwar (etwa durch starke 


1) Die Gleichung (46) wurde fiir den Fall detonierender Gase zuerst auf- 
gestellt von Chapman, Phil. Mag. 47, 90, 1899, allerdings aus der irrtiimlichen 
Annahme, da& die Entropie entlang der H-Kurve im Punkte J der normalen 
Detonation ein Maximum haben misse, wiahrend sie tatsichlich dort ein Minimum 
hat. Sie wurde dann aufs neve gefunden von J ouguet, Journ. d. math. 1 und 
2, 1905 und 1906. 
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Initiierung) Detonationswellen von gréferer als der normalen Detonations- 
geschwindigkeit erzeugen, deren Wert sinkt j edoch im weiteren Verlauf 
auf den normalen Betrag herab, welcher weiterhin konstant bleibt. 
Es ist das genau das Verhalten, welches von Kast (1. c.) in sorgfaltigen 
Messungen an verschiedenen Sprengstoffen tatsachlich beobachtet 
wurde. Der in diesem Paragraph bewiesene Satz iiber den Entropie- 
verlauf gibt Veranlassung zur nebenstehenden graphischen Darstellung 
(Fig. 9), in welcher als Abszisse wieder das spezifische Volumen auf- 
getragen ist und als Ordinate die auf den zugehérigen Punkt gemessene 
Entropie. v, und v sind die Volumina, welche der normalen Detonation 
und der maximalen Verbrennungsgeschwindigkeit entsprechen, v, das 
Volumen des gegebenen Explosivstoffes. Die 
Strecke v,— G entspricht dem mit der che- 
mischen Reaktion verbundenen Entropie- 
zuwachs, wenn dieselbe ohne Volumenanderung 
und ohne Wirmeaustausch mit der Umgebung 
erfolgt. v, —> J und v5 —> K sind dann die 
mit der Detonation bzw. Verbrennung verbun- 
denen Entropieanderungen. Wenn v, > @ 
relativ klein ist, so ist es méglich, daB v7. —> J negativ wird, daB also 
eine Detonation thermodynamisch nicht mehr méglich ist, wihrend eine 
Verbrennung noch sehr wohl erfolgen kann‘). 


Findet in der Wellenfront keine chemische Umsetzung statt, 
»entartet“ also die Explosionswelle zur gewdhnlichen Knallwelle, so 
fallen die Punkte J, G, K,v,.,v simtlich mit 7, zusammen. Es entsteht 
der durch die punktierte Kurve angedeutete Entropieverlauf. Diese 
Kurve hat demnach in 7, einen Wendepunkt, in welchem sie von der 
v-Achse beriihrt wird. Man ersieht aus der Figur unmittelbar die 
bekannte Tatsache, daB VerdichtungsstéBe mit Entropiezunahme ver- 


bunden sind, VerdiinnungsstéBe dagegen mit Entropieabnahme und 
daher nicht realisierbar. 


Wir merken noch an, da8 alle diese Folgerungen an die oben 


gemachte (und bei normalen Substanzen stets erfiillte) Voraussetzung 
gekniipft sind, daB die GréBe 


ri (4) La (5° 
dvJaa vol 


1) Von hier aus gewinnt man die thermodynamische Erklarung fiir die in 
der Technik bekannte Tatsache, daS Sprengstoffe ihre Detonationsfahigkeit 
verlieren, wenn sie iiber eine bestimmte Grenze hinaus verdichtet werden. (F. R. 
Becker, l. c, 1917, S. 48). 
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im betrachteten Bereich negativ ist (Abnahme der Steilheit der 
Adiabaten mit wachsendem Volumen). Da bei unbegrenzt zunehmender 
adiabatischer Verdichtung der Druck bei jeder Substanz iiber alle 


Grenzen wachsen muSZ — was nur méglich ist, wenn bei groben 
: d? pie th 7 
Dichten “-) negativ wird —, so kann man auch sagen: die Giiltig- 
ad 


keit der bisher gemachten Schliisse verlangt, dab die Adiabaten in der 
vy-p-Ebene keinen Wendepunkt besitzen. Will man jedoch auch solche 
anormalen Stoffe mit umfassen, bei denen ein derartiger Wendepunkt 
yorkommt, so hitte man z. B. das letzte Ergebnis so zu formulieren: 

Es sind in einem gegebenen Medium thermodynamisch 
nur VerdichtungsstéSe oder nur VerdiinnungsstéSe méglich, 
je nachdem ob die Grobe (3 me IAT oder negativ ist, 

Genau dieselbe Bedingung fanden wir in § 2 bei Untersuchung 
der mechanischen Entstehungsméglichkeit eines VerdichtungsstoBes. 
Die zunichst ganz zusammenhanglos erscheinenden Kriterien der 
mechanischen Entstehung und der thermodynamischen Méglichkeit 
sind demnach im Grunde identisch. 

Die zahlenmaSige Berechnung der normalen Detonations- 
geschwindigkeit eines Sprengstoffs ist durch unsere Gleichungen (40) 
und (46) im Prinzip vollkommen geleistet, sobald seine chemische 
Umsetzung und die damit verbundene Warmetinung @Q (auf die Massen- 
einheit bezogen) bekannt ist. Der Gang der Rechnung gestaltet sich 
verschieden, je nachdem, ob man sie fiir einen gasfdrmigen oder 
festen Sprengstoff durchfiihren will. Im ersteren Falle kann man 
namlich als Zustandsgleichung der Schwaden noch die Gleichung der 
idealen Gase anwenden, was im zweiten Falle nicht mehr gestattet ist. 

I Detonierende Gase. Bedeutet ¢, die mittlere spezifische 
Wirme der Schwaden bei konstantem Volumen zwischen 7, und 
T, Grad abs., 72 das Verhiltnis c,/c, der wahren spezifischen Warmen 
der Schwaden bei 7, Grad abs., @ die Warmeténung der mit der 
Detonation verbundenen chemischen Reaktion in erg/g, so hat man 
zur Berechnung von D die vier Gleichungen: 


PoUq = a To, (47 a) 

¢,(L, — Ti) = Q + 4/2 (pi + Po) (U1 — %2)> (47 b) 
Dea, Pa Py 7 

V2 en (47 c) 

pee 2 Ett (47 d) 
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Hier sind die auf das Frischgas beziiglichen GroBen p,,v,, 71, 
ferner die Wirmeténung Q und die Gaskonstante r, der Schwaden als 
gegeben anzusehen. AuSerdem sind c, und y, bekannte Funktionen 
von 7 Zu berechnen sind die vier GréBen v,, p>, 7, und D. Unter 
Benutzung der Zustandsgleichung des Frischgases 


y= n1T; 
und der Abkirzung ~ 
“1 
i ee Ua 


fiir die mit der Detonation verbundene Verdichtung erhalt man die 
zur Ausfiihrung der Berechnung geeigneten Formeln: 


; 17; 
G(T—T)=@+5@—V(nt+ 74), (48a) 


r, T; 
i 
Volt ACL Na Bile aU A 
D? = W Yo%o To. (48¢) 
Sind ¢, und y, als lineare Funktionen von 7, gegeben, so kann 
man zunichst mit dem aus (48b) entnommenen Naherungswert 
Val 


be ee einen Niherungswert fiir T, aus (48a) berechnen. Mit 
2 


diesem 7,-Wert. erhalt man -aus (48b) eine bessere Naherung fiir uw 
und damit aus (48a) wieder einen genaueren Wert fiir 7,. Hat man 
durch entsprechende Fortsetzung dieses Verfahrens (48a) und (48b) 
nach den beiden Unbekannten w und T richtig aufgelést, so gibt 
(48¢) sogleich den Wert D der Detonationsgeschwindigkeit. 

In dieser Weise hat zuerst Jougnet die Detonationsgeschwindig- 
keit von 20 verschiedenen Gasmischungen, iiber welche Messungen 
von Berthelot und Dixon vorlagen, berechnet. Er benutzte fiir die 
spezifischen Wiarmen die Werte von Mallard und le Chatelier. 
Seine Ergebnisse waren in vorziiglicher Ubereinstimmung mit der 
Erfahrung. Die dabei errechneten Detonationstemperaturen 7, liegen 
meistens iiber 3000°, mitunter sogar iiber 4000°, wo also selbst unsere 
heutige Kenntnis von den spezifischen Warmen vollkommen versagt 
und wo auch iiber den Verlauf der chemischen Reaktion nur recht 
unsichere Angaben gemacht werden kénnen. Man kann daher nur 
sagen, daS innerhalb der Genauigkeit, mit welcher die GréBen ¢, und y, 
bekannt sind, die Theorie von der Erfahrung vollkommen bestitigt ist. 

Il. Feste und fliissige Sprengstoffe. Wenn schon die zu- 
letzt genannten Umstinde eine gewisse Unsicherheit in die Berechnung 
der Detonationsgeschwindigkeit von Gasen hineintragen, so wird diese 


= 0, (48 b) 
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Unsicherheit noch ganz gewaltig gesteigert, wenn man zur Betrachtung 
fester oder fliissiger Sprengstoffe iibergeht. Da namlich jede Detonation 
mit einer Verdichtung der Reaktionsprodukte wesentlich verbunden 
ist, so haben wir es in den Schwaden mit einem hoch erhitzten Gase 
za tun von der Dichte eines festen Kérpers. Dadureh wird nicht 
nur die Unsicherheit hinsichtlich spezifischer Warme und chemischer 
Gleichgewichte gewaltig gesteigert, sondern es verla8t uns auch jede 
Kenntnis der Zustandsgleichung. Die Detonationsdrucke  betragen 
mindestens einige 10000 Atm. und sind sicher weit gréfer als alle 
Drucke, die sich sonst mit irdischen Mitteln herstellen lassen. Jeder 
Versuch zur Berechnung von Detonationsgeschwindigkeiten fester 
Sprengstoffe bedingt daher notwendig einen gewagten Vorsto8 in ein 
sonst vollig unbekanntes Zustandsgebiet. Man kann nur so vorgehen, 
da8 man die bei den héchsten sonst zuginglichen Drucken beob- 
achteten Eigenschaften versuchsweise auf Detonationsdrucke extra- 
poliert und mit den durch diese Extrapolation gewonnenen Beziehungen 
aus der oben entwickelten Theorie die Detonationsgeschwindigkeit 
errechnet. Ein Vergleich mit der vielfach gemessenen Geschwindig- 
keit liefert dann einen gewissen Anhalt fiir die Berechtigung der vor- 
genommenen Extrapolation. Damit ist grundsatzlich die Méglichkeit | 
gegeben, in der Messung von Zustandsgleichung, spezifischen Warmen 
und chemischen Reaktionen bis zu Drucken von solcher GréBe vor- 
zudringen, wie sie auf anderem Wege nicht erreichbar sind. 

Einen ersten Schritt in diesem Sinne habe ich so ausgefiihrt*), daB 
ich die Amagatschen Isothermenmessungen, welche bis zu 3000 Atm. 
reichen, durch eine einfache Formel méglichst gut darzustellen suchte, 
um auf diese Weise eine zur Extrapolation geeignete Zustandsgleichung 
(zunichst fiir Stickstoff) zu gewinnen. Das Ergebnis war die an 
anderer Stelle) ausfiihrlich besprochene Gleichung 

k a b 
pen == Rz(1 + Se) + es, 


mit deren Hilfe man fiir Nitroglycerin und Knallquecksilber tatsachlich 
zu Detonationsgeschwindigkeiten von der richtigen GréSenordnung 


-gelangt. Bei dieser Ubereinstimmung darf man jedoch nicht auBer 


acht lassen, daB die Unsicherheit nicht allein durch die Zustands- 
gleichung bedingt ist. Es wurde namlich bei dieser Berechnung an- 
genommen, daf die chemische Beschaffenheit der Schwaden im Moment 
der Detonation im wesentlichen die gleiche ist, wie sie nach villiger 


1) ZS. f. Elektrochem., 1. c. 
2) ZS. f. Phys. 4, 393, 1921 und Naturwissenschaften 1921. 
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Expansion der Beobachtung zuganglich wird. Demgegeniiber ist zu 
vermuten, daB bei Detonationsdrucken von der Grdfenordnung 
100000 Atm. die Schwaden ganz anders und zum Teil aus Verbindungen 
zusammengesetzt sein werden, welche unter normalen Bedingungen 
iiberhaupt nicht existenzfahig sind. Liegt doch bereits!) bei der 
gewohnlichen Knallgasdetonation eine Andeutung fir ein derartiges 
Verhalten vor. Zu dieser Unsicherheit in chemischer Beziehung kommt 
noch diejenige hinsichtlich der spezifischen Warme. Im ganzen muh 
man sich also dariiber klar sein, da8 die Erforschung der Materie im 
Detonationszustand iiber einen ersten ganz rohen Anfang noch nicht 


hinausgekommen ist. 


§ 10. Die Vorgange innerhalb der Detonationswelle. Die 
weiter oben behandelten Vorginge innerhalb des VerdichtungsstoBes 
(§§ 6 und 7) sind von ganz besonderem Interesse fiir den Fall der 
Detonation. Seit Entdeckung der Detonationswelle durch Berthelot 
ist die Frage, wodurch eigentlich die von der Wellenfront erreichten 
Teilchen des Explosivstoffes zu ihrer iiberaus raschen chemischen 
Reaktion veranlaBt werden, oft und eingehend erédrtert worden. — Sie 
_wird gelegentlich als das Fundamentalproblem der ganzen Sprengstoff- 

forschung gezeichnet. Die Detonation — zum mindesten der festen 
Sprengstoffe:— ist in der Tat vollkommen unverstandlich, solange 
man annimmt, daB die einzige Wirkung, welche ein Sprengstoffteilchen 
von der Detonationswelle erfahrt, in einer adiabatischen Kompression 
besteht. Durch eine solche Kompression wird ein fester Kérper — 
zamal bei der Temperatur der fliissigen Luft, wo die Detonation noch 
vollkommen glatt verlauft — nur so wenig erwarmt, da8 dadurch 
sein Zerfall unméglich erklart werden kann. Die gleiche Schwierig- 
keit besteht jedoch auch bei der Detonation von Gasen. Le Chatelier®) 
glaubte zwar, diese durch die Annahme erkliren zu kénnen, da8 die 
von der Wellenfront erreichten Gasteile durch reine Kompressions- 
wirkung auf ihre Entflammungstemperatur erhitzt wiirden und da 
dann die rasche chemische Umsetzung erfolge. Wenn man diese Vor- 
stellung zahlenmaBig durchfiihrt’), so gelangt man z. B. im Falle von 
Kohlenoxydknallgas zu Detonationsdrucken von rund 250 Atm., wahrend 
die oben durchgefiihrte strenge thermodynamische Theorie, deren 
Richtigkeit obendrein durch die von ihr gelieferten Werte der Deto- 


. 


1) Pier, l.c. 

*) Le Chatelier, ©. R. 180, 1755, 1910. 

3) van’t Hoff, Vorl. tiber theor. u. phys. Chem., 2. Aufl.,.1901, S. 245; 
Nernst, Theor. Chem., 8. bis 10. Aufi., 1921, 8, 769. : 
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nationsgeschwindigkeit erhartet wird, in diesem Falle?) einen Druck von 
nur 17,2 Atm. liefert. Ahnlich liegen die Verhiltnisse bei allen anderen 
Gasmischungen. Die von le Chatelier entwickelte Vorstellung kann 
daher unméglich dem wirklichen Vorgang bei der Detonation entsprechen. 

Andererseits werden wir an der Vorstellung festhalten, da8 dem 
Zerfall des Sprengstoffes eine entsprechende Erhitzung vorhergehen 
mu8. Die in den ersten Paragraphen dieser Arbeit gewonnene Ein- 
sicht in die Vorginge innerhalb der einfachen Stofwelle berechtigt 
uns zu der Behauptung, da8 diese Erhitzung wesentlich durch Warme- 
leitung bzw. ihr entsprechende MolekiilstéBe geleistet wird. Dort 
konnten wir zeigen, da8 bei der einfachen Knallwelle die Warmeleitung 
nicht nur nicht zu vernachlissigen ist, sondern da8 sie sich in absolut 
entscheidender Weise an dem Mechanismus des Vorganges beteiligt. 
Bei der nahen Beziehung zwischen StoBwelle und Detonation bestehen 
nicht die geringsten Bedenken, diese Vorstellung zu tbertragen auf 
die Vorgiinge in der Detonationswelle. Man muS daher schlieBen, 
daB bei der Detonation die Erwarmung der jeweils von der Wellen- 
front erreichten Teilchen auf ihre Entziindungstemperatur in der 
Hauptsache durch Wiarmeleitung von den zuletzt geziindeten Teilen 
her (bzw. bei sehr geringer Breite der Wellenfront durch die der 
Warmeleitung Aigquivalenten Sté£e der cinzelnen Molekiile) bewirkt wird. 

Es ist interessant zu bemerken, daB die erfolgreichsten Experi- 
mentalforscher auf dem Gebiet der Gasdetonation, Berthelot und 
Dixon, bereits eine ahnliche Auffassung vertraten. Sie stellen sich 
vor, daB von der heifen Seite der Wellenfront her Molekiile in das 
unverbrannte Gas hineinschieSen und bei ihrem Anprall das getroffene 
Molekiil unmittelbar zur chemischen Reaktion veranlassen. Diese Vor- 
stellang kommt der Wahrheit wesentlich naher als die spitere bereits 
erwabnte Theorie von le Chatelier*). Im Irtum waren Berthelot 
und Dixon allerdings insofern, als sie versuchten, ihre theoretischen 
Vorstellungen durch Beobachtungen der Detonationsgeschwindigkeit 
zn stiitzen. Sie erkannten nicht, da8 diese — entsprechend unseren 
Gleichungen (40) und (46) — von den mikroskopischen Vorgingen 
innerhalb der Wellenfront unabhingig ist und bereits durch die Satze 


‘der klassischen Dynamik eindeutig geliefert wird. 


Ich bemerke zum Schlu8 noch ausdriicklich, daB die Uberlegungen 
dieses Abschnitts sich durchaus beschrinken auf die Fortleitung 


1) Jouguet, lc. 

2) Photographische Aufnahmen, aus denen le Chatelier die Hxistenz 
einer ,dunklen Kompressionswelle“ zu beweisen versuchte, sind nach Dixon 
(1. c. 1903) durch Kontrastwirkung irrefiihrend und nicht beweiskraftig. 
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einer einmal entstandenen Detonationswelle. Das Problem der Ent- 
stehung der Detonationswelle und die damit zusammenhangenden 
Fragen der Initiierung eines Sprengstoffs blieben im wesentlichen 
un beriihrt. 


Zusammenfassung der Ergebnisse. 


Bei der Behandlung von VerdichtungsstéBen abt sich die Ein- 
fihrung von Unstetigkeitsflachen vollkommen vermeiden, wenn man 
die bei allen Kérpern vorhandene Reibung und Warmeleitung gebiihrend 
beriicksichtigt. 

Die wirkliche Breite der Wellenfront wird fiir ein Gas und fir 
eine Fliissigkeit zahlenmaBig berechnet. 

Durch Einfiihrung einer chemischen Umsetzung innerhalb der 
Wellenfront erhalt man eine vollstiindige Ubersicht iiber die Er- 
scheinungen der Detonation und Verbrennung. 

Wahrend die vollstandige Berechnung der Verbrennungsgeschwin- 

digkeit sich bisher noch nicht durchfiihren 1a8t, gelingt es durch eine 
einfache Stabilitaétsbetrachtung, einen eindeutigen Wert fiir die normale 
Detonationsgeschwindigkeit zu ermitteln. Dieser Wert ist bei deto- 
nierenden Gasen in vorziiglicher, bei festen Sprengstoffen in ausreichender 
Ubereinstimmung mit der Erfahrung. 

Es besteht die Méglichkeit, mit Hilfe oe Detonationsvorganges 
physikalische EKigenschaften und chemische Reaktionen bis zu Drucken 
von der GréBenordnung 100000 Atm. experimentell zu erforschen. 

Kine prinzipielle Schwierigkeit fiir das Verstiindnis des Detonations- 
vorganges wird durch Beriicksichtigung der Warmeleitung behoben. 
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Untersuchungen 
iiber die Absorption der Roéntgenstrahlen. I. 


Von K. A. Wingardh in Lund. 
Mit zwei Abbildungen. (Hingegangen am 25. Dezember 1921.) 


Einleitung. Wenn ein Biindel von Réntgenstrahlen durch ein 
Medium hindurchgeht, wird bekanntlich ein Teil derselben in diesem 
absorbiert. 

Sind die Strahlen homogen, d.h. von gleicher Wellenlinge, so 
folgt diese Absorption dem bekannten Gesetz: 

L= Ihe-**. 

Hier bedeutet I die einfallende und J, die durchgelassene Inten- 
gitat, d ist die Dicke der absorbierenden Substanz (gewohnlich in 
Zentimetern gemessen), & ist der sogenannte Absorptionskoeffizient 
und e die Basis des natiirlichen Logarithmensystems. Wenn man 
durch die Dichte (9) des Mediums dividiert, so erhalt man den Massen- 
absorptionskoeffizienten, welcher die Absorption in der Massencinheit 
bestimmt, wenn der Querschnitt des Biindels lem? ist. Wird endlich 


 snit der Atommasse des Mediums multipliziert, d.h. mit uated 


Te 3o% 
(A= Atomgewicht, L — Loschmidtsche Zahl), so erhalt man den Atom- 
absorptionskoeffizienten, welcher die Absorption im Atom charakterisiert. 
Diese Koeffizienten sind Gegenstand mehrerer Untersuchungen 
gewesen, Schon Roéntgen bemerkte kurz nach Entdeckung der 
Strahlen, daB verschiedene Stoffe sehr verschiedenartig absorbieren, 
und bald wurde auch gefunden, daB Strahlen von verschiedenen Anti- 
kathodenmetallen im selben Element verschieden absorbiert wurden. 
Und zwar diente die Absorption in beispielsweise Aluminium zur 
Charakterisierung der Strahlen, zur Bestimmung ihrer Durchdringlich- 
keit oder , Harte“. 
In dieser Weise fand zB. Barkla, daB einige Elemente zwei 


_yerschiedene Strahlungsarten (K- und L-Reihe) aussenden, von denen 


die erstere etwa 300mal so groBe Harte besizt wie die letztere. 
Nachdem die Wellenlingen der charakteristischen Strahlen be- 

stimmt worden waren, entstand die Frage nach dem Zusammenhang 

zwischen Wellenlinge und Absorptionskoeffizient. Diese Frage wurde 

yon v. a. Broek, Kossel, Siegbahn u. a. beantwortet. Durch Zu- 

gsammenstellung der Werte von Barkla und Sadler mit den mittleren 

Wellenlingen der verwandten, komplexen K-Strahlangen der Elemente 
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aus den Tabellen von Moseley bzw. Siegbahn folgerten sie, dab 
die Kurve log iss —log A eine gerade Linie sei, d. h. daf 5 = Kaa, 
Q 


wo K und c konstant sind. Die Relation ist spaiter von mehreren 
Forschern mit Anwendung von spektral zerlegtem Réntgenlicht fiir 
verschiedene Elemente gepriift und bestitigt worden 1). 

Der erste, der eine Untersuchung iiber den Zusammenhang zwischen 
der Absorption und dem Atomgewicht des absorbierenden Materials 
ausfiihrte, war Benoist. Er fand, da8 die Kurve ,Durchlassigkeit“— 
Atomgewicht eine glatte Kurve von approximativ hyperbolischer Ge- 
stalt ist. Er konnte in dieser Weise sogar eine chemische Frage be- 
antworten, nimlich, ob das Atomgewicht von In 75,6 oder 113,4 sei. 
Seine Messungen, teils an metallischem In, teils an einem Indiumsalz 
gaben unzweideutig den Wert 113,4. Das wichtigste Resultat Benoists 
war jedoch, da das Absorptionsvermégen einer Substanz eine rein 
atomistische und additive Eigenschaft sei. Seine Arbeiten, die viele 
Jahre vor den Entdeckungen von v. Laue und Bragg ausgefiihrt 
wurden, waren nicht mit homogenem Licht, sondern mit einem ge- 
wissen Teil des kontinuierlichen Spektrums durchgefiihrt. Die durch- 
schnittliche Harte veriinderte er durch Anderung der Réhrenspannung. 

Viel besser in dieser Hinsicht sind die Arbeiten von W. H. Bragg 
und S. Peirce?) Sie mafen nach der Jonisationsmethode die Ab- 
sorption der K,- und Kg-Linien der Antikathodenmetalle Ag, Pd und 
Rh in 10 Metallen und fanden dabei: A = C.Z*. 152, wo A = Atom- 
absorptionskoeffizient, C eine Konstante und Z die Ordnungszahl des 
absorbierenden Elementes ist. Glocker) hat neulich folgende Formel 
aus den numerischen Daten berechnet: 


4 = 0,0004. 254.228 (4 > a! 
l 


5 = 0,0195. 225°. 428 (a < dy) 
Hier bedeutet 44 die Wellenlange der K-Absorptionsgrenze. 
Owen‘) hat den Atomabsorptionskoeffizienten fiir 27 Elemente 
zwischen H und Ag mit Anwendung von K-Linien des Pd gemessen 
und konnte dabei das Gesetz von Bragg und Peirce bestatigen. 


1) In diesem Zusammenhang sei es mir erlaubt, einen Druckfehler in der 
Arbeit von M. Siegbahn und Verfasser (Phys. ZS. 21, 83, 1920) zu berichtigen. 
Die Formel 8. 88 soll lauten: “ = 37,2, 47° statt eS saree 

2) Phil. Mag. 28, 626, 1914. 

3) Phys. ZS. 19, 71, 1918. 

4) Proc. Roy. Soc. 94, 516, 1918. 
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Hull und Rice?) haben die Absorption kurzer Wellenlangen 
(0,122.10-§ bis 0,392.10-Scm) in Al, Cu und Pb gemessen und 
fanden den Exponenten in der Formel von Glocker gleich 3 statt 2,8. 


Vor kurzem hat F. K. Richtmyer ?) f in H, O, Al, Cu, Mo, Ag und 

Q 
Pb fiir einige Wellenlangen von 0,13 bis 0,7 A.-E. und C.W. Hewlett’) 
: fiir Wellenlangen zwischen 0,105 und 1,054 fiir Li, C, N, H,0, 9, 


Al und Fe bestimmt. 
gefiihrt werden, welche sie mit der Wellenlinge (0,715 A-E,), die am 


meisten mit der meinigen (K, des Molybdins) iibereinstimmt, 
halten haben. 


Zum Vergleich kénnen folgende Werte an- 


er- 


| Hewlett | Richtmyer | Wingardh 
| ener eae 0,551 — 0,667 
peor ae 1,126 ~ 1,000 
ies Sees 5,17 5,48 5,28 
Hert ak ef: 37,14 a 36,93 
Cu : — 58,3 " 46,33 
Mo i = 20,9 20,48 


Aurén‘) hat den relativen Absorptionskoeffizienten im Verhiltnis 
zum molekularen Absorptionskoeffizienten des Wassers fiir 38 Klemente 
zwischen H und Pb nach einer Differentialmethode, aber nicht mit 
zerlegtem, sondern nur mit durch Al filtriertem Licht gemessen. Er 
meinte, dabei eine Abweichung vom Gesetz von Bragg und Peirce 
gefunden zu haben 5). 

Apparatur und Versuchsmethode. Vorliegende Abhandlung 
enthalt die Resultate einer Untersuchung iiber die Atomabsorptions- 
koeffizienten einer Anzahl Elemente von C bis Pb, wobei die an- 
gewandten Réntgenstrahlen homogener Natur waren, und zwar die 
K,-Linie des Molybdans. 

Die dabei benutzte Apparatur ist dieselbe, die von M: Siegbahn 
und Verfasser schon vorher kurz beschrieben worden ist °). Es ist ein 
Differentialspektrometer. Auf einer gemeinsamen halbkreisf6rmigen 
Grundplatte sind zwei ganz gleiche Bragg sche Spektrometer montiert, 


1) Phys. Rev. 8, 326, 1916. 

2) Phys. Rey. 18, 13, 1921. 

3) Phys. Rev. 17, 284, 1921. 

4) Phil. Mag. 37, 165, 1919. 

5) Vel. hierzu: Ledoux-Lebard et Dauvillier, ,La Phys. des Rayons xs 

1921, §.185—187 und Owen, Proc. Roy. Soc. 94, 510, 1918. 
6) Phys. ZS. 21, 83, 1920. 
26* 
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welche um das Zentrum der Grundplatte drehbar sind, wodarch es 
sehr leicht ist, beide Spektrometer auf denselben Punkt der Anti- 
kathode zu richten. Beide Spektrometer haben zwei mikrometrisch 


Fig. 1. 


regulierbare Spalte vor dem Kristall und ebensolche dicht vor der 
T onisationskammer. 

Die letzteren bestehen aus zylindrischen, 16cm langen und 6 cm 
weiten Messingréhren. Zum Schutz gegen gestreute Strahlung wurden 
sie mit 2mm dickem Blei bekleidet. Am vorderen Ende sind sie 
mit einer 2,5mm Bleischeibe bedeckt, worin ein Loch von 22mm 
Durchmesser gebohrt ist. Dieses Loch ist schlieBlich mit 0,1 mm 
dicker Aluminiumfolie bedeckt. In den Kammern befinden sich je 
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zwei stabformige Elektroden, welche durch die Kammerwand isoliert 
durchgefiihrt sind. Die untere Elektrode endet auSerhalb der Wand 
in einer kleinen federnden Gabel, welche als Schleifkontakt beim 
Drehen der Jonisationskammer dient. Der Schleifdraht ist dabei in 
einem Rohr mit Bernsteinisolatoren befestigt und. auf allen Seiten 


mit geerdetem metallischen Schutz versehen. Es zeigte sich, dab 


der Apparat nur dann gut funktionierte, wenn dieser Schutz voll- 
kommen war, so da8 kein auch noch so kleiner Teil des Schleifdrahtes 
frei lag. Die Schleifdrahte der beiden Spektrometer sind miteinander 
und mittels eines durch ein mit Paraffin gefiilltes geerdetes Messing- 
rohr gefiihrten Drahtes mit einem Elektrometer verbunden. 

Die zweite Elektrode jeder Kammer ist durch die Hinterwand 
eingefiihrt und endet dort mit einer Klemmschraube, welche mit der 
Aufladungsbatterie in Verbindung steht. Um die ionisierende Wirkung 
der Strahlen zu erhdhen, wurde in die Kammern Methyljodid ein- 
getropft, welches dort verdunstete. Indessen zeigte sich, da weder 
Ebonit noch Schwefel noch Bernstein isolierten, wenn gasférmiges 
Methyljodid in der Kammer eine kleine Weile zugegen gewesen war. 
Von diesen drei Isoliermitteln war Schwefel das beste, mute jedoch 
oft erneuert werden. Um diesem Ubelstand zu entgehen, habe ich 
Quarzisolatoren gebraucht, die sehr gut wirkten. Die eine Kammer 
ist bis auf +250 und die andere bis auf — 250 Volt aufgeladen mittels 
einer Batterie kleiner Akkumulatoren von der Firma Jungner, Stock- 
holm, sogenannte Nife-Akkumulatoren, deren Mitte geerdet ist. 

Das Elektrometer (ein Quadrantelektrometer von E. Leybold 
Nachf. in Céln) war auf eine Empfindlichkeit von etwa 1000 mm/ Volt 
eingestellt. Das eine Quadrantenpaar ist mit dem Schleifdraht, das 
andere mit der Erde verbunden. Die Nadel ist durch eine Kriiger- 
sche Batterie auf konstanter Spannung gehalten. 

Als Kristallgitter fiir die spektrale Zerlegung des Réntgenlichtes 
sind zwei groBe Steinsalzkristalle benutzt, um méglichst grofe Inten- 
sitit bei gentigender Dispersion zu erhalten. Die Strahlenquelle be- 
stand aus einem Glihkathodenrohr mit wassergekiihlter Molybdan- 
antikathode von Siemens-Schuckert. Das Rohr wurde mit einem 


Instrumentarium von derselben Firma, aus Gleichstrom-Wechselstrom- 


umformer, Hochspannungstransformator und Gleichrichter bestehend, 
getrieben. Bei einer Spannung von 45kV (an einem Kilovoltmesser 
auf der Primarseite des Transformators abgelesen; die Spannung des 
Rohres ist kleiner), gebrauchte ich eine Stromstirke von etwa 20mA. 

Die Untersuchung geschah nach einer Nullmethode, und zwar in 
folgender Weise. Zuerst werden beide Strahlenbiindel durch Regu- 
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lieren der Spaltweite auf dieselbe Intensitaét abgeglichen. Die gleiche 
Intensitit wurde an dem Stillstehen der Elektrometernadel erkannt, 
da die beiden Kammern auf entgegengesetzte Potentiale aufgeladen 
waren. Dann wurde die absorbierende Substanz in den einen Strahlen- 
gang, dessen Spaltweiten immer konstant waren (bzw. 0,3mm und 0,4mm), 
eingeschoben und die Intensitat des Vergleichsstrahles nach bekanntem 
Verhiltnis reguliert, bis die Elektrometernadel von neuem stillstand. 

Die Vorrichtung zur Variation der Intensitait dieses Strahles be- 
steht aus zwei dicken, aufeinandergelegten Kreisplatten aus Messing, 
beide mit zwei identischen sektorenférmigen Ausschnitten versehen; 
jeder von diesen ist 90° der ganzen Kreisfliche. Diese Platten sind 
gegeneinander verstellbar und mit einer Kreisteilung versehen, so 
daB man die GréBe der effektiven Offnung ablesen kann. Wenn 
nun die Doppelplatte mittels eines kleinen elektrischen Motors in 
Drehung gesetzt wurde, so wurde eine gewisse Strahlungsintensitat 
in die Kammer gelassen, und zwar um so gréfer, je gréBer die 
effektive Offnung war. Die Ablesung 90° entspricht voller Offnung, 
bei 0° sind dagegen beide Ausschnitte geschlossen. Als eine geeignete 
Drehungsgeschwindigkeit fand ich etwa zwei Drehungen in der Se- 
kunde. Fiir das gute Funktionieren der Abschwachungsvorrichtung 
ist’ selbstverstandlich nétig, daB eine geniigende Anzahl StromstéBe 
auf jede Offnungsdauer entfiallt. Andererseits darf die Sektorscheibe 
nicht za langsam im Verhaltnis zur Schwingungsdauer der Elektro- 
meternadel rotieren, 

Bei den Absorptionsmessungen wurde nun folgendermafen ver- 
fahren. Zuerst wurden die beiden Kammern gegeneinander abgeglichen, 
so daB die Elektrometernadel nicht ausschlug, die beiden Kammern 
lieferten dann die gleiche Intensitat. Dies wurde durch Anderung der 
Spaltweite fiir den Vergleichsstrahl erreicht. Dabei war die Sektor- 
scheibe auf 90° eingestellt und in Rotation versetzt. Dann wurde die 
absorbierende Substanz in den Strahlenweg zwischen den ersten und 
zweiten Spalt eingefiihrt und die Sektorscheibe so lange geandert, 
bis die Elektrometernadel von neuem stillstand. Nachher wurde 
wieder die Absorptionssubstanz entfernt und eine neue Nullstellung 
vorgenommen. Nur wenn diese wieder dieselbe, also 90° war, wurde 
die Ablesung als brauchbar angesehen. 
abgelesener Winkel 

volle Offnung 
durchgelassene Intensitit i =e} 

einfallende Intensitat ae see a 90 BPRS Ss fea 
d wurde durch Wiagung bestimmt. 


v4 


also 90 ist dann dasselbe wie 


In 90—Ine& 
d 


Das Verhialtnis 
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Um auch solche Substanzen untersuchen zu kénnen, welche nicht 
im reinen Zustand zur Verfiigung standen oder von welchen geeignete 
Platten nicht hergestellt werden konnten, benutzte ich in den meisten 
Fallen wasserige Lésungen von Salzen, in die das betreffende Element 
als Bestandteil einging. Um den Absorptionskoeffizienten des Klements 
aus demjenigen der Lisung berechnen zu kénnen, mu8 man die Kon- 
zentration des Salzes genau kennen. Die Bereitung und Analysierung 
der Lisungen hat Herr Amanuensis Lic. Phil. S. Hagman ausgefiihrt '). 

Bei der Arbeit mit den Salzlisungen benutzte ich zwei kleine 
Kiivetten, beide aus derselben, genau planparallelen 6mm dicken 
Glasplatte ausgeschnitten. Beide Ausschnitte waren mit diimnen Deck- 
glisern versehen, welche mit Damarharz befestigt wurden. Die Glas- 
platte konnte in einer Spur dicht bei dem hinteren Spalt verschoben 
werden, wodurch ein schnelles Vertauschen der beiden Kiivetten er- 
reicht wurde. Zuerst glich ich die beiden leeren Kiivetten so aus, 
daB sie gleich viel absorbierten. Da die beiden Deckglaser nicht voll- 
kommen gleich dick waren, bestrich ich die eine Kiivette mit einer 
Lésung von Damarharz in Benzin, bis Gleichgewicht erreicht war. 

Nachdem diese Priifung durchgefiihrt war, wurde die eine Kiivette 
mit destilliertem Wasser gefiillt und in den Strahlengang gebracht, 
wobei die Spaltweite des Vergleichsstrahles so lange variiert wurde, 
bis die Elektrometernadel bei voller Offnung (90°) der Sektorscheibe 
stillstand. Dann wurde die zweite, mit Salzlésung gefiillte Kiivette 
eingeschoben und die Offnung der Scheibe geandert, bis die Elektro- 
meternadel von neuem stillstand. Zuletzt wurde eine Kontrollaufnahme 
mit Wasser gemacht. bom 

Die Liésungen wurden in den meisten Fallen so bereitet, dab 
zuerst eine Ausgangslisung (Lisung I) hergestellt und analysiert 
wurde; diese wurde nachher mittels einer Pipette in bekanntem Ver- 
haltnis verdiinnt. Zur Kontrolle der Genauigkeit dieser Verdiinnungen 
wurden einige der verdiinnten Lésungen analysiert, wobei die be- 
rechnete und die wirkliche Konzentration vorziiglich miteinander 
‘stimmten. Die Kiivette wurde immer vor jeder Fiillung sorgfaltig 
mit der neuen Lisung gespiilt und mit FlieSpapier abgetrocknet. 

Hier konnte ich aber nicht ohne weiteres den Absorptionskoeffi- 


a 2 oe 
—— perechnen, da die Salzlésung 


zienten des Salzes aus dem Verhiltnis 90 


1) Ich will ihm hier aufs herzlichste danken fir die Bereitwilligkeit und 
Sorgfalt, womit er diese zeitraubende und miihsame Arbeit ausfiihrte. 

Auch danke ich dem Herrn Privatdozent Dr. L. Smith, da& er die Praiparate 
aus dem Vorrat des Chemischen Instituts freundlichst zur Verfiigung stellte. 
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nicht so vicle Molekiile Wasser im Liter enthalt wie reines Wasser. 
Die Berechnung des Absorptionskoeffizienten kann in folgender Weise 
ausgefiihrt werden: 

nm = Anzahl Molekiile im Liter Wasser. 

m — Anzahl Salzmolekiile im Liter der Lésung. 

n, == Anzahl Wassermolekiile im Liter der Lésung. 

d = Dicke der Kiivette. 

Un —= Absorptionskoeffizient des Wassers. 


= * der Lésung. 
geo » des Salzes in der Lésung. 
ge p des Wassers in der Lésung. 
Pes leot bys == JU. 
I, = Ip ead =e Uy —Un — a =— M., 
Ferner 
hy = Us T bry 
"of Us cared os Ge as 
\M=m-u 
" s— IM A len — My, 
Nun ist 
e4 ookD 
ii, n? 
also 
n—n 
Us = M+ a * “Uns 


wo der letzte Ausdruck als ein Korrektionsglied zu betrachten ist. 
n— hy . 
Den Bruch Sa kann man leicht berechnen, wenn man die 


Dichte und Konzentration der Salzlésung kennt. Wenn nun wu, mit 
der Konzentration (Mol/Lit. Lésung) dividiert wird, erhilt man den 
Absorptionskoeffizienten pro Mol/Lit. 

Die Resultate, welche ich erhalten habe, folgen in den nach- 
stehenden Tabellen. 

Wie aus der graphischen Darstellung (Fig. 2,1) hervorgeht, besteht 


; A 
die Kurve log" — log Z aus zwei geraden Linien. Aus der Neigung 
dieser Linien ergibt sich foleende Formel: 
uA — (1, Zr uA = 0. 73:44 
Q Q 


wo die erste Formel im Gebiet C bis Y und die zweite von Zr bis 
Pb gilt. Der Sprung in der Absorptionskurve befindet sich zwischen 


ge NOT tte 


1 


4 


2 ————— 
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Tabelle 1. 
Konzen- | Winkel- d fiir Absorptions- 
Subst lL. ur : 
wens tration ablesung | med Konzentration I eet 
Hy Os - 55,56 49 0,6080 = 0,018 
Aceton .... — 62 0,3727 — 0,0456 
Allylalkohol ; | oe 60 0,4055 — 0,0457 
Propionsdure os 55 0,4925 — 0,0616 
Paraidehyd . a 56 0,4744 — 0,1048 
{ 9,567 75 0,1823 0,1823 
H,NNOs; odie a 7,175 78 0,1431 1 
\| 4,748 82 0,0931 62 0,082 
Mittel 0,1853 
| 17,29 38 0,8622 0,8622 ; 
i a3 11,70 50 0,5878 817 
ReOe 8,83 59 0,4223 446 
| 5,85 67 0,2951 853 0,095 
Mittel 0,8685 
| 3,50 36 0,9163 0,9163 
‘ ’ 2,33 48 0,6286 429 
NaCl | 1,75 57 0,4567 134 
513 WG 66 0,3101 303 0,461 
Mittel 0,9257 
3,406 14 1,8496 1,8496 
| 1,708 35 0,93338 666 
MgClp - +--+ 4|| 1,135 48 0,6195 585 
| 0,681 61 0,3777 885 
| 0,454 69,5 0,2472 540 0,942 
Mittel 1,8634 
Al ; .|o - 50,5 0,5667 — 0,148 
3,909 45 0,6820 0,6820 
2,606 57 0,4456 674 
Hz PO, . 1,955 62 0,3615 7230 
1,303 71,4 0,2203 609 
0,977 75 0,1712 844 0,324 
Mittel 0,6835 
f 3,934 44 0,7156 0,7156 
1,967 63 0,3567 34 
Hy80, - ; | 2,623 56 0,4744 16 
1,311 71 0,2371 13 0,342 
Mittel 0,7129 
5,07 26 1,2305 1,2305 
3,38 38,6 0,8354 531 
2G) eee me 2,54 47,8 0,6216 432 
1,69 58,5 0,4196 588 
1,27 65 0,3142 568 0,430 
Mittel 1,2485 nagh 
3,24 12 2,0037 2,0037 
Kot ae 1,62 33,8 0,9782 1,9564 
ial 1,08 46,3 0,6535 605 
| 0,54 64 0,3298 788 1,049 
Mittel 1,9749 
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Tabelle 1 (Fortsetzung). 


oe 


Oe 


Konzen- | Winkel- a dd fir ge ee 
Substanz tration ablesung a Konzentration I | pro Mol/Lit. 
| | . 
1,455 21,8 1,4299 1,4299 
0,97 34,7 0,9419 129 
Ca Clg? = > + > 4] --0,73 44 0,7045 090 
0,58 50 0,5766 415 
0,415 59 0,4111 388 1,638 
Mittel 1,4264 
( 1,00 18 1,6094 1,6094 
0,50 40 0,8109 218 
(CrCly(OHs)4)Cl)|  o'95 59 0,4223 892 
| 0,13 73 0,2093 oe Gay 2,876 
| Mittel 1,6487  |- 
| 0,938 21 1,4553 1,4553 
0,469 42 0,7622 5244 | 
MnCl =: * }I 9.935 61 0,3889 556 | 
0,118 74 0,1957 656 2,738 
Mittel 1,5251 
Hale ae ee 36 0,9163 | mee 2,083 
0,641 25 1,2809 1,2809 
i 0,427 38 0,8622 933 
Hee 0,321 47 0,6496 992 
0,214 59 0,4223 669 | 3,278 
Mittel 1,2851 
| 9821 23 1,3643 1,3643 
Fe(NHy)o(S8O4)o 0,410 45 0,6931 862 
\ 0,274 57 0,4567 701 2,709 
| Mittel 1,3735 
{ 0,701 25 | 41,2809 1,2809 | 
AE 0,467 38 0,8622 | 933 
CoCly l 0,350 47 | 0.6496 992 
0,234 59 0,42.23 669 | 3,077 
Mittel 1,2851 
MiNi verevaee eae 29 ip lecoual ~ 2,828 
0,502 30 1,0986 1,0986 
3 ae 0,335 43 | 0,7386 1079 
NiCl, 0.251 | 522 | 0.5486 0972 
0,201.) 58 0,4394 0985 3,657 
) Mittel 1,1005 
SE hy ae 4 = 25,5 1,2611 = 2,904 
0,985 13 1,9394 1,9394 
oeee 0,493 34 0,9735 470: 
CuBo, 0,657 25 1,2809 214 
0,328 47 0,6490 488 3,286 
Mittel 1,9380 
0,536 27 1,2040 1,2040 
3am 0,513 28 1,1676 200 
CuCl, 0,342 41 0,7862 322 
0,257 50 0,5878 259 3,818 
Mittel 1,2205 
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Tabelle 1 (Fortsetzung). 


Konzen- | Winkel- d fii Absorptions- 
Substanz Z M.@ tur ; 
tration | ablesung oe Konzentration I oro Mol{tit. 
0,500 24 1,3217 1,3217 
0,334 37 0,8889 333 
VE a eee es ; é 
see | 0,250 47 0,6496 2892 
0,167 58 0,4394 3182 4,412 
Mittel 1,3156 
| 
| 0,517 26 1,2417 1,2417 
eee | RAC 39 0,8362 543 
ae | 0,259 49 0,6080 160 
0,172 60 0,4055 165_ 3,979 
Mittel 1,2321 
| 0,493 18 1,6094 1,6094 
a ae eee 0,329 31 1,0658 5987 
pee | 0,246 40 |  0,8109 6218 
0,165 53 | 0,5295 5885 5,451 
Mittel 1,6046 
[ 0,400 10 2,1972 2,1972 
Pee ey) | Os287 21 1,4553 829 
Z | 0,200 30 1,0986 972 
| 0,188 44 0,7156 468 9,112 
Mittel 2,1810 
{ 0,349 16 1,7272 1,7272 
0,233 28 1,1676 514 
Sr(NO3)2- °° {| 0.175 38 0,8622 244 
0,116 50 0,5878 634 8,364 
Mittel 1,7416 
{ 
i 0,235 25 1,2809 1,2809 
Y(NOsz)o 0,113 48 0,6286 572 
{ 0,078 59 0,4223 669 9,047 
Mittel 1,2686 
f 0,516 43 0,7386 0,7386 
Zr(SOn °° 0,350 54 0,5108 530 
\ 0,258 62 0,3727 ena 2,473 
Mittel 0,7457 
1,110 24 1,3217 1,3217 
0,740 87 0,8889 333 
(NHy)pMoOg = | 9550 46 0,6712 422 
0,370 58 0,4394 182 2,068 
Mittel 1,3289 
0,247 55 0,4925 0,4925 
0,165 65 0,3254 881 
BE NOG Peo: 0,124 70 0,2513 5026 
0,082 76 0,1691 5073 3,385 
Mittel 0,4976 
Basie erie he 34 0,9735 es 3,395 
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Tabelle 1 (Fortsetzung). 


A aa | Absorptions- 
a | Konzen- | Winkel- .@ fiir ootaskait 
Substanz | tration | ablesung wed Konzentration I pro Mol/Lit, 
| 0,240 49 0,6080 0,6080 
i 0,160 60 0,4055 71 
CdCl, "V+ 0,120 67 0,2951 5902 
| 0,080 73 0,2093 6219 4,242 
| Mittel 0,6068 
Binge — 39 0,8362 — 4,170 
| 0,292 37 0,8889 0,8889 
; | 0,194 50 0,5878 17 
Ne eas meee 58 0,4394 788 
| 0,097 67 0,2951 Pe 5,078 
: . Mittel 0,8837 
| 0,331 26 1,2417 1,2417 
ate : 0,220 37 0,8889 3332 
ava | 0,166 48 0,6286 2572 
| 0,110 58 0,4394 3182 6,513 
Mittel 1,2876 
Au. i ee 8 2,4204 = 19,89 
0,118 20 1,5041 1,5041 
| 0,079 33 1,0033 49 
Pb(N0s)o 0,059 42 0,7621 242 
0,039 55 | 0,4925 4775 21,19 
Mittel 1,5027 
Tabelle 2. 
HCl. 0,430 Cl |“ NiCl, | 8,657 Cl. 
Hi. 0,001 0,429 Nis 4 i 2,862 0,398 
NaCl 0,461 CuCl, . | 3,818 
Na 0,078 0,383 Cee | 2,904 0,457 
FeCl; 3,278 Ca Cly . | 4,242 
Le ee ae 2,083 0,398 Oa". 3,395 0,424 
Mittel 0,415 
Tabelle 3. Tabelle 4. 
Hi te Veda IR EER Eee 
Geo, 0, 0,0616 O. C;H,0. 0,0456 C. 
O, He O06 0,0456 0,016 H,O. . 0,022 0,008 
O,H90, . .-| ~ 0,1048 CHa Cs | 0,0616 
20,H;0.. 0,09138 0,014 aOs 0,038 0,008 
203;H,0, . || 0,132 2 ae 
64412 U3 0,1048 
CgHyaOs .-. | 0,1048 0,018 Oe 0,060 | 0,008 
Mittel 0,016 Mittel 0,008 
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Tabelle 5. 
| wa | ' 
Element Z H* 110-3 u/o . 
E | re) PIS 
H 1 | 0,0012 
C . 6 0,008 | 0,667 |} 
N Gn oto i) 072 
La oe 8 | 0,016 1,000 | 
Wawa: 3. <5 Pie e078 | 8;392°"] 
Man. es 127) 0,112 4,605 | 
PA ao Aho LS ieee Opl4Seod| 3 55276. 
iD emuetee 15 |} 0,257 | 8,281 | 
es eo 16 he 0,276) 8,827 
Ree eel 3%7 |. 0,418 11,70 
eae ee 19 | 0,634 16,21 |) 
arene ef £20 0,808 20;17_—-1| 
Cr Cee 1 55924) 29,98" 4 
ihe, ee 25 | 1,908 34,74 |i 
1 eae 26 | 2,062 36,93 | Fe(Blech): 2,083; FeCl; : 2,033; 
| | Be(NHy)9(804)o : 2,070. 

Sis) (ae Ore eet fh 38,11 | ‘ 
Ni 28 | 2,828 48,19 || Ni(Blech): 2,828; NiCly: 2,827. 


Cu 29 2,946 . 46,33 || Ou(Blech): 2,904; CuCly: 2,988; 
| CuSO, : 2,946. 

FApaly 2a) cee 30 |= 3,610 | 55,22 | Zn Oly : 3,582; ZnS O,: 3,639. 

Bees. Piss )| 5,373 | 67,92> | 

dd mes 38 | 8,260 | 94,28 | SrClo: 8,282; Sr(NOs)o: 8,238. 

2 a 39 | 8,858 99,52 | 

Jeon me 40 1,793 19,70 || 

heen Ge hos 42 | 1,966 | 20,48 | 

ING eee AG | 3,822 30,79 || 

Cae: 48 | 3,404 30,28 Cd(Blech) : 3,395; Cd Clg : 3,412. 

we ee 50 | 4,170 | 35,04 | 

Jp Gee 53 5,000 | 39,76 

ieee || Mele 5,683 41,36 

Nahr <> 79 19,89 100,9 

iD). cece 82 o1:08  |2101,7-. |} 


Y und Zr, da die Absorptionsgrenzwellenlangen der genannten Metalle 
0,7255 und 0,6872, und die Wellenlinge der Ka-Linie des Mo etwa 
0,708 ist. 


Auch die Werte von log & ordnen sich n&herungsweise nach 
Q 


zwei geraden Linien an (Fig. 2, Il). Doch sind die Abweichungen hier 
gahlreicher und gréfSer als in der obenstehenden Darstellung. 

Die groBe Abweichung des Sauerstoffs ist vorliufig unerklarlich, 
soll jedoch Gegenstand weiterer Untersuchungen werden. 

Die Streuung (,Scattering*) habe ich gar nicht in Betracht ge- 
zogen, weil es unmdglich ist, diese zu bestimmen, wenn nur eine 
Wellenlinge angewandt wird. Ich beabsichtige, recht bald die Unter- 
suchungen auf andere Wellenlangen (Ka des Pd und Cu) auszudehnen, 
und hoffe dann auch die Streuung bestimmen zu kénnen. 
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Herrn Prof. Dr. M. Siegbahn, der mich zu dieser Untersuchung 
angeregt hat, danke ich aufrichtig fiir das ermutigende Interesse, das 
er immer fiir meine Arbeit gezeigt hat, und fiir viele gute Ratschlage, 
ohne welche die Untersuchung vielleicht nicht hatte durchgefihrt 
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werden kénnen. Auch danke ich fiir die Bereitwilligkeit, mit der er 
mir die Mittel des Physikalischen Instituts auch wihrend der Ferien 
zur Verfiigung gestellt hat. 

Kungl. Fysiograf. Sallsk. in Lund danke ich fiir die pekuniadre 
Unterstiitzung der Arbeit. 


Lund, Fysiska Institutionen, 5. Dezember 1921. 


Uber die Dehnung von Wolfram-Einkristalldrahten. 
Von Herbert Schénborn in Berlin-Dahlem. 


Mit zwei Abbildungen. (Eingegangen am 28. Dezember 1921.) 


Nachfolgende Untersuchung geht von einer Beobachtung aus, die 
ich bei der Untersuchung der ReiBfestigkeit von Wolfram-Einkristall- 
drahten!) gemacht habe. Ein groBer Teil (etwa 60 Proz.) dieser Drahte 
verlingerte sich bei gleichmifSiger Querschnittsverminderung merklich 
beim ReiSen, und zwar bis zu 20 Proz. der urspriinglichen Lange. Da 
Einzelkristalle im Gegensatz zu gewdhnlichen Metalldrahten keine 
elastische Nachwirkung zeigen?), so bot sich hier die Aussicht auf 
einfache Zusammenhinge zwischen Spannung und FlieSgeschwindigkeit, 
zu deren Auffindung ich Messungen mit nachstehender Apparatur aus- 
gefiihrt habe. 

Der Apparat bestand aus einem zweimal rechtwinklig umge- 
bogenen Eisenbiigel, dessen freie Enden gut plan geschliffen waren 
und auf denen mittels aufschraubbarer, ebenfalls plan geschliffener 
Platten der Draht horizontal ausgespannt werden konnte. Hinter der 
einen Befestigungsstelle wurde der Draht vor seinem diesseitigen end- 
giiltigen Festklemmen iiber eine Rolle gefiihrt, so da% ihm durch 
Anhingen eines Gewichtes eine bestimmte Anfangsspannung gegeben 
werden konnte. Die freie Linge des Drahtes zwischen den Be- 
festigungsstellen betrug 287 mm. An die Mitte des gespannten Drabtes 
konnte eine kleine Aluminiumschale zur Aufnahme der Gewichte ge- 
hingt werden %). 

Die durch die Belastung erfolgte Durchbiegung der Drahtmitte, 
aus welcher sich die Lingeninderung berechnen 1aBt, wurde durch 
Spiegeliibertragung mittels Fernrohr und Skala bestimmt. Ein leichter 
Hebelarm von etwa 10 cm Linge, an dessen Drehungsachse ein kleiner 
Spiegel befestigt war, lag mit seinem freien Ende auf der Mitte des 
gespannten Drahtes neben dem Angriffspunkte der Gewichtsschale. 
In etwa 1m Abstand befand sich die Skala und das Beobachtungs- 


_fernrohr. Der auf den Draht durch den Hebel ausgeiibte Druck wurde 


gesondert bestimmt, die durch den Hebel selbst hervorgerufene kleine 
Durchbiegung der Drahtmitte wurde mittels eines vorgesetzten Mikro- 
skops mit Okularnetzmikrometer gemessen. 


1) Bezogen von der Firma Pintsch in Berlin. 

2) y. Wartenberg, Verh. d. Deutsch. Phys. Ges. 20, 118, 1918. 

3) Vgl. den Apparat zur Bestimmung des Elastizitatsmoduls nach der Methode 
des ,geknickten Drahtes* (z.B. in Kohlrausch, Lehrb. d. prakt. Physik, § 52). 
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Untersucht wurden Einkristall-Wolframdribte von 70 und 90 u 
Durchmesser. Wihrend bis zu Belastungen, die einer Drahtspannung 
von etwa 70 kg/mm? entsprechen, die Skala sich im Beobachtungs- 
fernrohr fest einstellt und nach Aufheben der Belastung die urspriing- 
liche Einstellung sofort wieder erreicht wird, d. h. also weder elastische 
Nachwirkung noch dauernde De- 
formation vorhanden ist, sieht man 


bei gréBeren Belastungen sich die 
Skala durch das Gesichtsfeld des 
Fernrohres hindurchbewegen, wo- 
bei nach Aufheben der Belastung 
der Anfangswert nicht wieder er- 
reicht wird, d.h. also FlieBen des Drahtes eingetreten ist. Eine 
elastische Nachwirkung wurde auch diesfalls nicht beobachtet. 
Bezeichnet JZ die halbe urspriingliche Drahtlange, 
1 die halbe augenblickliche Linge des belasteten und 
geknickten Drahtes, 

h die Durchbiegung der Drahtmitte, 

P die Belastung, 

S die Kraftkomponente in Richtung des Drahtes, 


R == die Drahtspannung in kg/mm!?, 


so berechnet sich S zu 
2 el 


errs (1) 

oder bei der geringen Durchbiegung (h) mit geniigender Genauigkeit zu 
see 
Cire PER 


wobei sich (h) aus der im Fernrohr gemessenen Skalenverschiebung, 
aus Skalenabstand vom Spiegel und der Linge des kleinen Hebels 
berechnen 148t. Infolge der zunehmenden Durchbiegung (h) nimmt 
bei konstant gehaltenem P die wirkende Kraft S und damit die FlieB- 
geschwindigkeit mit der Zeit ab. Die Belastung P wurde so grof 
gewahlt, daS sich das FlieBen lingere Zeit (bis zu 1 Stunde) messend 
verfolgen lieB. Bestimmt man die Geschwindigkeit, mit der sich die 


Skala durch das Fernrohr bewegt und daraus die Geschwindigkeit ft 


, dt 
der Durchbiegung (h), und trigt diese Werte als Funktion der zu- 


gehérigen Spannungen # auf logarithmischem Koordinatenpapier auf, 


so ergibt sich eine Gerade, d.h. die Durchbiegungsgeschwindigkeit ee 


io Lue 
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hangt von der Drahtspannung R nach einem Exponentialgesetz ab 


von der Form 
dh 
ee Ane, (2) 
wobei A und B Konstante bedeuten. In Fig. 2 sind zwei solche 
Kurven gezeichnet. 
Hieraus laBt sich die FlieBgeschwindigkeit des Drahtes selbst 


berechnen. Es ist h? = /?— L?, woraus durch Differentiation 


di 1 dt (3) 
und nach (1) und (2) 
dl Fg Ser 4 
ee. at Be ee ER 
a ag 4¢ ch Fae 3 (4) 
Setzt man hierin 
PA 
or ios 
so ergibt sich die einfache Beziehung 
dl C 
pidge bg 


wobei wieder C und B Konstante bedeuten. 
Folgende Tabelle zeigt die Zusammenstellung einiger Versuche. 


——— is) 


Bee pee er eeenceeer P in kg A B C 

in mm 
1 0,090 0,1428 1,42 .10715 0,324 159.10712 
2 0,070 0,0528 2,903 . 10-14 0,322 1,99. 10738 
3 0,070 0,0428 1,578. 10-25 0,401 8,77. 10-25 
4 0,070 0,0528 2,70 . 10-26 0,378 1,80. 10725 


Wiibrend die Anderung der FlieBgeschwindigkeit mit der Spannung, 
die durch die Werte des Exponenten B gegeben ist, hinreichende 
Ubereinstimmung zeigt, haben die Absolutwerte bei den einzelnen 
Versuchsreihen voneinander abweichende Werte, so daB die GroBe C, 
wie aus obiger Tabelle ersichtlich, im Gegensatz zu B keine Material- 
konstante ist. Diese Unterschiede kénnten in der Verschiedenheit des 
kleinen Winkels ihre Erklarung finden, den Kristall- und Drahtachse 
miteinander bilden 1). 

Berechnet man fiir Werte von f&, fiir welche FlieBen besteht, 
dl 


Fi nach (5), so ergibt sich auch hier, auf 


die FlieBgeschwindigkeit 


1) Gross und Blassmann, Drahtférmige Kristalle von Wolfram. 
Zeitschrift fiir Physik. Bd. VIL : 97 


380 Herbert Schénborn, 


logarithmischem Koordinatenpapier aufgetragen, annahernd eine Gerade, 


deren Neigung von der die Abhangigkeit von von F& darstellenden 


nur ganz wenig verschieden ist. 

Fiir die theoretische Bewertung dieser Kurven kommt in Betracht, 
daB die Drahte als Folge des FlieBens eine deutliche Verfestigung 
aufwiesen. Schon bei den ReiBversuchen fand sich dies angedeutet, 
indem die auf den Endquerschnitt bezogene Reibfestigkeit der 
Einkristalldrahte sich erhéht erwies, wenn die Drahte beim Reiben ge- 
flossen waren. Letzterenfalls stieg die ReiBfestigkeit bis zu 138 kg/mm’, 


ah 
at on i 
Mpnin 1 | 


40 


+ 


ees eee eee HH 


i 80 82 84 86 88 90 92 G4 96 98 1OR"Ginm?2 
Fig. 2. 


wahrend sie gewoéhnlich bloB 108kg/mm? (+ 3 Proz.) betrug1). Ent- 
sprechend fand sich, da8 auch die Kaltreckung, wie sie zur Be- 
stimmung der FlieBgeschwindigkeit vorgenommen wurde, eine Ver- 
festigung hervorruft. Eine Versuchsreihe ergab im Mittel fiir die 
ReiBfestigkeit solcher Drahte, auf den Anfangsquerschnitt bezogen, 
128 kg/mm2, eine andere 122 k¢/mm? 


Oben beschriebene Apparatur wurde auch noch zur Bestimmung 
des Elastizitaétsmoduls von Wolfram-Einkristalldrahten und gezogenen 


Wolframdrahten verwendet. Die Ergebnisse zeigt nachstehende Zu- 
sammenstellung : 


‘ ee Staite Verfestigung von Hinzelkristallen durch mechanische — 
earbeitung. Vortrag auf der Hauptversammlung der Deutschen B = 
1921 (ZS. f. Elektrochem. 1922). : gee 


ea 
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ee 
Wolfram - Einkristalldrahte Gezogene Wolframdrahte 
Durchmesser Elastizitatsmodul Durchmesser Elastizititsmodul 7 
in mm in kg/mm? in mm in kg/mm? 
0,0887 34 200 0,0613 35 800 . 
: . ’ ‘ tt 
0,0885 STAR apc pac 0,0415 sP0heoe 
0,0885 32 800 “ 0,0820 33 100 35 370 
0,0680 34 900 4920 
0,0680 35 400 


Jeder der angegebenen Einzelwerte ist aus etwa 10 Einzelbeob- 
achtungen berechnet worden, die bei gezogenen Wolframdrahten von 
einer Anfangsspannung von etwa 30 kg/mm? in ungefahr gleichen 


‘Abstinden bis etwa 130 kg/mm? angestellt wurden. Bei Einkristall- 


drahten erstreckte sich der Bereich von etwa 10 bis 75 kg/mm? Bei 
letzteren wurde von etwa 70 bis 75 kg/mm? an der alte Nullpunkt 
nicht wieder erreicht, so daB bereits FlieBen eingetreten war, wahrend 
iiber 80 kg/mm? das FlieBen deutlich im Fernrohr beobachtet werden 
konnte. Die Beobachtung wurde iiber das Eintreten dauernder Dehnung 
hinaus noch ein wenig fortgesetzt, indem die Verlangerung nunmehr 
auf den durch die Dehnung verschobenen Nullpunkt bezogen wurde. 

Bei allen Belastungen fand sich der Elastizitatsmodul merklich 
(auf + 2 Proz.) konstant, also das Hookesche Gesetz fiir den federnden 
Anteil der Dehnung erfiillt. Besonders hervorzuheben ist dies fiir 
den Fall der Einzelkristalle, wo die Dehnung bis zur Elastizitats- 
grenze und noch dariber hinaus fortgesetzt wurde. Hs bestatigt 
sich also durch diese Messungen die von Polanyi!) gemachte An- 
nahme, daS bei Einzelkristallen keine »Proportionalitatsgrenze“ 
vorhanden ist. 


Zusammenfassung. 
1. Die FlieBgeschwindigkeit von Wolfram-Einkristalldrabten wachst 
exponentiell mit der angelegten Spannung. 
9. Kaltrecken von Wolfram-Einkristalldrahten bewirkt Verfestigung. 
3. Bei diesen Drahten ist das Hookesche Gesetz bis iiber die 
Elastizititsgrenze hinaus erfiillt. 
Kaiser Wilhelm-Institut fiir Faserstoffchemie. Phys.-Chem. Abt. 


1) ZS. £. Phys. 7, 326, 1921. 
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Uber 
Gleichrichtereffekt an belichteten Zinkblendekristallen. 


Von H. Zahn. 
(Vorlaufige Mitteilung.) 
Mit fiinf Abbildungen. (Eingegangen am 6. Januar 1922.) 


Die Versuche der Herren Gudden und Pohl?) iiber lichtelek- 
trische Leitfahigkeit von Kristallen machen es 4uBerst wahrscheinlich, 
da8 der in diesen auftretende lichtelektrische Strom in zwei Teile zu 
zerlegen ist, einen ,primaren, zeitlos einsetzenden Strom Jp, der ge- 
sittigt werden kann und der Lichtenergie proportional ist, und einen 
sekundaren Strom J;, der zeitlich ansteigt und elektrolytischer Natur 
ist“. Durch Verwendung verhiltnismaBig kleiner Feldstarken und 
kurzer Belichtungsdauern konnten Gudden und Pohl den Anteil J, 
relativ klein halten und so gestalten, da8 iibersichtliche Versuchs- 
bedingungen bestanden. Es lag nun nahe, durch Anwendung von 
Wechselspannung an Stelle der Gleichspannung das Zustandekommen 
von J, ganz zu unterdriicken und dadurch die Méglichkeit zu erhalten, 
Jp in weiterem Bereich zu untersuchen; wegen der Kleinheit der 
Effekte, die eine Verwendung von WechselstrommeBSinstrumenten aus- 
schlieBt, miiBte bei dieser An- 
ordnung der jetzt als Wechsel- 
strom auftretende Primarstrom J, 
nach geeigneter Gleichrichtung 
galvanometrisch gemessen werden. 

Im Nachstehenden soll jedoch 
nicht diese Frage behandelt, viel- 
mehr eine Erscheinung beschrieben 
werden, die in Verfolgung von 
; Versuchen vorstehend angedeuteter 
und verwandter Natur beobachtet wurde. Es zeigte sich nimlich, 
da8 ein Zinksulfidkristall, an den ein elektrisches Wechselfeld angelegt 
wurde, bei Belichtung eine Gleichrichterwirkung aufwies, so da8 nun- 


1) B. Gudden und R. Pohl, ZS.f. Phys. 6, 248—256, 1921; 7, 65—72, 1921 
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mehr ein mit einem Galvanometer nachweisbarer Gleichstrom durch 
den Kristall flo8. Die Versuchsanordnung zeigt Fig. 1. Es bedeuten 


K den Zinkblendekristall, 

E ein elektrostatisches Voltmeter, 

C einen Glimmerkondensator von 2 Mikrofarad, 

D, D, zwei gleiche Drosselspulen, 

G ein Drehspulgalvanometer mit veranderlichem NebenschluS- 
widerstand JN, 

T einen der Frequenz des verwendeten Wechselstroms an- 
gepaBten Spannungstransformator. 


_ Die zur Belichtung verwendete Bogenlampe und optische Anord- 
nung sind in der Figur nicht eingezeichnet. Als Ausgangsspalt 
diente eine kreisférmige Blende, die so auf K abgebildet wurde, dab 
die ganze dem Lichte zugewandte Kristallflaiche beleuchtet war. Die 
Versuche sind in Ermangelung eines Monochromators mit unzerlegtem 
Licht angestellt, weshalb auch von Energiemessungen abgesehen wurde. 
Hauptsichlich aus diesem Grunde sind die Messungen als vorlaufige 
mitgeteilt; erginzende Messungen mit spektral zerlegtem Licht nach 
Beschaffung der erforderlichen Apparatur sind beabsichtigt. 

Der Einflu8 relativer Intensititsinderungen wurde untersucht, 
jndem verschiedene Drahtnetze1) in den Gang der Lichtstrahlen ein- 
geschoben wurden. Um einigermafen von plotzlichen Schwankungen 
der Bogenlampenhelligkeit unabhingig zu werden, wurde das durch K 
hindurchgetretene Licht durch eine Linse auf einen zweiten Kristall 
geworfen, der in Zusammenschaltung mit einer geeigneten Gleich- 
stromquelle und einem zweiten Galvanometer als relatives Photometer 
dienen konnte. Dieses Verfahren kann natiirlich keinen Anspruch 
auf groBe Genauigkeit erheben, denn abgesehen von dem Umstande, 
daB der zweite Kristall Licht von anderer spektraler Zusammensetzung 
als K erhalt, ist es nicht angingig, bei Anwendung stirkerer Licht- 
intensititen wegen des zunehmenden Einflusses von J, mit Konstanz 
dieses Photometers iiber langere Zeit zu rechnen. Da es jedoch bei 
ruhig brennender Lampe fiir die verschiedenen Drahtnetze leidlich 
reproduzierbare Ausschlige lieferte, erscheint seine Verwendung zur 
relativen Intensitatsmessung und Ausgleichung plétzlich auftretender 
Helligkeitsschwankungen innerhalb einer MeBreihe erlaubt zu sein. 

Ordnet man den Kristall so an, wie er in Fig.1 gezeichnet ist, 
etwa zwischen zwei Metallelektroden und 148t das Licht senkrecht zu 


1) B. Gudden und R. Pohl, ZS. f. Phys. 2, 361, 1920. H. Schmidt, 
Ann. d. Phys. (4) 42, 422, 1913. 
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den elektrischen Kraftlinien einfallen, so tritt beim Vorhandensein 
eines elektrischen Wechselfeldes bei gleichférmiger Beleuchtung im 
allgemeinen kein oder nur ein kleiner Galvanometerausschlag auf, 
dessen GréBe und Richtung sich aber andert, wenn beim Belichten 
eine Kristallpartie in der Nahe der einen oder anderen Elektrode 
bevorzugt wird. Verwendet man aber Wasserelektroden 1), wie sie 
von Gudden und Pohl vielfach benutzt wurden, und durchleuchtet 
den Kristall in Richtung der elektrischen Kraftlinien, so erhalt man 
klare Ergebnisse. Bei allen von mir untersuchten Zinksulfidkristallen 
verlief der durch das Galvanometer angezeigte Gleichstrom so, da 
die der Lichtquelle zugewandte Wasserelektrode sich wie der 
positive Pol einer an Stelle von K eingesetzten Stromquelle ver- 
hielt. Die vorstehend erwahnten Effekte bei Querdurchleuchtung 
entsprechen diesem Verhalten, die Elektrode in Nahe der stiarker 
beleuchteten Kristallpartie tibernimmt die Rolle des positiven Pols, 
sofern der Kristall keine Einlagerungen aufweist. Sind solche vor- 
handen, so treten scheinbare Abweichungen auf, indem die Indifferenz- 
stelle, bei deren Beleuchtung kein Gleichrichtereffekt auftritt, nach 
einer Elektrode hin verschoben sein kann. 

Bei den im folgenden beschriebenen Versuchen befand sich der 
Kristall stets zwischen Wasserelektroden und wurde in Richtung der 
elektrischen Kraftlinien durchstrahlt. 

Der Gleichrichtereffekt ist bei allen sieben von mir untersuchten, 
aus Picos d’Europa, Santander stammenden Kristallen nachweisbar 
gewesen, allerdings in sehr verschiedener Starke. Er war bei den 
weniger gefarbten Exemplaren besser ausgepragt, als bei den dunk- 
leren, doch kann iiber den Einflu8 der Farbung noch nichts Bestimmtes 
ausgesagt werden, da die untersuchten Stiicke keine erheblichen 
Unterschiede in der Farbung aufwiesen. Fiir den Gleichrichtereffekt 
ergaben sich als Extremwerte Intensititsverhiltnisse von tiber 100: 1 
bei den Kristallen mit gré8tem und kleinstem Effekt, wiewohl ihre 
lichtelektrischen Stréme bei Gleichspannung von gleicher Gréfen- 
ordnung waren. Allerdings lieBen sich die beiden Erscheinungen 
Gleichrichter- und Gudden-Pohl-Effekt nicht unter den gleichen 
Bedingungen miteinander vergleichen, da der erstere zum Nachweis 
bei Kristallen mit schwachem Effekt sehr hohe Wecehselfeldstarken 
erforderte, mehr als dreimal so gro%, wie ich sie mit den verfiigbaren 
Gleichstromquellen zur Untersuchung des Gudden-Pohl-Effekts her- 
stellen konnte. 


1) B. Gudden und R. Pohl, ZS. f. Phys. 5, 177, 1921. 
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Allgemein la8t sich bisher folgendes iiber den Gleichrichtereffekt 
aussagen: 

1. Seine GréBe wachst mit der Intensitat des einfallenden Lichtes. 

2. Seine GréBe wichst mit der Stirke des angelegten Wechselfeldes. 

3. Seine GréSe nimmt ab mit zunehmender Frequenz der Wechsel- 
spannung. 

4. Der Effekt ist jedenfalls selektiv, wie durch Einschalten von 
Farbglisern in den Strahlengang nachgewiesen wurde. Wahrend selbst 


2,5 


Mikroampere 


45 
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Fig. 2. 


bei einer ziemlich dunklen Blauscheibe der Effekt in merklicher Starke 
erhalten blieb, verschwand er bei Verwendung eines hellen Griin- 
filters nahezu vollkommen und erst recht bei Gelb- und Rotscheiben. 

Es soll Punkt 4 hier auSer acht gelassen werden, da quantitative 
Versuche bisher nicht ausgefiihrt werden konnten. Auch die zu 
Punkt 1 im folgenden gemachten Angaben tragen, wie schon aus- 
gefiihrt, nur orientierenden Charakter, dagegen konnten Einfluf der 
Starke und der Frequenz des Wechselfeldes etwas genauer untersucht 
werden. Nachstehend werden diesbeziigliche Beobachtungen an dem 
Kristall mit dem stirksten Effekt durch Kurven veranschaulicht. Der 
9,97 mm dicke Kristall war mit Ausnahme einer kleinen braungefarbten 
Stelle von etwa 6mm? nahezu farblos,’ die bei den Versuchen be- 
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lichtete Flache betrug 28,2mm% Die Messung der Wechselspannung 
erfolgte zwischen 300 und 750 Volt mittels eines Hartmann und 
Braunschen Multizellularvoltmeters, dariiber hinaus bis zu 2200 Volt 
mit einem Braunschen Elektrometer. Hohe Spannungen wurden 
jedoch nur kurze Zeit angelegt, um bei héheren Frequenzen das Vor- 
handensein des Effektes nachzuweisen, da bei den ersten Versuchen 
eine Kristallplatte durch langere Beanspruchung mit hoher Spannung 
ihren urspriinglich starken Gleichrichtereffekt zum gréften Teil ein- | 
gebiBt hatte. 

Zur Erzeugung der Wechselfelder dienten zwei Wechselstrom- 
maschinen mit einem Frequenzbereich von 200 bis 500 bzw. 1000 
bis 2000 Perioden. Noch héhere 
Frequenzen bis zu m = 5.104 wurden 
mittels einer Poulsonlampe hergestellt, 
allerdings mit wesentlich geringerer 
Konstanz der Frequenz und Spannung. 

Fig. 2 und 3 enthalten einige 
MeB8ergebnisse bei geringeren Span- 
nungen und niederen Frequenzen, 
Fig. 4 solche, die mit héheren Span- 
nungen und Frequenzen erhalten wur- 
den, sowie eine mit » = 260. Als 
Abszissen sind die Lichtintensitaten 1) 
in willkiirlichen Einheiten, als Ordi- 
naten die galvanometrisch gemessenen 
; inhbiten gleichgerichteten Stréme aufgetragen. 

o 8 H % 0 0 0 % Jede Figur umfaBt nur zeitlich, ze 
Fig. 3. sammengehorige Messungen und er- 

laubt keinen Vergleich mit den in einer 

anderen Figur dargestellten Resultaten, da aus schon erwahnten Griinden 
die Lichtintensitaéten nicht in reproduzierbaren Einheiten ausgedriickt 
werden konnten. Zunichst folgt aus dem Verlauf aller Kurven, daf 
offenbar ein Schwellenwert der Lichtintensitat iiberschritten werden muf, 
damit tiberhaupt ein merklicher Gleichrichtereffekt auftritt. Es ist 


2,0 


1) Infolge der Unsicherheit der Intensitaétsmessungen beanspruchen die Kurven 
nicht, den richtigen Verlauf wiederzugeben; sie sind simtlich in mehr oder 
weniger roher Anniherung als Gerade eingetragen, da die Messungen bei 
niederen Frequenzen dies nahelegen. Bei den Versuchen mit den Poulson- 
lampenschwingungen lieB, wie schon erwa&hnt, die Konstanz der Spannung und 
Frequenz zu winschen tibrig, so da& insbesondere die entsprechenden, in Fig. 4 
enthaltenen Kurven ziemlich unsicher sind und nur ein qualitatives Bild der 
Verhaltnisse geben kénnen. 
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wahrscheinlich, da8 dieser Schwellenwert um so tiefer liegt, je niedriger 
die Frequenz ist. Die bisherigen Messungen sind nicht genau genug, 
um dies bei kleineren Frequenzunterschieden aus ihnen erkennen zu 
kénnen. So liefert Fig. 2 eher den Anschein, daB die Kurven einen 
gemeinsamen Ausgangspunkt auf der Abszissenachse haben, wahrend 
Fig. 3 fiir obige Annahme spricht. Fig. 4 jedoch, die sehr weit 
auseinanderliegende Frequenzen umfaSt, nm = 2,6.10? einerseits, n 
= 1bis4.104 andererseits, weist deutlich darauf hin, da8 bei hohen 
Frequenzen bei gleichem Potential ein gréBerer Schwellenwert der 
Lichtintensitat als bei niedrigen erforderlich ist. 


Was die Abhangigkeit des Gleichrichtereffekts von der angelegten 
Spannung betrifft, so kann aus den Kurven eine GesetzmaBigkeit iiber 
das Anwachsen noch nicht 
entnommen werden. Fiir 
das Vorhandensein eines 
Sattigungsstromes liegen 
keine Anzeichen vor. Da- 
gegen muS auch bei An- 
wendung der gré%tmodg- 
lichen  Lichtintensitaten 
ein gewisser Schwellen- 
wert des Potentials tiber- 9% 
schritten werden, damit 
ein galvanometrisch meb- 
barer1) gleichgerichteter 
Strom zustande kommt. 
Dieser Wert hangt von 
der Frequenz ab und 
kann vorderband nur der @ 50 700 180 Kip poiton 70 
GréBenordnung nach an- Fig. 4. 
gegeben werden. Bei der 
Kristallplatte, auf die sich die mitgeteilten Kurven beziehen, lag er fiir 
n — 3.102 etwa bei 100 Volt, fiir » = 1,5.10% etwa bei 250 Volt, fiir 
n = 1 bis 5.104 zwischen 700 und 1000 Volt, immer bei der gréSten 
verwendeten Lichtintensitat. Vielleicht bestehen einfache Beziehungen 
zwischen det Frequenz der verwandten Wechselspannung und einem 


iS 
Mikroampere 


 Schwellenwert des Produktes aus Feldstarke x Lichtintensitaét, wobei 


letztere natiirlich auf monochromatisches Licht zu beziehen wire. 


1) Empfindlichkeit des verfigbaren Galvanometers 1 p = 1,76. 10-9 Amp. 
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Bei Anwendung von Gleichspannung an Stelle von Wechsel- 
spannung mu8 sich der Gleichrichtereffekt durch einen Unterschied 
in der GréBe des lichtelektrischen Stromes beim Kommutieren der 
Spannung kundgeben. Dieser Unterschied konnte, wie zu erwarten, 
erhalten werden; er war sebr betrachtlich bei der vorstehend be- 
sprochenen Platte, bei anderen entsprechend den Wechselspannungs- 
messungen schwacher, bei zweien so gering!), daB er nur infolge des 
beabsichtigten Suchens erkannt wurde. Die Versuchsanordnung war 
die gleiche, wie in Fig.1, nur daS 7 durch eine Akkumulatoren- 
batterie ersetzt und der Kristallplatte ein Kommutator vorgelegt war, 
E so daB die durch das Galvano- 
meter flieBenden Stréme sich 
nur durch ihre GréBe unter- 
schieden. Der Sinn des 
Effektes war dann stets der, 
daB das Galvanometer den 
stirkeren Strom  anzeigte, 
wenn der negative Batteriepol 
an der der Lichtquelle zu- 
gewandten Wasserelektrode 
lag, wie dies nach den 
Wechselstromversuchen zu 
erwarten war. Fig.5 zeigt 
das Verhalten der Platte bei 
verschiedenen  Intensitaten 
des auffallenden Lichtes bei 
384,2 Volt Potentialdifferenz 
zwischen den Wasserelektro- 
den. Kurve A bezieht sich 
auf den Fall, daB die stirker 

Fig. 5. belichtete Wasserelektrode 

negativ, Kurve B darauf, da8 

sie positiv war. Die in gleichem Mafstab eingetragene Kurve C stellt 
eine anschlieBend vorgenommene Messung mit Wechselspannung von 
386 Volt und 324 Perioden dar. Beide Kurven A und B, die innerhalb 
der Versuchsfehler als Gerade anzusprechen sind, lassen, im Gegensatz 
zu den Wechselspannungskurven kein Vorhandensein eines Schwellen- 
wertes der Lichtintensitit erkennen. Die Differenz ihrer Ordinaten 
ergibt den Gleichrichtereffekt fiir die Frequenz » = 0, der auf A 


1) Es standen zurzeit maximal nur 400 Volt Gleichspannung zur Verfiigung, 
Wechselspannung dagegen bis zu 4000 Volt. 
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bezogen etwa 43 Proz. betragt, waihrend er fiir m = 324, wenn man 
die Gegend des Schwellenwertes unberiicksichtigt 148t, zwischen 10 
und 14 Proz. liect. Man erkennt also auch hier deutlich ein Ab- 
nehmen des Gleichrichtereffektes mit wachsender Frequenz. 

Eine Deutung der vorstehend beschriebenen Versuche erscheint 
vor Beschaffung weiteren Beobachtungsmaterials unter giinstigeren 
Versuchsbedingungen noch verfriiht. Die bisherigen Ergebnisse legen 
aber die Vermutung sebr nahe, da die Gleichrichterwirkung vor- 
nehmlich mit dem von Gudden und Pohl eingefiihrten sekundaren 
Strom J, in Verbindung zu bringen ist, wofir in erster Linie die 
Abhingigkeit von der Frequenz in Form des Nichtmitkommens sowie 
das Vorhandensein des Schwellenwertes sprechen; auch das starke 
Anwachsen des Effektes bei hoben Feldstiirken macht dies wahr- 
scheinlich. Hiernach wire die cingangs dieser Mitteilung angedeutete 
Vermutung, da8 man durch Anwendung von Wechselspannung sich 
bei Untersuchung von J, von dem Kinflu8 J, freimachen kénne, 
jedenfalls allgemein nicht zutreffend; nur bei Verwendung geringer 
Feldstarken und hober Frequenzen kénnte eine Ausschaltung von 
Je erreicht werden. Eher scheint das umgekehrte Verfahren Aussicht 
auf Erfolg zu haben, nimlich Kristalle mit starkem Gleichrichtereffekt 
zur Untersuchung von J, in weiterem Bereiche zu verwenden. 

Die in vorliegender Untersuchung verwendeten Kristalle hat mir 
Herr Professor Bergeat, Direktor des mineralogischen Instituts 
freundlichst zur Verfiigung gestellt, das Multizellularvoltmeter, sowie 
verschiedene Hilfsapparate Herr Oberingenieur Simon, Leiter der 
Abteilung Nachrichtenmittel der Torpedo-Inspektion. Beiden Herren 
michte ich auch an dieser Stelle meinen besten Dank aussprechen. 


Kiel, Physikalisches Institut der Universitat, Januar 1922. 
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Uber die natiirliche optische Aktivitat der Kristalle. 
Von M. Born in Gottingen. 


(Eingegangen am 3. Januar 1922.) 


Einleitung. Eine elektronentheoretische Erklarung der optischen 
Aktivitét von Flissigkeiten und Kristallen wurde fast gleichzeitig 
und unabhingig von C. W. Oseen1) und mir’) gegeben. Beide 
Theorien beruhen auf denselben Grundannahmen und unterscheiden 
sich nur in der Art der Durchfiihrung: diese Grundannahmen sind: 

1. Die schwingungsfahigen Partikel sind miteinander 
gekoppelt. 

2. Das Verhaltnis des Molekeldurchmessers bei Fliissig- 
keiten bzw. der Gitterkonstante bei Kristallen zur Wellen- 
lange wird nicht vernachlissigt, sondern als kleine Gréfe 
erster Ordnung mitgefihrt. 

Bei Oseen werden die Koppelungen als _ elektrodynamische 
Wechselwirkungen angesetzt; bei den Kristallen wird ein spezieller 
Aufbau angenommen, bei dem die Partikel schraubenartige Anord- 
nungen bilden. In meiner Theorie werden weder tiber die Koppe- 
lungskrafte noch iiber die Kristallstruktur spezialisierende Annahmen 
gemacht; dagegen habe ich fiir die Kristalle in meinem zitierten 
Buche nicht die allgemeinen Gesetze der optischen Aktivitat, sondern 
nur die gewodhnliche Drehung der Polarisationsebene bei Lichtfort- 
pflanzung parallel zu den optischen Achsen abgeleitet. Diese Be- 
schrankung beruhte auf der angewandten Naherungsmethode. In der 
vorliegenden Mitteilung sollen mit Hilfe eines besseren Naherungs- 
verfahrens die allgemeinen Gesetze der Lichtfortpflanzung in optisch 
aktiven Kristallen gewonnen werden. Dabei schlieSe ich mich in der 
Bezeichnung und den grundlegenden Formeln an die kiirzlich hier 
erschienene Arbeit ,Zar Thermodynamik der Kristallgitter“ an 3); 
trotz des ganz verschiedenen Gegenstandes — dort Thermodynamik, 
hier Optik — gehen beide Untersuchungen vom selben Ausgangs- 


1) 0. W. Oseen, Ann. d. Phys. (4) 48, 1, 1915. 

2) M. Born, Dynamik der Kristallgitter (Leipzig, B. G@. Teubner, 1915), 
insbesondere § 36. (Im folgenden zitiert: D. K.); Phys. ZS. 16, 251, 1915; 
Sitzungsber. d. Preug. Akad. d. Wiss, math.-phys. Kl, 1916, 8.614; Amn. d. 
Phys. (4) 55, 177, 1918. 

8) M. Born, ZS. f. Phys. 7, 217, 1921. (Im folgenden zitiert: Th. K) 
Beide Abhandlungen sind aus Vorarbeiten zu einem Artikel tber Kristallgitter 
fiir die Enzyklopaidie der mathematischen Wissenschaften entstanden; ich ver- 
offentliche sie, um mich in diesem Artikel kurz fassen zu kénnen. 
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punkt aus, entsprechend dem Prinzip der Kristallgittertheorie, simt- 
liche Eigenschaften der Kristalle aus einem Ansatze fiir die Molekular- 
krafte abzuleiten. 


§ 1. Freie Schwingungen!) Wir nehmen, wie in Th. K,, 
der Einfachheit halber an, daB die Wechselwirkungen der Kristall- 
partikel Zentralkrafte gy (r) sind. Dann wird nach Th. K. (13) die 
potentielle Energie, die wir hier nur bis auf Glieder von héherer 
als zweiter Ordnung in den Verriickungen zu entwickeln brauchen: 


G=—O4O,+:--,, (1) 
wo nach Th. K. (24) 


D, S= ; > S = lye Ne, eee Why (2) 


kk’ WV ay 
ist. Hier sind die Koeffizienten (Viv ey durch Th. K. (10) fiir alle 
Indizes k, k’',1 definiert, auBer fiir das System & = k',1 = 0, das der 
Wirkung einer Partikel auf sich selbst entsprache. Es ist bequem 
[vgl. Th. K. (41)], die GréSen (pox ay formal einzufiihren durch die 


Forderung, daB 
>S (Pix )ew = 0 (3) 
bet 
sein soll. Dann kann man statt (2) schreiben: 


Do —2I SSS (Gin ey the Ue y" ey 


kk’ UW ay 
Sodann lauten die Schwingungsgleichungen fiir den von 
auBeren Kraften freien Kristall: 


mk ee api > > = (pix ey Uny =). (4) 

k’ , y 
Wir liésen diese durch den Ansatz ebener Wellen mit der 
Frequenz @o = 2zv, der Wellenlinge 4 = = und der Wellen- 


normalen 8 (|8| = 1)?): em 
7 nl = Uke (en), (5) 


Dann miissen die Amplituden U, den Gleichungen 


oo? me Wie + SS eas Uney = 0 (6) 
ey 


1) Die in diesem Paragraphen gegebene neue Darstellung der Theorie der 
Gitterwellen, entsprechend D. K. §§ 9 bis 12, ist etwas ausfihrlicher gehalten, 
als fiir das folgende notwendig ware. 


v : 
2) Th. K. (43), (44), (45); dort ist die Amplitude U,, mit ns bezeichnet. 
- ‘ I 
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geniigen, wo die Koeffizienten folgende Werte haben: 
Per gp 
, —tt rz, we fe P 
“i= Shwe (7) 


Das sind Funktionen der Wellenrichtung 8 und Wellenlainge 


y ie 2m, die in den Indizes «,y symmetrisch sind, aber bei Ver- 
4 


tauschung von & und &’ in die konjugiert komplexen Werte tiber- 
gehen. Durch Nullsetzen der Determinante erhalt man eine alge- 
braische Gleichung 3s-ten Grades in 2, deren Wurzeln 

CO?, 02, ... 035 
simtlich reell und positiv oder Null sind. Sieht man @ selbst als 
Unbekannte an, so sind simtliche Wurzeln + @;(j = 1, 2,...3s) reell. 


Sie sind Funktionen von t, und wir behaupten, daB sie bei t = 0 

unverzweigt sind, sich also in Potenzreihen nach t entwickeln lassen: 
a 0 qa 2 

a; = 0 + ra 4 20%) +... (8) 


Das folgt aus dem 
Hilfssatz: Die algebraische Gleichung n-ten Grades 


= ay (t) x? = 0, 


p=0 
deren Koeffizienten Funktionen von Tt sind, die sich bei t = 0 
regular verhalten, habe die Eigenschaft, da8 ihre simtlichen 
Wurzeln fiir reelle t reell sind. Dann sind alle Wurzeln bei 
t= 9 regular. 
Beweis!). Es sei x eine Wurzel, die bei t =O einen Ver- 
zweigungspunkt (¢—1)ter Ordnung (q<n) habe; setzt man dann 
t = 1%, so konvergiert die Potenzreihe 


i | Gyey 


p=0 
in einer Umgebung von ¢ = 0 und nimmt fiir reelle ¢ reelle Werte 
an. Folglich sind die Koeffizienten ¢, reell. 
Bei einem Umlauf um den Verzweigungspunkt t = 0 geht die 
Wurzel x in eine andere Wurzel x’ iiber. Dabei verwandelt sich ¢ 
‘in &t, wo € eine (zu 1 benachbarte) g-te Einheitswurzel ist, die von 1 


verschieden und fiir g>2 auch von —1 verschieden ist. Daher gilt 
die Darstellung 


foo} 
a=: Seek, 
p=0 


1) Dieser Beweis wurde mir von Herrn Prof. L. Lichtenstein mitgeteilt. 
Der Satz la8t sich auch durch Ausgestaltung des unten angegebenen Herstel- 
lungsverfahrens der Potenzreihen fiir die Wurzeln beweisen. 


Tee 
' : 
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deren Koeffizienten c,é? aus denselben Griinden wie bei # reell sein 
miissen. Da aber ¢€ fiir g>2 komplex ist, folgt q = 1 oder g = 2; 
der Fall gq = 2 wiirde der Entwicklung 


n= Se (pr? 


p=0 
entsprechen, die unméglich ist, weil dann fiir negative t die Wurzel 
nicht reell wire. Folglich ist g = 1, w.z.b.w. 


Aus dem Hilfssatz ergibt sich nun folgendes: Die zu (6) gehérige 
Determinantengleichung liefert unmittelbar die Quadrate der Frequenzen 
als Wurzeln; eine von diesen habe die Entwicklung 

a; = Q” ane QY +r 2” +... (9) 

Entweder ist dann 2° =0, dann erhalt man durch Wurzel- 

ziehen direkt 


2; = oP +10? +o (10) 
aes. QM 
j 
wo of = 427, of = Ee, (10/ 
V2 
oder es ist Q” = 0; dann mu8 notwendigerweise auch Sm) —0 
sein, weil sonst w; bei t = 0 einen Verzweigungspunkt erster Ord- 
nung hatte, und es gilt 
@; = To's : (11) 
2 ] 
wo ej = Y2?. (11') 


Der Fall (10) entspricht den ,optischen* EKigenschwingungen; 
bei diesen nahert sich mit wachsender Wellenlange (¢ — 0) die 
Frequenz einer endlichen Grenze, die zu dem Schwingungszustande 
gehort, bei dem die einzelnen einfachen Gitter als starre Gebilde 
gegeneinander schwingen. 

Der Fall (11) entspricht den »mechanischen* (akustischen) 
Schwingungen, bei denen mit wachsender Wellenlinge (t —> 0) 
die Frequenz bis zu Null abnimmt. Solche Schwingungen gibt es 
immer genau 3, entsprechend den drei Verriickungen des ganzen 
Kristalls (4 = cc) parallel zu den drei Koordinatenachsen. Analytisch 
driickt sich das so aus: fiir t= 0 gehen die Koeffizienten (7) der 
Schwingungsgleichungen (6) tiber in die durch Th. K. (20) definierten 


GréBen : 
[He] = S Orden = 4 Er) (12) 
die den Gleichungen Th. K. (24) 
weds le 4 (12') 


ay 
k! 
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geniigen, und daraus folgt, daB die Schwingungsgleichungen (6) fiir 
t= 0 durch o = 0, Uy, = Ui erfiillt sind, wo U ein beliebiger Vektor 
ist. Dieser 14Bt sich aus den drei Einheitsvektoren parallel zu den 
Koordinatenachsen i,, i, iz linear darstellen; folglich entsprechen ihm 
drei zusammenfallende Wurzeln, die wir mit 
ao = af = of — 0 (13) 
bezeichnen. Fiir endliche Wellenlangen gelten dann die Entwick- 
lungen (11); dabei sind die 
¢¢ slim “! = limv;A (jf = 1, 2, 3) (14) 
t=0 T A=o 
die Grenzwerte der drei Schallgeschwindigkeiten fiir lange 
W ellen. 
§ 2. Berechnung der Eigenschwingungen. Zur wirklichen 
Berechnung der Frequenzen dient folgendes Naherungsverfahren: 
Wir entwickeln die Koeffizienten (4) nach Potenzen von Tt: 


aoa Pea afiev] 4... 

ee) = [ee] +e] +e [e]+--- (15) 
wo das konstante Glied durch (12) gegeben ist und fiir die folgenden 
Koeffizienten die Gleichungen gelten: 


xt] a —F = (8 tee) (iw )ey 2 (16a) 
BJ=—iS@4)Gb)ey (82) 


Diese Funktionen der Wellenrichtung sind saimtlich in x, y sym- 
metrisch; die Koeffizienten gerader Ordnung sind reell und in &k, k’ 
symmetrisch, die Koeffizienten ungerader Ordnung sind rein imaginar 
und in i,k’ schiefsymmetrisch. 

Die Lésungen der linearen Gleichungen (6) entwickeln wir nach t: 

2 = QO+7QO4 PQ@+... y 


ee Wo tr Ww? 472 y+ ie f (17) 

Dann erhalt man der Reihe nach folgende Naherungsgleichungen: 

2 m UO, + SS fev] ug, = o, (18a) 
Ie’ y oY 


7° 1 
QO my, WO 4 SSE] UD, = — QO m, WO — SS [¥ U®, (18b) 


29 m UL + DSL] UP, = — 2m ugQ— SS ]uM, se) 
be ay ey ett 


y? 


2 
— 29 muy, — S Spee, 
of 


‘o Seql te fe, tet Mere) Bia dbo jet. 
i a ae ee ee i Me aC FU ey Sky oS eo of 


Ave ee eS Pore 


ee 
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Die Wurzeln der Sakulargleichung von (18a) sind die GréSen 
QO = QO A, LO = @, a, ... «2s 


dabei schreiben wir jede Wurzel so oft an, als ihre Vielfachheit 
betragt. Insbesondere sind 0 = wo = ow” = 0. Zu jeder Wurzel 
@; gehéren so viele linear unabhingige Lésungen I, = a;;, als ihre 
Vielfachheit betrigt. Alle diese Lisungen kann man so normieren, 
da8 die Bedingungen 


Sm.a%j = 1, Sym (orjore) =9 GFF) (19) 
k k : 
erfiillt sind; mit diesen aquivalent sind die folgenden: 


me >deje = 1, DSjonjedvjy = 0. (19’) 
i) J 


Zu den verschwindenden Frequenzen o®) = a) = ©) —0 gehéren 
insbesondere die Translationen nach den Koordinatenachsen als Lésungen, 
und zwar mit der Normierung 


ty ig ig 
1 Ym > Mee Vm > Oks Ym ) (20) 
wo 
> m (20') 
m3 


die Masse einer Zelle ist. 

Wir nennen die a,; normierte Eigenschwingungen (Higen- 
vektoren). 

Nun betrachten wir eine nicht verschwindende Wurzel von (18a) 


2 : oe : : * oe 
2 = a”; zu dieser mégen die r linear unabhingigen Lésungen 


x1, +++Q%y gehdren, also die allgemeine Lésung 


Uy = Di Cjans- (21) 


j= 


Setzt man diese auf der rechten Seite von (18b) ein, so erhalt man 
2 Ha Bye 
0 mi? + SS [e]ue, | 
f atl 
x 1 ye 
= = 29 mS Gaje— SSH] S Gavi 
j=l Wey j=l 


Da die zugehérigen homogenen Gleichungen die r linear unab- 
hingigen Lésungen azx1,--- dtr haben, so sind die inhomogenen 


(22) 


. Gleichungen (22) nur auflésbar, wenn die mit diesen aj, multiplizierten 
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rechten Seiten die Summe Null ergeben. Das liefert mit Riicksicht 
auf (19) die Bedingungen 


206 + SGI) = 0, (i = 1,2,..-1), (23) 
= 
wo ; 
G7) = pps) ‘Jonie ony (24) 
raieeay 
gesetzt ist; diese GréBen sind nach (16a) rein imaginaér und in j, i 
schiefsymmetrisch. Die Sakulargleichung von (23) liefert r reelle 
Wurzeln 2 (von denen auch einige zusammenfallen kénnen) und r 
gugehérige Lésungen C;, die analog wie die a,; normiert werden 
kénnen. Setzt man diese auf der rechten Seite der Gleichungen (22) 
ein, so sind diese auflésbar, und das Naherungsverfahren lat sich in 
analoger Weise zur nachsten Naherung fortfiihren. 

Wir fiigen zu (23) die Bemerkung hinzu, daS die Determinante 
der schiefsymmetrischen Matrix der (jj’) fiir ungerade r verschwindet; 
daher gibt es dann immer mindestens eine verschwindende Wurzel Q, 
so da8 die Entwicklung (10) der entsprechenden Frequenz ; kein 
lineares Glied hat: 

0; = of 4 20+... (10”’) 

Im besonderen ist das immer der Fall fiir r = 1; jeder ein- 
fachen Grenzfrequenz @ o\° ’ entspricht daher eine Entwicklung der 
Form (10"). 

Die nicht verschwindenden 2 sind Funktionen der Wellen- 
richtung. Denn die (jj’) hangen linear von dem Vektor § ab; nach 


(16a) ist 
Gj) =—s > = = (8, the) (Pix he Okj a Ak’ jry- 


kk' ay 


Wir fiihren die Vektoren 
Jy = — = > thy > (Phe ey Anja Ue jry (25) 
! ay 


ein; diese sind reell und schiefsymmetrisch in j,j’: 


OP igs Cee 25! 
Dann wird = #4 af 
(33') = 1 (8Rjy)- (26) 
Ist beispielsweise r — 2, so wird die Sakulargleichung von (23): 
8M (12) 
(21) 82@| = QO + (12)2 = NO — (8H)? = 0, 


also 
QP = (6%) = — QP. 


eS 


oo 


a 
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Fiir r = 3 hat man 

$2 (12) (13) |: 

(21) 2 (23) | = QF 4 Qa ((23)2 + (31)? + (12)2) 
(31) (32) 2 


| = QO — Q((g ys)? + (8 Ker)? + (8 Ryg)2) = 0; 
aiso 


LY = 0, QY — V (833)? + (8Rs1)? + (S Ryo)? = — QO. 
In derselben Weise wie 2” hingt nach (10’) oa von 8 ab. 


Wir werden spiter [§ 6, (91)] sehen, daB die Gr éBen Rjy (wo j,j' 
zu irgend zwei Kigenschwingungen gehdren) die optische Aktivitat 
bestimmen. 

Wie Entwicklung der ,mechanischen“ Schwingungen ist fiir 
das folgende nicht nétig; doch wollen wir sie der Vollstandigkeit 
halber durchfiihren. Fiir diese Schwingungen ist die allgemeine 
Lésung von (18a) 

Been A seen: 


wo U ein beliebiger Vektor ist; also lauten die Gleichungen (18b) 
0 
> = [ex uy, — — 20 m, Ul, — = iy = [-]- (27) 


Da die ee Gleichungen die drei linear unabhingigen 
Lésungen nu? — = i,, bzw. ig, bzw. is haben, so erhalt man als Bedingungen 
der Lésbarkeit, daB die mit i,, bzw. i,, bzw. i; multiplizierten rechten 
Seiten die Summe Null geben2), also 


sh 
(1) yy, mS 4 bo ( Oh 
QO me SS] 0 


Da nun die Koeffizienten (16b) schiefsymmetrisch sind, ist die 


' Doppelsumme gleich Null, und es folgt 


eee. MG =a, 2, By, (28) 
wie es dem allgemeinen Satze entspricht. 
Die Gleichungen (27) lauten dann 


SS [te =-su sf] on 


‘und sind auflésbar; ihre allgemeine Liésung erbilt man aus einer 


speziellen durch Addition der allgemeinen Lésung der homogenen 
Gleichungen, d.h. eines willkiirlichen Vektors Y, sie hat also die Form 


um + YY, 
1) Man bekommt diese Bedingungen auch, indem man die Gleichungen (27) 
0 
einfach nach k summiert, da Se =") ist: 
xy 


28* 
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Setzt man das statt U{? auf der rechten Seite von (18¢) ein, so 


erbalt man : 
SSH] uy = — SSH] ue + %) 
bm SEE | 


Wie oben miissen drei Liésbarkeitsbedingungen erfiillt sein, die 
man durch Summation der rechten Seiten nach k erhalt; dabei fallt 
wegen des schiefsymmetrischen Charakters der Koeffizienten (16b) 
der willkiirliche Vektor {& heraus, und es bleibt: 


a qa pa Ge 
om SU E+ SSREE[—0 ov 


Setzt man hier irgend eine Lésung der sicher auflésbaren 
Gleichungen (29) ein, so erhalt man drei lineare, homogene Gleichungen 
zur Bestimmung der Komponenten von U; die Sakulargleichung dieses 
Systems ist eine kubische Gleichung mit den Wurzeln 29), 20, 8. 

Setzt man diese auf der rechten Seite von (30) ein, so sind diese 
Gleichungen nach den U auflésbar, und das Naherungsverfahren 
kann in derselben Weise beliebig fortgesetzt werden. 

Bricht man es aber an dieser Stelle ab, so sieht man leicht, daB 
die Gleichungen (29) und (31) zusammen genau iibereinstimmen mit 
den Gesetzen fiir die Fortpflanzung ebener Wellen, die man aus der 
in Th. K. entwickelten Elastizitatstheorie erhalt. Denn durch 
Vergleich der Formeln (16) mit Th. K. (26) erkennt man die Giiltig- 
keit der Relationen 


= [] = Snes Pap PS = (Pix eve = —i4 = Level 8, 
> S [] =—, = 85 8y = = (Piney Mew Yiw (32) 
= — 4 >) [@yB9] & 8y, 
ay 
so daB die Gleichungen (29) und (31) die Gestalt annehmen: 


Slee, — 1 SUy S[-i.]8 = 0, 
9 2 IL, — Sy Sleva7 s+ SSuy Se] Rey (33) 


(30) 


wo 90 = “i die itiecinare ist. 
Anderer seits liefert die Elastizitatstheorie die Bewegungsgleichungen 
, 0 Kay 


eee ee 
2 
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wo die Spannungskomponenten K,, durch Th. K. (71), (72) gegeben 
sind, wenn man darin &;, = Rf setzt: 


0= SS ey law — Slee] 
yZ 
Key = Key — SD epe]ne: — Sle Fo) a5 | 
z zy 


dabei sind die GréSen ux, als Ableitung des Verriickungsvektors 1 
anzusehen: 


(34’) 


Ole 


Uxy = ey . (34) 


Fiihrt man in (34), (34’) den Ansatz ebener Wellen ein, indem 
man setzt: 
ao? = 12820), 
it YWe—*% 7D, 
We AS aes FRA 


so erhalt man genau die Gleichungen (33). Damit ist die Bedeutung 
der durch (14) definierten GréBen ¢, Co, ¢s als Schallgeschwindigkeiten 
direkt erwiesen. 


§ 3. Erzwungene Schwingungen. Wenn auf jeden Gitter- 
punkt eine auBere Kraft 9), wirkt, so lauten die Bewegungsgleichungen 


my, the — SS Sie eyes — §. (35) 
, , y 


Wir nehmen nun an, da diese Krafte selber eine ebene Welle 


* bilden: 


B= Bre tore (rs) (36) 
dann werden die Kristallpartikel eine analoge Welle 
| v= Uy ett et (8th) 
pilden, und zwischen den Amplituden der Krafte und der Schwingungen 
werden die Gleichungen besteben: 


002 1, Une + SS ery = — Brae (37) 
Heap 


Das sind die zu den homogenen Gleichungen (6) gehérigen in- 
homogenen. Fiir die Anwendungen auf die Optik (ausschlieBlich des 
Réntgengebietes) kommt nur der Fall in Betracht, daB die Wellen- 
linge groB ist gegen die linearen Dimensionen der Zelle. Daher 


are as 20 
suchen wir die Lésung als Potenzreihe nach t — =e anzusetzen : 


Uy = no + cue fe reo + aes (38) 


400 M. Born, 


Dann erhilt man } ae fiir die U\?), die simtlich genau 
dieselbe Form haben: 


omit? + SS 12 = — 82, @=91,%..); 9) 

die rechten Seiten sind folgende Ausdriicke: 
Be = Vee, (40a) 
BO — > >[] u®,, (40 b) 


Bo yeats es Els Le, + Cl ue Ae (40c) 


Jedes B 14Bt sich demnach berechnen, wenn die p vorhergehenden 
Gleichungen (39) geldst sind. 

Die Lésung von (39) gewinnen wir mit Hilfe der Eigenlésungen a;; 
der zugehérigen homogenen Gleichungen (18a); fiir diese gilt identisch 


2° moje + SS[e] avs = 0, (41) 
acy 


und sie befriedigen die Orthogonalitatsrelationen (19) oder (19’). Aus 
diesen folgt, daB die 3s Vektoren agi, ayo, --- ax,35 linear unab- 
hangig sind; man kann daher jeden Vektor ¥Y; durch sie linear dar- 
stellen in der Form’) 


By == mye > Cg (42) 
F 


In der Tat lassen sich die Koeffizienten c; auf eindeutige Weise 


so bestimmen, da diese Gleichung gilt; dazu multiplizieren wir die 


Formel (42) skalar mit a,; und summieren iiber k, dann folgt mit 
Riicksicht auf (19): 


Gq = 2 (Bs nj) - (42') 


Das setzen wir auf der rechten Seite der Gleichung (39) ein, in 
der wir den Index p weglassen; sodann werden wir die Lisung in 
analoger Weise darstellen: 


i= = Uj axj- (43) 
J ; 


Wir erhalten zur Bestimmung der U; aus (39): 


am, > Ujarj2+ SS S[ee] owiy = TM, DG Onjx- 
i 7 ey i 


1) Die Hinzufiigung des Faktors m,, ist fiir das folgende bequem. 


a 


— oo 
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Beachtet man nun (41), so folgt 
> Kj {U; (co? = 2) ae cj == 0, 
j 


und hieraus schlieSt man wegen der linearen Unabhiangigkeit der a; auf 
C; 
Gj = = (44) 
Qo — @2 
Demnach wird die Lésung (43) mit Riicksicht auf (42') 
SS wa eee, — mf Oey 
ip 290 Qo — > QO Se oe = (Sy Ay j)s (45) 


Wir setzen jetzt voraus, da8 im Grenzfall unendlicher 
Wellenlange die Kriafte (36) sich an den Partikeln einer Zelle 
das Gleichgewicht halten, d. h. daB 


Fe = 0 : (46) 


ist. Das ist bei elektrischen und magnetischen Kraften immer der 
Fall; da es sich in der Optik um elektrische Krafte handelt, kénnen 
wir also die Gleichung (46) als giiltig ansehen. Dann fallen aber 
aus der Gleichung (45) die Glieder fort, die sich auf die akustischen 
Schwingungen (2 = 20 — 2© = 0) beziehen; denn fiir die 
Translationen (20) wird wegen (46) 


Baltes) = 0% i, 2). 


Die Summe iiber j in (45) ist daher nur iiber die eigentlichen 
Eigenschwingungen 2 + 0 zu erstreken. Dasselbe gilt von allen, im 


folgenden Pea corenden Summen iiber die Eigenfrequenzen (Index J); 


wir verzichten auf eine besondere Kennzeichnung dieses Umstandes 
an den Formeln. 
Die Lésung der ersten (p = 0) Naherungsgleichung (39) lautet nun 


a 
1? = 2 2 — a opi So (Be ae AES) 


‘und die der zweiten (p = 1): 


i == —=— 220 ap eee an 5)3 
hier ist der Wert von Si? aus (40b) einzusetzen: 


Ok; é 
no ee = J > [] aw jel, , 


Q — 2 p> =F 
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und darin wieder der Wert von UU aus (47). Fiihren wir nun die 
durch (24) definierten schiefsymmetrischen GréSen (jj’) eim2), 80 wird: 


no SF Ss (i i’) a3 >) (Bye an jr) 


H (QP — 08) (QP 0) F 
oder nach (26): 


ne =i 


anj (8 Rj) 
FF (2)? — 4) (2) — 
to 
Der Faktor i =e? bedeutet, daB die Terme zweiter Naherung 
be 
2 
In derselben Weise kann man fortfahren und die folgenden 
Naherungen bestimmen. Wir brechen das Rekursionsverfahren hier ab, 
weil nur die beiden ersten Naherungen fiir die Optik in Betracht kommen. 


wo) = (Be aw y)- (48) 


einen Phasenunterschied von — gegen die der ersten Naherung haben. 


§ 4. Lichtwellen, Das gewéhnliche Verfahren zur Unter- 
suchung der Fortpflanzung elektromagnetischer Wellen in materiellen 
Kérpern besteht in einer eigenartigen Verbindung von Molekular- 
theorie und Kontinuumstheorie, Die erstere dient zur Berechnung 
der elektrischen Momente in den Kérpern, die durch gegebene Felder 
erregt werden; diese Felder aber werden den Maxwellschen Gleichungen 
unterworfen, die unter der Annahme kontinuierlich verbreiteter Massen 
abgeleitet sind. 

Die strenge Theorie, die diesen Mangel vermeidet, stammt von 
Ewald?). Doch 148t sich zeigen’), da8 sie auf genau dasselbe Formel- 
system fiihrt, wie die primitive Theorie. In der Ewaldschen Theorie 
kommt nur ein elektromagnetisches Feld im Vakuum vor, das von 
den geladenen Kristallpartikeln bei ihren Schwingungen erzeugt wird 
und riickwirkend diese beeinflu8t; die Schwingungen des Gitters als 
ganzes sind also eigentlich frei, die Differentialgleichungen homogen. 
Man kann aber zeigen, daf sie sich auf die Form (37) bringen lassen, 
wobei %; nicht die Amplitude einer A4uBeren Kraft bedeutet, sondern 


selbst eine homogene, lineare Funktion der Verriickungskomponenten Ux 
ist, und zwar erhalt man 


&% 
B= CE (49) 


1) Diese wurden dort nur fiir den Fall angewandt, daB die ys Oy gr zwei 
zu einer mehrfachen Frequenz 2” gehérige Higenvektoren sind; hier gebrauchen 
wir sie fiir irgend zwei Higenvektoren a; und Air, mogen diese zu derselben 


Frequenz oder zu verschiedenen gehéren. Dieselbe Bemerkung betrifft die so- 


gleich einzufithrenden 2; j,. 


*) P. P. Ewald, Dissert. Miinchen und Ann. d. Phys. (4) 49, 1, 1916. 
3) D. K. 2. Teil, § 22—34. 


r— v= 


He 
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Dabei ist © eine Abkiirzung, die sich aus dem elektrischen 
Moment pro Volumeneinheit 


5% = 7 Sah (50) 


folgendermafen aufbaut: 
1 
ia ay WB — 8 CB}: (51) 


wo der Brechungsindex 

CONNIE 

oo wh ce) 
eingefiihrt ist. In der Ewaldschen Auffassung handelt es sich dabei 
nur um die Abtrennung der durch (49), (50), (51) definierten Glieder 
von den Anteilen ipa Uy, die den Charakter quasielastischer Bin- 


dungen haben. 
Man gelangt aber zu genau demselben Formelsystem, wenn man 
die fiir ein Kontinuum giiltigen Maxwellschen Gleichungen 


rot —— 9 =0, divD=—0 


rot E+ — $= 0, divS = 0 


auf den Fall ebener Wellen in der Weise anwendet, daB man 


See SE aps 
setzt!), wobei § der durch (50) definierte Vektor ist. Denn durch 
Elimination von D, § und % erhilt man die Relation 


i [ieee ‘laws 
<a P —graddiv} = VIE— &, 


und fiir eine ebene Welle, bei der alle Vektoren proportional 
a= iat et (8X) 
sind, geht diese iiber in 
$ — n28(8P) = E(n?— 1), 
was mit (51) iibereinstimmt. 

Damit ist die Berechtigung jener Auffassung nachgewiesen, bei 
der die Kontinuumstheorie auf Kristallgitter angewandt und die mole- 
kulare Struktur nur durch den Ansatz (50) fiir das elektrische Moment 
beriicksichtigt wird. 

Die Lésung der Gleichungen 148t sich in zwei Schritte zerlegen: 
gunachst wird das elektrische Feld € als gegeben gedacht und die 


1) Wir gebrauchen die sogenannten rationellen Hinheiten. 
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yon den Kriiften (49) erregten Schwingungen ll, aus (37) berechnet; 
die Lésung hat die Form 

ty = UP + UP +, 
wo UO und U® durch (47) und (48) gegeben sind. Sodann berechnet 
man das Moment $ nach (50), das entsprechend als Reihe 1) 

P= PO + PO +... (53) 
erscheint, deren Glieder lineare Funktionen der Komponenten von € 
werden; und indem man diesen Ausdruck fiir $ in (51) einsetzt, 
erhilt man die Gesetze fiir die Ausbreitung der elektrischen Welle © 
(oder D). 


Aus (47) folgt L; (EL) 


PO = MS (0)2 
ry @; —- 


2 
j @ 


(54) 


wo die Vektoren 
1 
= _——— €e Ag 7 55 
ae (55) 


die Amplituden der bei den normierten Eigenschwingungen 
entstehenden elektrischen Momente pro Volumeneinheit, die 
»Higenmomente“, bedeuten. 

Man kann nun immer das Koordinatensystem so wahlen, daB die 
quadratische Form der Komponenten von € 

2 
POE = SS) a) 


7 ——. G72 
jg @; q@ 


auf die Hauptachsen transformiert erscheint?); man setzt 


DOE = G2 + POE = &,@2+ & Gy + & 


wo 
fy = ea “hs (56) 
die optischen Hauptdielektrizitatskonstanten sind. Dann wird 
DP = &G,, --. (57) 


Fiir die Glieder zweiter Ordnung des elektrischen Moments erhilt 
man aus (48): 


go) 247 > (827) % (EX) 


9{°)® — 2) (ca — 2) 


1) Wir ziehen dabei die Potenzen von t in die Glieder hinein, so daB z. B. 
pears 1 
ea a Ey n® bedeutet. 
*) Bei Kristallen geringer Symmetrie (ohne drei aufeinander senkrechte 


Symmetrieachsen) hangt die Lage der Hauptachsen von der Frequenz @ ab 
(Dispersion der Achsen). 


eae Te 


we 
Ps 
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oder nach einfacher Umformung mit Riicksicht auf (25’): 


30 — . (BR) ERV]] (58) 
= (oP? — 0) (af — 0) 
Wir fiihren nun den (axialen) Vektor ,Gyration® | 
ein; dann wird 
PO = t[EG]. (60) 


Die gesamte dielektrische Verschiebung 
D = EPO + PO H...= DOL POL... 


hat also, bezogen auf die dielektrischen Hauptachsen, die Komponenten: 
Dz = ¢,€,+ i1[(€EG], ..., (61) 
wobei Glieder von hoéherer als erster Ordnung in t vernachlassigt sind. 
In diesen Formeln ist das Resultat enthalten, da8 die Glieder 
nullter Ordnung die gewéhnliche Doppelbrechung, die Glieder erster 
Ordnung die optische Aktivitaét darstellen. Obwohl die dahin fiihrenden 
Uberlegungen in jedem Lehrbuche’) zu finden sind, wollen wir sie 
doch der Vollstaindigkeit halber kurz anfiigen; wir kénnen dann um 
so einfacher die besonderen Ergebnisse iiber die optische Aktivitat 
diskutieren, die in unseren Formeln stecken. 


§5. Doppelbrechung. Wir lassen zunachst die Glieder erster 
Ordnung in t fort, gehen also von den Formeln 


Wg aap Ey Wxs cae (62) 


aus. D wird gewohnlich als ,,Lichtvektor“ angesprochen, weil er trans- 
versal ist; aus (51) folgt namlich 


(D8) = (C+ Ff, 8) = 0. (63) 
Sodann kann man (51) in der Form 
D = n?{E — 8 (8G)} (64) 
schreiben, oder mit Benutzung von (62) 
Leek 
—_——)=>=— mee 64’ 
D- (<;—_-) = —#(86), (64 


1)"Z, B. bei F. Pockels, Lehrbuch der Kristalloptik. (Leipzig, B. G. 
Teubner, 1906). Dort sind die Komponenten des axialen Vektors ® mit 


Sart es + 9s 8 ds + 6, 8 6, + 45 bezeichnet (II, 1, 7, 8. 322). 
xz q qd q 


5 y 4 
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Hieraus folgt in Verbindung mit (63) das Fresnelsche Gesetz 


82 8, 8; 
1 ‘epee raed 1 : 69) 


07 78, oA eg) ee 


durch das der Brechungsindex n als Funktion der Wellenrichtung 
gegeben wird. Das ist eine quadratische Gleichung fiir n*, die aus- 
fiihrlich geschrieben so lautet: 
mt (&1 8% + & 8) + &3 82) — (ég&s (87 + 82) + & & (82 + 8) } (66) 
+ & & (8% + 8y)) + & &9 & = 0. J 
Sie hat im allgemeinen zwei Wurzeln n? und n(2; zu diesen 
gehéren nach (64’) je ein Lichtvektor D’ und D", die auSer auf 8 
auch aufeinander senkrecht stehen: 
S/S" =O. (67) 
Die Richtungen dieser Vektoren fallen mit den Hauptachsen 
jener Ellipse zusammen, die durch die zur Wellennormale senkrechte 


Ebene L8~ + ySy + 28, — 0 
aus dem ,Indexellipsoid“ 


ausgéschnitten wird, und die Langen der Hauptachsen sind gleich 7), 1}. 

Sind &, &9, €; samtlich voneinander verschieden, so ist das Ellipsoid 
dreiachsig; dann gibt es zwei reelle Richtungen § = 6, und 8 — b,, 
deren Normalebenen das Ellipsoid in Kreisen schneiden, so daB 
nm, ==, wird. Diese Einheitsvektoren 6,, 6, heifSen Binormalen 
(oder auch ,optische Achsen“). Nimmt man an, daB 


& < & < €3 


ist, so liegen b, und by in der xz-Ebene symmetrisch zur z-Achse und 
bilden mit dieser einen Winkel £, der durch 


cos B= = (68) 


Ey (Es — &) 
gegeben ist; je nachdem 6 <45° oder > 45° ist, hei®t der Kristall 
positiv oder negativ zweiachsig. Trigt man die Normalengeschwindig- 


keit Cy =< auf den vom Nullpunkte auslaufenden Radien auf, so 


bilden die Endpunkte die Fresnelsche Normalenfliche,. deren 


c co 2 : 
- und “Cnr yin den Richtungen der Binor- 
0 0 


malen in konischen Doppelpunkten zusammenhingen. 


beide Mantel c,, = 


eo re 
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Die Wellennormale ist nicht die Richtung des maximalen Energie- 
transports; dieser wird vielmehr durch den Poyntingschen Strah- 


lungsvektor S =c[ES] (69) 
dargestellt. Die Energiedichte ist 
= 1(ED+ $¥). (70) 


Da fiir ebene Wellen nach den Maxwellschen Gleichungen 
B= H = n[s] 
ist, so folgt aus (64) 
HBS = H = n?2 {G2 — (8 ©)?} — ED, (71) 
also U= €D (70') 


und 8S = c8[ES] = cH[sE] = —G° = < (ED) =< 0, 


Daher wird, wenn @ den Winkel zwischen Strahl und Wellen- 
normale bedeutet: . 
86 = |S| cosa — xe ae Cy Us 
Da |IS| die in der Zeiteinheit ae eine auf der Strahlrichtung 
senkrechte Flache von der GréBe 1 hindurchtretende Energie ist, so ist 


Seperate 
5 it~ Gono G2) 
die Energiegeschwindigkeit oder Strahlgeschwindigkeit; 
— < ist dann eine zum Brechungsindex analoge GréBe, die man als 
s 


»Strahlenindex“ bezeichnen kann. 
Aus (69) folgt 


S = nc[E[sE]] = cn {s€2— E(B®)}, (69’) 
also wegen 8D = O und (70'): 
SD = —cnU(8G). 


Ferner ist nach (71) 
@e— AaSCE = eu 


1 
und G2 — (8)? = eS U. 


S 
Nun fiihren wir in (64’) statt D und $ die Vektoren © und ij 
ein vermége der Formeln (62) und (69'); dann erhalten wir 
& oe se &) (— | 
tee Seep 


(8©)?| __ (8G) 
oder €,(4—14 © | =— Sz nae 
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Auf Grund der eben angegebenen Ausdriicke fiir 6D, ©, ©? — (3©)? 


wird das 
U (SD) 
€.(a—g) = — Sz e2US2 
oder nach (72) 


E, (a) = —6, SP). (73) 


Diese Gleichung geht aus (64’) hervor, wenn man 9, 8, ”, &, &5, &3 
= 5 ; ; : < 4 . ersetzt; und der Beziehung 
|S|’ s* e,° &’ & 
3 = 0 entspricht €S = 0. 
Daher folgt die zu (65) analoge Gleichung 
Sz Sy S? ? 
+ =A, (74) 


s?—E ss 53 — & 
1 2 3 


durch &, 


Dieses Gesetz ordnet jeder Strahlrichtung zwei Strahlenindizes 
: Bee si, “Te e 
So, $9 zu; tragt man die Strahlengeschwindigkeit c, = 5 aut den vom 


Nullpunkte auslaufenden Strahlrichtungen ab, so erhalt man die 
»otrahlenflache“; sie besteht (ebenso wie die Normalenflache) aus 
zwei Manteln cy = - NC Be mE die in zwei konischen Doppel- 
0 0 
punkten zusammenhingen. Die Richtungen der zu sy und sj nach 
(73) gehérigen Schwingungen ©’ und ©” sind parallel zu den Haupt- 
achsen der Ellipse, in der die Ebene 
£2 Gy, + ¥S, + 26, = 0 
das ,Fresnelsche Ellipsoid“ 


a2 + egy? + e522 = 1 
1 


schneidet, und die Langen der Hauptachsen sind ss und —- Die 


0 0 
Kreisschnitte dieses Ellipsoids liegen normal zu zwei Richtungen 1, r., 


die Biradialen (oder ,Strahlenachsen“) heiSen und die konischen 
Doppelpunkte der Strahlenfliche enthalten; sie liegen in der az-Ebene 
und bilden mit der z-Achse einen Winkel y, der durch 


cosy = ja=s a (75) 
bestimmt ist. j 


Die Strahlenflache ist die Enveloppe der in den Punkten der 
Normalenfliche auf deren Radienvektoren errichteten senkrechten 


Ebenen (Wellenebenen); umgekehrt ist die Normalenflache die FuB- 
punktflache der Strahlenfidche. 


ee si =e 
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Die hier zusammengestellten Satze sind die bekannten Fresnel- 
schen Gesetze der Doppelbrechung in durchsichtigen, zweiachsigen, 
inaktiven Kristallen, deren Eigenschaften sie vollstindig darstellen, 
insbesondere auch die singularen Fille, wo entweder die Wellennormale 
in die Richtung einer Binormale oder der Strahl in die Richtung 
einer Biradialen fallt; im ersten Falle entsteht ein Strahlenkegel (innere 
konische Refraktion), im zweiten Falle gehéren zu dem Strahl 
unendlich viele Wellenebenen, deren Normalen einen Kegelmantel 
bilden (AuBere konische Refraktion). 

Fiir einzelne Farben, und bei Kristallen mit geeigneten Symmetrie- 
elementen fiir alle Farben, kénnen zwei der Hauptdielektrizitats- 
konstanten einander gleich werden. Sei etwa 

ee €,°S=.5, £; S285 
dann werden alle optischen Konstruktionsflachen Rotationsflachen um 
die zg-Achse, die Binormalen und die Biradialen fallen zusammen in 
die Richtung der 2-Achse, diese wird ,optische Achse“, der Kristall 
,optisch einachsig* genannt. Die Normalenfliche zerfallt in eine 
Kugel und ein Rotationsovaloid, deren Gleichungen fiir 8, == cos @ 


die Form 
cos?@ , sin? p - 

nile MANE é (8) 
annehmen. Der zu nj gehorige Strahl heiBt der ,ordentliche“, der 
zu n, gehorige der ,auBerordentliche*; fiir den ersteren liegt die 
Schwingungsrichtung D’ senkrecht zu der durch die z-Achse gehenden 
Meridianebene (Hauptschnitt), fiir den letzteren liegt D” in dieser 
Ebene. Je nachdem ¢ <é’ oder ¢> é’ ist, heiBt der Kristall positiv 
oder negativ einachsig. 

Fiir die Kristalle des reguliren Systems ist ¢, = & — &} sie 
sind daher optisch isotrop. 

§6. Optische Aktivitat. Wir ziehen jetzt die Glieder erster 
Ordnung in t heran und gehen von den vollstandigen Formeln (61) aus: 


D, = G+ 7[(EG]., ... (61) 
Diese verbinden wir mit dem Eliminationsresultat aus den Max- 


wellschen Gleichungen: 
D = n? {E— 8(8G)}- (64) 


Setzt man die beiden Ausdriicke von D einander gleich, s0 erhalt 
man folgende linearen Gleichungen fiir die Komponenten von &: 


©, {e — (1 — 8x)?n®} + Gy {n?8,8, + 1G,} + & {n®828,—%#Gy} = 0 (77) 


roe 
i, = &, 
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Durch Nullsetzen der Determinante erhalt man eine kubische 
Gleichung fiir n?; doch verschwindet der Koeffizient des héchsten 
Gliedes, so daB folgende quadratische Gleichung iibrig bleibt: 


m4 (€ 82 + E980 E38?) — n? {& &5 (s) + 8?) + &3& (63+ 82) + Ey &y (82 e) 
— [8 G]?} + & & & — (4 2 + & OF + é, G?) aot Ws (78) 
Diese geht fir © — 0 in die Fresnelsche Gleichung (66) iiber, 
deren Wurzeln n’,, », sind; man kann daher (78) in der Form 
(n? — 10/2) (n? — nj?) = g? (79) 
schreiben, wo zur Abkiirzung 
€, Gz + 6G, + 5G; — n? [8 GP 
£18 + Fa 8y + &5 8: 
gesetzt ist. g ist der skalare Parameter der Gyration oder 
optischen Aktivitat. Dabei ist in g fiir n entweder nj, oder nj 
einzusetzen, je nachdem die Korrektion zu dem einen oder dem 
anderen der Brechungsindizes berechnet werden soll. 


Man pflegt aber den Ausdruck von g dadurch zu vereinfachen, 
da8 man darin die Doppelbrechung vernachlassigt; d. h. man setzt 


es 


(80) 


darin €, = & == &; = m*. Wir wollen im folgenden stets mit dieser 
Annaherung rechnen. Dann wird 
73, (80') 
Wenn wir nun voraussetzen, daB 
nl? > ni (79') 


ist, so lauten die Wurzeln von (79) 
n'? = Yat me + mo? + Ving —ng2)? + 49%}, | 
== Ye{ni2 +.15? — Vn? — 0,3? + 498 J 


wobei immer der positive Wert der: Quadratwurzel za nehmen ist. 
Um die Schwingungsform zu bestimmen, entnehmen wir aus (64) 

D 

ae + 8 (8) 


und setzen das in den Gliedern nullter Ordnung in t von (61) ein; 
dann erhalten wir: 


(81) 
€ = 


2.(4—~) = —s.(66) — 2 [66], 


nes 


In dem Gliede erster Ordnung in 1 ersetzen wir naherungsweise © 


1 
durch =D und &, = &é — &, = 7, wo n einen mittleren Brechungs- 


“s es? oa owe 
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index bedeutet. Dann erhalten wir mit derselben Annaherung, mit 
der die Formeln (81) gelten: 

tebe 4 : i ¥ 

De (-=) = —6,(8@) —5[96),. (83) 

Diese Gleichungen lassen sich nun durch den Ansatz 

na, D=—D'—ikD", |D'|=—|2D"| (84) 

lésen, wo %' und D” die im vorigen Paragraphen eingefiihrten 

Schwingungsvektoren des nicht-aktiven Kristalls sind, deren Langen 

wir einander gleich machen. Der Koeffizient k, soll von der GréBen- 

ordnung g oder |@| sein und ist noch zu bestimmen. Dazu setzen wir 

den Ansatz (84) in (83) ein und trennen reelles und imaginires, wobei 

Glieder zweiter Ordnung in k, und |G| fortbleiben; dann erhalten wir: 


Ds = zs 2 ——8,(8@’), 


me & 
nf 1 t " \ te ny ! 
{D2 (= ag 8, (8 € dy = =D G],- 
Nun geniigen aber D’ und ®" den Gleichungen (64’), wenn man 


darin n durch n', baw. n, ersetzt; es gilt also 


D(z — 5) = — (86); 


no 8 
yeh! Bseh ten " 
De(a—=) = 4, (8 6"). 


Daher erhalten wir durch Subtraktion entsprechender Gleichungen: 


i D: (Jp — pe) = gal? Ole (85) 


n2 No? n* 


Nun unterscheidet sich nach (81) »’? von n2 nur um GroBen der 
Ordnung g, wahrend n'2—n,? von endlicher GréBenordnung (n? —,” 
ist; also ist die erste dieser Gleichungen mit hinreichender Annaherung 
erfiillt, die zweite dient zur Bestimmung von ,. Da die Vektoren 
8,D',D” paarweise aufeinander senkrecht stehen, da ferner |D'| = \D"| 
gewablt worden ist, so kann man 
D' = [D8] 
setzen und hat dann 


[D' 6] = [G[sD"]] = 8(GD") — D" (G8). 


Zeitschrift fir Physik. Ba. VIII. 99 
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Setzt. man das in (85) ein und multipliziert skalar mit D’, so kommt 
wegen 8D" = 0: 


1 le 
ky D2 (os — ay = "2 (Gs). 
Mit Riicksicht auf (80’) erhalt man also 
1 il g 
# (gag) = ae 
oder mit geniigender Annaherung 
ee g / 
k= ni? — na” (84’) 


Ganz ebenso beweist man, daf eine zweite Lésung 
nn", - D =D" —ikgD', ~ |D'- = |D"| (85) 


it 
mi Mek g 


(85’) 


n'2 — n2 

existiert. Da nun aus (81) n’2+ n'2 — n?+ nm folgt, so erkennt 
daB 

mgs hy = hy = (86) 

ist; fiir diese Gré8e erhailt man aus (81): | 

29 

m2 — Wi? + Yn — ni)? + 492 

wo der positive Wert der Quadratwurzel zu nehmen ist. 
Die beiden Lésungen (84) und (85) stellen zwei elliptische 

Schwingungen vom gleichen Achsenverhiltnis k und ent- 


gegengesetztem Umlaufssinn mit gekreuzten, zu D! bzw. D” 
parallelen groBen Achsen dar. Denn der reelle Teil von 


(D! —ikD")e? baw. (D" —ikhD ee, 


(87) 


wo 
py = —a@t+c(8r), 
D=Decosp+kD" sing baw. D =D" cosp+kD'sing; 


legt man nun das Koordinatensystem so, daB die z-Achse parallel zu D’, 
die y-Achse parallel zu D” wird, so hat man wegen [D' = |S == Ds 


ist 


D,= Deosg, baw. D, = kD asin g, 
Dy = kD sin g, Dy = Deoosg. 

Die erste Schwingung ist eine entgegen dem Uhrzeigersinne durch- 
laufene Ellipse, die zweite eine dazu gekreuzt liegende mit um- 
gekehrtem Durchlaufungssinn. Da nach (87) kK=1 ist, ist bei der 
ersten Ellipse die grofe Achse parallel D’, bei der zweiten parallel D”. 


—we ree Tro = 
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Fiir alle von den optischen Achsen (n, = nj) abweichenden 
ol 
lehrt, daB das Achsenverhiltnis tatsichlich duBerst klein ist, und da- 
durch wird die von uns durchgefiihrte Entwicklung nach g empirisch 
gerechtfertigt. In der unmittelbaren Nahe der optischen Achsen, wo 
n2—n'? zur GroBenordnung von g herabsinkt, steigt k an und erreicht 
sein Maximum & = 1 fiir n) =”, d. h. in den Richtungen der 
optischen Achsen (bei regularen Kristallen in allen Rich- 
tungen) pflanzen sich zwei zirkulare, entgegengesetzt 
rotierende Wellen mit den Brechungsindizes 


Richtungen ist & klein von der GréSenordnung as Le ; die Erfahrung 
ni — 


fe g oe eee 
LA M + 21’ Vea) 2 (88) 
fort. Eine linear polarisierte Welle, die senkrecht auf eine normal 
zur Achsenrichtung geschliffene Kristallplatte von der Dicke 1 auffallt, 
erfahrt daher eine Drehung der Polarisationsebene um den Winkel 
a iy it OE Ee 
a Te les Den Ani i) 
Das spezifische Drehungsvermogen 9 bestimmt also g und 
damit nach (81) und (87) die Geschwindigkeiten und das Achsen- 
verhiltnis der in beliebiger Richtung fortschreitenden elliptischen Wellen. 
Die Abhangigkeit der Parameter 1’, n, & von der Richtung wird in 
erster Linie durch die der Gréfen nj, , bestimmt, auBerdem aber 
auch in geringem Mage durch die von g. Nach (80’) und (59) ist 
t (89; 77) (8[Lj Ly 
g=86=75 >, 49) (8[ 25 Le) (90) 


(0)2 2 (0)2 2 
2 a7 (a; —@) (a7 —@ 


eine quadratische Form der Komponenten von 8; setzen wir 
g= 91 82 + Goo 8y + Iss 82 + 2 gos 8y82 + 2 9s1 8280 + 2 91082 8y, (90’) 


so wird 


eB Rigo Lily le ae 
ge >> (a? — @”) (ay ct” ; 

a Vy iry [Li Lyle t Ran elie ly . .. 
ts = 4 2s (G* — a) (ao) | 


Tragt man fa auf dem zugehérigen Vektor 8 ab, so erhalt man 


g . 5 
eine, nicht notwendig definite Fliche zweiter Ordnung, die Gyrations- 
flache. Dag bei Vertauschung von 8 mit —§ ungeindert bleibt, 
sind fiir zwei in entgegengesetzten Richtungen fortschreitende Wellen 
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die Erscheinungen der optischen Aktivitét dieselben. Fiir Kristalle 
mit Symmetriezentrum sind samtliche gi, — 0; optische Aktivitit 
findet sich also nur bei solchen Kristallen, die in zwei enantiomorphen 
Formen vorkommen. Das Vorhandensein von anderen Symmetrie- 
elementen reduziert die Zahl der voneinander unabhangigen Kon- 
stanten giz; wir gehen auf diese wohlbekannten Tatsachen nicht 
naher ein 2). 

§7. Dispersion der Aktivitat. Die GréBen g;; (91) haben 
als Funktionen der Frequenz @ die Form: 


1 Via" 
F -, 92 
u— i Sepa Se 
wobei t durch = ersetzt und die Abktirzung 
3 2 
Pip = Nir yikes + Rigs [29 Lely) (93) 


gebraucht ist. 


Die Summe (92) kann man in Partialbriiche zerlegen; dabei 
(0) 


(0) 


geben offenbar die einfachen Frequenzen @,° zu linearen Partial- 
nennern AnlaB, die mehrfachen Frequenzen @,, zu linearen und zu 


quadratischen Nennern?). Man erhalt also Ausdriicke der Form 


ma HE (eat apts) Beet 0 


Dabei kénnen die Ree ee Partialbriiche nur dann fort- 
fallen, wenn fiir zwei zusammenfallende Frequenzen o; =, die 
GréBe Om = yj; verschwindet. Das wird nun im allgemeinen bei 
Kristallen nicht der Fall sein, wie aus dem Aufbau der Gréfen 9%; 7 
nach (25) ersichtlich ist. Dieses Verhalten der Kristalle steht im 
ausgesprochenen  Gegensatz zu dem der Fliissigkeiten, bei denen 
einzelne, voneinander mechanisch unabhangige Molekeln die Licht- 
fortpflanzung beeinflussen. Wir wollen dies hier ausfiihrlich darlegen 3). 
Fiir eine solche Molekel werden die Gleichungen der Eigenschwin- 
gungen bei Benutzung einer der hier gebrauchten méglichst ahnlichen 
Bezeichnung so lauten: 


my OF” ap je + = D> (Grw)ey ax jy = 0. (95) 
S any. 


1) Vgl. etwa F. Pockels, Lehrbuch der Kristalloptik (B. G. Teubner, 


Leipzig, 1906), II, 1, 3., 4., 8.313—318. Dort sind simtliche méglichen Falle 
aufgezahit. 


2) Vgl. M. Born, Phys. ZS. 16, 437, 1915. 
3) M. Born, Ann. d. Phys. (4) 55, 177, 1918. 


ae... © 
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‘Die erzwungenen Schwingungen werden durch Formeln von genau 
derselben Bauart wie (47), (48) dargestellt, nur mu man bei den 
GroBen Rj die Summation iiber den Zellenindex 7 weglassen, so daB 
an die Stelle von (25) folgende Formel tritt: 

Rj = — Da tev Dy (Pew dey Mejia dw ry 
kk' zy 
Wir behaupten, da8 diese GréBe der Differenz cos? sgn 
portional ist, also fiir zwei zusammenfallende Wurzeln verschwindet. 


pro- 


Es ist namlich 1.7 — t,.—tv, also 


Riz oe Zs Ti: = Akjx p> (Pr way Oe gy 
le * of y 


+ = Ty BS Oe jy = (Dx et) ey kj x 
Benutzt man die Identitit (95), so erhalt man: 
ee oa a co ") = my te (0% 5 E51) = (ay — oa? *) RF, (96) 
wo 
Rie = Ki = Ty Mx (Mx § Ox 5’) (97) 


gesetzt ist. 
Nun gelten fiir eine im Raume feststehende Molekel dieselben 
Formeln (53), (54), (58) wie fiir einen Kristall; es wird insbesondere 


nach (58): 


go — (8 9; 9) [€ [25 2) | 
Pee = 2 692) (g9? — wd)’ 
7 (@; ca?) (a7 co) 


setzt man hier den Wert (96) ein und beachtet, dab 


1 Bs 1 ( 1 1 
(ao? — 2) (a? — a) 0? — a? a? — of =) 
ist, so erhalt man 
BO = ie S—gs — SOR) [EG YI] 
ai ee @* 7 
Hier treten also nur einfache Partialbriiche auf und das bleibt 
erhalten, wenn man durch Mittelbildung tiber alle Stellungen der 
Molekel zum mittleren Moment der Volumeneinheit und von da zum 
spezifischen Drehungsvermogen iibergeht. 
Bei Kristallen ist der Schritt, der vom schiefsymmetrischen Vektor 
Rj durch Abtrennung des Faktors co” — oj” zum symmetrischen 
Vektor 27; fiihrt, nicht méglich. Daher kénnen quadratische Partial- 
priiche in den Gyrationskonstanten gix vorkommen. Daraus folgt, 
daB bei Kristallen die optische Aktivitat, insbesondere das Drehungs- 


416 M. Born, 


vermégen, als Funktion der Frequenz in der Nahe einer Absorptions- 
linie, zu der mehrere Schwingungsformen gehéren, sich ganz anders 
verhalten kann als die Brechungsindizes. Letztere werden immer 
durch einfache Partialbriiche dargestellt, gehen also beim Durchgang 
durch den Absorptionsstreifen von groBen positiven zu grofen nega- 
tiven Werten iiber; die Gyration aber kann (wenn die in Formel (94) 
mit Bm bezeichneten Konstanten klein sind) vor und hinter dem Ab- 
sorptionsstreifen positiv unendlich sein und symmetrisch zu diesem. 
verlaufen. Es wire nicht ohne Interesse, nach aktiven Kristallen 
mit erreichbaren, schmalen Absorptionslinien zu suchen, an denen 
dieser theoretisch mégliche Fall verwirklicht sein kénnte. 

Auf die optische Aktivitat durchsichtiger Kristalle haben er- 
fahrungsgema8 nur die ultravioletten Eigenfrequenzen merklichen 
Einflu8, d.h. es kommen nur solche Partialbriiche in Betracht, fiir 
die @ klein gegen oa; ist. Fiir das spezifische Drehungsvermégen 
langs einer optischen Achse ergibt sich daher nach (89) eine Ent- 
wicklung der Form 


eg Oe 2 A Aes 
C= Tait a ne +ca@t+.---), 


und wenn man hier wo = 


XC 
te setzt und m) als konstant betrachtet: 
0 


A B 
CS ire 


. Das ist das Gesetz von Boltzmann }). 

Bricht man diese Reihe beim ersten Gliede ab, so hat man das 
bekannte Biotsche Gesetz 2). 

SchluB. Man siebt, da die Gittertheorie mit dem einfachsten 
Ansatz fiir die Atomkrafte, nimlich mit Zentralkraften, die formalen 
Gesetze der Lichtfortpflanzung in optisch aktiven Kristallen ohne 
neue Hypothesen abzuleiten erlaubt. Die Absorption ist dabei ver- 
nachliassigt worden, weil eine rationelle Theorie der Energiedissipation 
in Kristallen noch nicht existiert. Wichtiger als die Ableitung der 
bekannten formalen Gesetze wire eine numerische Berechnung der 
Gyrationsparameter aus der Gitterstruktur. Daza gehort weiter nichts 
als die Kenntnis der zweiten Ableitungen der elementaren Potentiale 
gr (r), also der GréBen (1 ,,)ey Diese bestehen aus zwei Anteilen, 


einem Teil, der von den interatomistischen Wechselwirkungen her- 


1) Vgl. etwa F. Pockels, Lehrbuch der Kristalloptik, II, 1, 2, 8. 297. 


: 2) Vel. ebenda, ferner auch P. Drude, Lehrbuch der Optik, Kap. VI, 5, 
. 379, 
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rihrt, und einem Teil, der auf der elektromagnetischen Zustrahlung 
der anderen Atome des Gitters beruht. Der letztere Anteil ist nach 
den von P. P. Ewald?) und mir2) ausgearbeiteten Methoden voll- 
stindig faBbar; Ewald selbst hat ihn fiir gewisse Gitter von rhom- 
bischer Symmetrie berechnet und daraus die Doppelbrechung als reine 
Strukturwirkung des Gitters abzuleiten gesucht, indem er die inter- 
atomaren Krafte durch isotrope quasielastische Bindungen ersetzte. 
In Shnlicher Weise kann man nun versuchen, auch die Gyration zu 
berechnen; ja, es scheint, daB dies bei gewissen Kristallen, wie NaCl Qs, 
NaBrO, aussichtsvoller ist als die Berechnung der Doppelbrechung. 
Diese braucht nimlich nicht nd von der Struktur des Gitters her- 
zuriihren; vielmehr werden bei einem nicht regularen Gitter bereits 
die einzelnen Bausteine, Atome oder Molekeln, anisotrop sein und 
unmittelbar zur Doppelbrechung einen Beitrag liefern. Die genannten 
aktiven Kristalle aber sind reguliir, also optisch isotrop, und die Sub- 
stanzen verlieren im gelésten Zustande das Drehungsvermogen voll- 
stindig; daraus geht hervor, dab hier die Aktivitét eime reine 
Struktureigenschaft des Gitters und daher der Berechnung zuginglich ist. 


1) Pp. P. Ewald, Dissert. Miinchen 1912. Ann. ad. Phys. (4) 49, 1, 1916; 
64, 253, 1921. 
2) M. Born, D. K., 2. Teil, § 22 bis 31. 
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